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Chapitre premier

Quelques éléments de logique

1.1 Lettres grecques et symboles mathématiques

a alpha K kappa T tau N\ Lambda vV Pour tout
B beta A lambda v upsilon =Xi 3 Il existe
y gamma U mu ¢ phi M Pi = Implique
0 delta vV nu X chi > Sigma <= Equivalent
€ epsilon E Xi Y psi Y Upsilon N Intersection
{ zeta 0 omicron w omega @ Phi U Réunion
n eta pi I Gamma Y Psi @ vide
0 theta p rho A Delta Q Omega € appartient
| iota o sigma © Theta C estinclus

1.2 Implications [A = B] et équivalences A < B]

Dans ce paragraphe, les symbofest B désignent des propriétés logiques, c’est-a-dire
des objets mathématiques exprimés a l'aide d’assemblagsggdes : quantificateurs,
egalite, fonctions,. .

A toute propriété logiqué, on peut attribuer des valeurs de véri# peut étre vraie ou
fausse.

La démarche du mathématicien consiste, par applicatioagles logiques, a déterminer,
a partir d’axiomes précisés, si une proposition est vraifaosse.

1.2.1 Définition. Implication.
La proposition [A=- B] veut dire : si la propriété A est vraie, alors la propriétél®Bst
aussi.

En revanche, si la propriéfen’est pas vraie, on ne peut rien dire de la proprigté
1.2.2 Exemple.a=1=a’=1.

Cette proprosition s’exprime en disant que la propriétémplique la propriétéB. La
propriétéA s’appellel’hypothéseet la propriétéB s’appellela conclusion
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Le raisonnement logique qui permet de passer de I'hypothada conclusioB s’appelle
la démonstration

Un énonceé logiquement équivalent a la propositidasf B] est [nonB = nonA] :
lorsque I'on veut démontrerA[= B], on peut procédepar contraposeet démontrer
[non B = nonA|.

1.2.3 Exemple.La propriété de I'exemple 1.2.2 s’exprime par contraposee e
a®£1l=a#l

Une autre fagon de démontrer la propositién$ B] est de procéder p&absurde c’est-
a-dire de supposer que les propriédés nonB sont vraies toutes les deux et d’en déduire
unecontradiction

1.2.4 Exemple.La propriété de I'exemple 1.2.2 s’exprime par I'absurde en :

a=1 eta’ # 1 est une contradiction

1.2.5 Définition. Equivalence.

La proposition [A <= B] veut dire que les propriétés A et B sont vraies en méme temps
et donc aussi fausses en méme temps, c’est-a-dire : si laipré@ est vraie, alors la
propriété B I'est aussi, c’est-a-dire [A- B] et si la propriété B est vraie, alors la propriété

A l'est aussi, c'est-a-dire [B> A].

Cette proprosition s’exprime en disant que la propriété pégmiivalente a la propriété B.

Comme précédemment, un énoncé logiquement équivalentrapagtion A < B]
est [nonA <= nonB]J. Lorsque I'on veut démontre® <= B], on peut procédepar
contraposéet démontrer [no® <= nonB].

1.2.6 Exemple.DansR, la propriété & = 1 n’est pas équivalente a la propriété-al.

En effet, le réeh = —1 est tel quea® = 1 eta # 1.
Donca=1=a’=1]et[a®=1%4 a=1].

Des panachages entre les démonstrations directes et lemsigations par contraposée
sont possibles mais dangereux : il faut s’assurer qu’'on nedée pas deux fois le méme
sens!

1.2.7 Exemple.Pour démontrer quA < B], on peut démontrer au choix :
ou bien[A=B]let [B= A]

ou bien[A=-B] et [nonA=-nonB]

ou bien[B = A] et [nonB = nonA]

ou bien [non B =- nonA] et[non A =- nonB].

1.3 Intersection et réunion

Dans ce paragraph®, et Q désignent des ensembles ou des sous-ensembles d’'un en-
semble plus grand.

La propositionx € PN Q veut dire quex appartient a la fois & et aQ, c’est-a-dire :

xePetxeQ.
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PN Q s’appellel'intersectiondeP et Q.

La propositionx € PUQ veut dire quex appartient & ou aQ, c’est-a-dire
xePouxeQ.

PUQ s’appellela réuniondeP et Q.
On notera que leuici n'est pas exclusif : sP et Q ont une partie commung,peut étre
dans cette partie-la.

Si P et Q sont des sous-ensembles d’un ensemble plus grand, désigad® et Q° les
complémentaires deetQ. La négation de la propriétec PNQ s’exprime pax € PCUQ°
et la négation d& € PUQ parx € P° N Q°. En d’autres termes, la négation etestou et
celle deou estet

La propositiorx € PAQ veut dire quex appartient & et n’appartient pas Q ou l'inverse,
X appartient &) et n'appartient pas B, c’est-a-dire :

xePuQetx¢ PNQ.

PAQ s’appellela différence symétriquae P et Q.
Ici, le ou est exclusif : I'élémenk ne peut pas étre pris dans I'intersectiorRiet Q.

1.4 Quantificateurs

Les quantificateurs servent a exprimer des propositiongjuaatificateury se lit pour
toutet le quantificateus se litil existe

1.4.1 Exemple.3x € R tel quex? = 1.
Cette proposition est vraie : le nombre rget 1 convient.
1.4.2 Exemple.¥xe R, |x| = £X.

Cette proposition est vraie : si le nombre reeist positif, il est égal a sa valeur absolue,
s'il est négatif il est égal a I'opposé de sa valeur absolglatst nul, il est égal a la fois
a sa valeur absolue et a 'opposé de sa valeur absolue.

Une proposition exprimée avec des quantificateurs peuvéie ou fausse selon le cadre
dans lequel on se place. Pour montrer qu’une propositiciaesse, il suffit d’exhiber un
contre-exemplec’est-a-dire un exemple qui nie la proposition en question

1.4.3 Exemple.¥x e C, |x| = £x.

Cette proposition est fausse, on peut trouver un nombre lex@gui ne la vérifie pas :
en effet le nombre complexe= 1+i est tel quex| = v/2 # +(1+1).

Il faut donc préciser le domaine ou I'on travaille.
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1.5 Ordre des quantificateurs

Une proposition peut s’exprimer a I'aide de plusieurs gifiaateurs. Dans ce cas, I'ordre
dans lequel ils sont écrits est primordial, le sens de lagsitipn peut étre radicalement
modifié si I'on intervertit certains quantificateurs.

1.5.1 Exemple. i) Continuité de f sulR :
Vipe R, Ve >0, Ja > 0telquevt €jto—a,to+af, |f(t) — f(tg)| < €.
i)  Continuité uniforme de f suR :
Ve >0, Ja > Otel quev(t,t') e R*tels que|t—t'| < a, [f(t) — f(t)| <e.

Dans l'assertion), le nombrea dépend dédg : si 'on change le pointy en lequel on
étudie la continuité dé, ce nombre peut étre modifié.

Dans I'assertiori), le nombrea ne dépend pas du pointle mémea convient pour tous
les pointd en lesquels on étudie la continuité tle

Evidemment, on peut remarquer que la propositjoimplique la propositiom) mais que
l'inverse est faux.
Ces deux propositions ne sont donc pas équivalentes.

Larégle pour ne pas modifier le sens d’'une propriété comptehasieurs quantificateurs
est la suivante : on ne peut pas intervertir deux quantificateonsécutif distincts; en
revanche, deux quantificateurs consécutifs de méme natnténsliscernables donc leur
ordre d’apparition n’a pas d’'importance.

Il existe une notation différente, qui est équivalente &eads propriétés etii), mais ou
le dernierquantificateuly est omis :

1.5.2 Exemple. i) Continuité de f suiR :
Vipe R, Ve >0, Jda >0telquelt—to| < a = |f(t)— f(ty)| <e.
i)  Continuité uniforme de f suR :

ve>0, Ja >0telquelt—t'| <a= [f(t)—f(t)|<e.

1.6 Neégation

Pour nier une phrase mathématique, c’est-a-dire pouredericontraire d’une propriété
comprenant des quantificateurs, on inverse tous les quagifirs, c’est-a-dire que I'on
remplacey pard et parV, sans en changer I'ordre et on nie la conclusion.

1.6.1 Exemple.Discontinuité de f engt:

de > 0tel queva >0, St €lto— a,to+ a[ tel que|f(t) — f(tg)| > €.

Attention, il ne faut pas oublier d’inverser le quantifiaat® lorsqu’il est sous-entendu,
comme dans I'exemple 1.5.2!

On peut aussi préciser la notion dentre-exemple si on veut montrer qu’une propriété
[Vx,R(x)], comprenant le quantificateit; est fausse, il faut montrer que la proposition
contraire Bx, non R(x)] est vraie c’est-a-dire qu'il existe un élémengui ne vérifie pas
R(x). Cet élément est appelé aantre-exemple
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1.6.2 Exemple.On reprend I'exemple 1.4.3 : il est équivalent de dire :
la propriété[Vx € C , |x| = +x] est fausse et la propriéféx € C , |x| # +x ] est vraie.

Le nombre complexg = 1+ i est un contre-exemple a la propriét¥& g C , |x| = +Xx],
qui est donc fausse.

1.7 Raisonnement par récurrence

On cherche a démontrer qu’une propriBt@é) dépendant d’'un entier, est vraie quelque
soitn € N. Pour cela, on démontre la premiére propriété, en géRééalou P(1). Puis,

on prouve que pour unquelconque, si les propriéte$0),P(1),...,P(n) sont vraies, la
propriétéP(n-+ 1) I'est aussi. Alors, de proche en proche a partir de la prengéspriété,

on peut montrer que toutes les proprié®a) sont vraies. Le schéma de démonstration
est donc le suivant :

{ P(0) vraie

(P(0),P(1),...,P(n)) = P(n+1) } = VneN, P(n) vraie

Tres souvent, la propriét®(n) suffit a entrainer la proprié#(n+ 1). Le schéma suivant,
moins général mais plus fréquent, est aussi une démoostyzr récurrence

P(0) vraie .
{ Pgng ~ P(n+1) } =Vne N, P(n) vraie
1.7.1 Exemple.1+3+---+(2n—1) = ?

La propriétéP(1) est vraie : en effet, en faisant= 1 ci-dessus, on trouve= 1.
Supposons donc que la propriétén) soit vraie. A partir de

P(n): 14+3+4---+(2n—1) =7,
on calcule
P(N+1): 14+3+---+(2n—1)+(2n+1) =n®+(2n+1) = (n+ 1)

DoncP(n) = P(n+1).
On peut donc passer de I'ordnex I'ordren + 1.

On en déduit qu@(n) est vraie pour tout € N.

1.8 Bornes supérieures et bornes inférieures dang.

Rappelons les notions de borne supérieure et borne inférééun sous-ensemble borné
deR, dont I'existence est une conséquence de la constructii) dair par exemple [9] :

1.8.1 Définition. Soit AC R, borneé.
1) Laborne supérieure de A, notgéepA, est I'élément d& défini par :

Vac A, a<supA et Ybe Rtelquevac A, a<b, alors suA <h.
2) Laborne inférieure de A, notdef A, est I'élément d&® défini par :

Vac A, a>IinfA et Ybe Rtelquevac A, a> b, alors infA>h.
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On résume ces propriétés en disant que la borne supériguesphss petit majorant de
'ensemble et la borne inférieure le plus grand minorantelesemble.

Ces nombres sont caractérisés par les propriétés suivantes

1.8.2 Proposition. 1) s=supAsietseulementsis estun majorant de A et
Ve >0, dJae Atelques—e <a<s
2) t=infAsietseulementsit estun minorant de A et
Ve >0, dJaeAtelquet<a<t+e.

On remarquera que la borne supérieure et la borne inférdéureensemble ne sont pas
nécessairement dans I'ensemble.

1.9 Exercices sur le chapitre 1

1.1 Exercice.Contredire les assertions suivantes :
1) Dans toutes les prisons, tous les détenus détestent tagartiens.

2) Pour tout entier natured, il existe un entier natursl tel que pour tout entier natural
la relationz < x+y est vérifiée. Cette assertion est-elle exacte ?

1.2 Exercice.André, Bernard et Claude sont trois fréeres. L'un est médéaintre phar-
macien et le troisieme dentiste. On cherche a déterminawofegsion de chacun d’eux
sachant que : si André est médecin, alors Bernard est densstAndré est dentiste,
alors Bernard est pharmacien ; si Bernard n’est pas médsdons, Claude est dentiste ; si
Claude est pharmacien, alors André est dentiste.

En utilisant les notations de la logique pour exprimer legppsitions ci dessus, trouver
la profession de chacun.

1.3 Exercice.Examiner les relations logiques existant entre les asssr8uivantes :
A Tous les hommes sont mortels

B Tous les hommes sont immortels

C Aucun homme n’est mortel

D Aucun homme n’est immortel

E Il existe des hommes immortels

F Il existe des hommes mortels

1.4 Exercice.Soienta, b deux réels fixés tels quefa < b.
On cherche a montrer que les suitag)ncn et (Vn)nen, définies par :

1
U=a,Vo=Db, Un1= E(Un‘i‘vn) , Vnr1 = y/Unt1Vn,

admettent une limite commune.

1) Montrer par récurrence qu € N, Up < Vp.

2) En déduire que les 2 suites convergent dans
3) Montrer que ces limites sont les mémes.
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1.5 Exercice. Soit f une fonction continue sur un intervalle, b], dérivable suia, b,
ayant une dérivée strictement positive en tout point.
Montrer en utilisant un raisonnement par I'absurde §@st croissante sia, bJ.

1.6 Exercice. 1)Quelles sont les bornes supérieure et inférieure de I'eblgem

A:{<%+§> /pge N pa)?

2) Ces bornes appartiennent-elles a I'ensenitite

1.10 Corrigé des exercices sur le Chapitre 1

Corrigé de I'exercice 1.1

1) SoitAl'assertion :Dans toutes les prisons, tous les détenus détestent togardisens
As’exprime a l'aide de 3 quantificateursSa négation s’exprime donc en remplacant ces
3 quantificateurs par 3 quantificatedrst en niant la conclusion. Cela donne :

nonA : Il existe des prisons dans lesquelles il y a des détenus meraibien certains
gardiens

2) Ecrivons cette assertion en termes mathématiques :
vYxe N, dye Ntelquevze N, z< x+V.
En renversant les quantificateurs et en niant la conclusaa,donne :
Ixe N, telquevy e N, 9ze Ntel quez > x+v.

On peut énoncer cette assertion ainsi : Il existe un entieirel tel que pour tout entier
naturely, il existe un entier naturatel quez > x+v.

L'assertion est fausse car= x+y-+ 1 ne peut en aucun cas étre strictement inférieur a
X+Y.

Vérifions que la négation de I'assertion est exacte : I'emtggurelx = O est bien tel que
pour tout entier natursf, z=y vérifiez > x+y.

Corrigé de I'exercice 1.2

On a 9 propositions :

A1 : André est dentiste

Ao : André est médecin

Az : André est pharmacien
B; : Bernard est dentiste

C3 : Claude est pharmacien
On doit trouver un triplef, Bj,Cy vrai aved, j,k tous trois distincts.

Les hypothéses s’expriment par les implications :
(|1) A2 = Bl, (|2) A1 = Bg, (|3) non Bz :>C1, (|4) C3 :>A1.
On va procéder par élimination sQr.
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-supposong vraie, alorsA; est vrai par(l4) et doncBs est vrai par(l,). Ce cas n’est pas
possible puisque les indices doivent étre distincts.

-supposong§, vraie, alorsB, n’est pas vraie puisque les indices doivent étre distiriits.
doncC; doit étre vraie, ce qui n’est pas possible.

-supposon£; vraie, alorsA; et By ne sont pas vraies puisque les indices doivent étre
distincts. Or siB; n’est pas vraieA, n'est pas vraie non plus par la contraposé¢lgde
Donc c’estAz qui est vraie et donc ausBp.

Le triplet gagnant est doncAs , B, , Ci, c'est-a-dire : André est pharmacien,
Bernard est médecin et Claude est dentiste.

Corrigé de I'exercice 1.3

Les relations logiques existant entre les assertions isi@saont :
nonA=E,nonB=F,A=D,B=C,
A etB sont incompatibles.

Corrigé de I'exercice 1.4

1) On procéde par récurrence :

-Pourn =0, on a bienRy) up < vp par hypothése.

-Supposons que, pour un certairE N, on ait(R,) u, < vy. Alors, d’apres la définition
deun 1, ON @ Uy < Upr1 < Vy et donc par définition de,, 1 et en utilisant I'inégalité
précédente, on a aussi, 1 < Vhi1 < Vp. On en déduit :

Un < UrH_l < VrH_l < Vn.

-On en déduit que l'inégalitéR, 1) est vraie. La récurrence est donc bien vérifiee et on
peut donc conclure quéR,) un < vy est vraie pour tout € N.

2) La démonstration précédente implique également que la (@i, est croissante et
majorée pab et que la suitév,)ncn est décroissante et minorée paOn en déduit que
les 2 suites convergent daRs

3) Supposons qu@in)nen tend verd et que(vy)nen tend verd’.
/

2

. Un+Vn. . g
Alors la relationup 1 = % implique en passant a la limite que- et donc que

=,
Corrigé de I'exercice 1.5

Soit f une fonction continue sur un intervalk b], dérivable suta, b[, ayant une dérivée
strictement positive en tout point.
SoitXg €]a,b[. Commef’(xp) > 0,0na:

= f )
X% (x0) >0

Donc, il existea > 0, avecxp+ a < b, tel que pour toux €]Xp, %o+ a|, f(x) — f(xg) > 0.
Soit E I'ensemble dex tels que cette inégalité ait lieu. Cet ensemble est non \ide e
majoré pam. Il admet donc une borne supériesre

Montrons par I'absurde qui(s) > f(Xp) :
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en effet sinon on auraif(s) < f(Xp) et par continuité def, il existeraitf3 > 0, avec
Xo < S— f3, tel que, pour touk €]s— B,s+ B[, f(s) < f(xg). Ce n'est pas possible car
tous lesx €]s— 8,5 ne seraient pas dans I'ensemBlest s ne serait donc pas la borne
supérieure d&.

Il y a donc contradiction et par suité(s) — f(xg) > 0.

Montrons par I'absurde que= b :

en effet si I'on avaits < b, commef’(s) > 0, en appliquant le raisonnement ci dessus,
il existeraity > 0, s+ y < b tel que pour touk €]s,s+ y[, f(x) — f(s) > 0, donc aussi
f(X) — f(Xp) > 0. sne serait donc pas la borne supérieur&de

Il'y a donc contradiction et par suige= b.

On en déduit donc que pour taut [Xo,b], f(X) > f(xg). Comme ceci est vrai pour tout
Xo €]a,b|, f est bien croissante sia, b| et donc aussi sug, b] par continuité de .

Corrigé de I'exercice 1.6

1) La borne inférieure de I'ensembbeest 0. En effet O est un minorant de I'ensenmiket

o : 2 1 1 1 1
pour toute > 0, il existe un entientel quen> —. Alors -+ —— < get—+——cA
£ n n+1 n n+1

- 3 3 .
La borne supérieure de I'ensemifieest . En effet,= est un majorant de I'ensemble

3 1 1 2 2
S=Z4+ZeA
ety=7+5¢

2) La borne inférieure d& n’est pas dan# et sa borne supérieure y est.






Chapitre 2
Suites et Series Numeériques

2.1 Suites numériques

On suppose quk est I'un des corp® ouC.

2.1.1 Définition. Une suite numériquésy)nen est une application A s, deN dansk.
2.1.2 Définition. On dit qu’une suite NUMEriquey, )nen est :

- majorée s'il existe Me R tel que, pour tout rE N, 5, < M,

- minorée s'il existe ne R tel que, pour tout rE N, 5, > m,
-bornée s'il existe A R tel que, pour tout re N, |s,| < A

Il est facile de voir qu’un suite est bornée si et seulemeelisiest majorée et minorée.
2.1.3 Définition. i) La suite numériqués,)ncy est convergente si :
dl e K tel queVe >0, INe Ntelquen>N= |5, — || < €.

i) Lavaleur | estappelé limite de la suitg,)nn €t on notdimp ;0 SH=1.
iif)  Sila suite(sh)nen NE converge pas, on dit qu’elle diverge.

En niant la propritété), une suitesy) e diverge si:
VI e K, Je >0telquevN € N, In> N tel que|s, — 1| > &.

Lorsque la suitgs,)neny CcONverge verd, on noteras, — | quandn — +o ou encore
|sh—1] — 0 quandn — +oo.

2.1.4 Proposition. Une suite numériqués,)nen convergente a au plus une limite

Démonstration.Suposons que la suife,)ncn SOit convergente et ait deux limitegt|’.
Alors, par définition, poug > 0 donné :

INeNtelquen>N=|s;— | <e&.

N’ e Ntelquen>N' = |s—I'| < e.

En appliquant ces propriétés paup sup{N,N’}, on obtient :
I=V]=[l—=sits—1'| < |l =sa| +[sn— 1] < 2¢.

Commes est quelconque, ceci implique biee=1" et la limite est unique. O
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2.1.5 Définition. On dit qu’une suite numeérique, )nen est de Cauchy si elle vérifie la
propriété :
Ve >0, 3N eNtelquep,q>N=[sp— 5| <&.

Rappelons quelques propriétés élémentaires des suitesrgentes ou de Cauchy :

2.1.6 Proposition. 1) Toute suite convergente ou de Cauchy est bornée.

2) Les suites obtenues en faisant la somme et le produit destétes convergentes
(respectivement de Cauchy) sont convergentes (respeentede Cauchy). Dans le cas
de suites convergentes les limites sont la somme et le prddsilimites des suites de
départ.

3) La suite obtenue en faisant le produit par un scalaire @'@suite convergente
(respectivement de Cauchy) est convergente (respectieteeCauchy). Dans le cas
d’'une suite convergente la limite est le produit de la lintde la suite de départ par
ce scalaire.

4) La suite obtenue en prenant le module dans le ca€ @& la valeur absolue
dans le cas d&, d’'une suite convergente (respectivement de Cauchy) esemente
(respectivement de Cauchy). Dans le cas d’'une suite coentgda limite est le module
ou la valeur absolue de la limite de la suite de départ .

5) Dans le cas d’'une suite a valeurs complexes, une suiteagermente (respec-
tivement de Cauchy) si et seulement si sa partie réelle eaggepmaginaire sont des
suites a valeurs réelles convergentes (respectivemenadeh@). Dans le cas d’une suite
convergente la limite de la partie réelle est la partie réefle la limite et de méme, la
limite de la partie imaginaire est la partie imaginaire delimite de la suite de départ.

6) Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration.Soit (sy)ney UNe suite convergente vdrsu de Cauchy.

Pour démontrer le poirit), on applique la définition de la convergence d’une suite ou de
la condition de Cauchy aver= 1. SoitN € N I'entier associé a cet.

Pourn > N, on peut écrire :

-sSi la suite(sh)nen €St convergente :

lsh—1] <1, soitencord —1<s,<I|+1.
-Si la suite(sh)nen est de Cauchy :
lsn—sn| <1, soitencore sy <5< 1+sy.

Ceci implique bien que la suites,)nen est bornée par sypo, S1, ..., SN, [ — 1, |1 + 1|}
dans le cas d’une suite convergente et pafsip, - .-, SN, |[Sv — 1], |sy + 1|} dans le cas
d’une suite de Cauchy.

Pour démonter le poirt) dans le cas de la somme de deux suites, on se donne une autre
suite(th)neny convergente verd ou de Cauchy et on utilise les inégalités :
-si les suites sont convergentes :

[(snttn) = (1 1) < |sn =]+ [ta —1'].
-Si les suites sont de Cauchy :

|(Sp+1tp) — (Sq+1q)| < |Sp—Sg| +[tp—tq]-
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Donc, poure > 0 donné, si on applique la définition de la convergence oundition de
€ . . .

Cauchy avecé pour chacune des suites, on obtient deux enkleesN’ tels que :

-pour des suites convergentes,

£ £
n>N=|[s,—I| géethN’:> lth—1| <>
qui impliquent
n>sup{N,N'} = |(sh+tn) — (1 +1")| <€

et entrainent la convergence de la suite sommelvets
-pour des suites de Cauchy,

P.g>N=[sp—5| < = etp,q> N'= [tp—tq <
qui impliquent
p,q > sup{N,N'} = ’(Sp+tp) - (SQ'HUI)’ <€

et entrainent la condition de Cauchy pour la suite somme.

Dans le cas du produit des 2 suites, on utilise les inégalités
-si les suites sont convergentes :

|sntn— 11" = [sn(ta —1") + 1 (sa=1)| < [sn] [tn = 1| + || |sn = 1.
-Si les suites sont de Cauchy :
|Sptp — Sota| = |Sp(tp —tq) +tq(Sp— Sa) | < [Sp| |tp —ta| + [ta| [Sp — g -

Comme on sait que dans les deux cas, les suites sont boraékkepM’ respectivement,
poure > 0 donné, sion applique la définition de la convergence oundition de Cauchy
avec% et N pour chacune des suites, on obtient deux enhleesN’ tels que :

-pour des suites convergentes,

/ /
n>N:>|sn—I\<—Metn>N = |tn—| ‘<2M”

qui impliquent
n>sup{N,N'} = |sitn— Il'| < ¢,
et entrainent la convergence de la suite produit #érs
-pour des suites de Cauchy,
/
P> N=|sp—gq <—Metp q>N'=|tp—tg| < 5 2M”
qui impliquent
p,q > sup{N,N'} = |spty — sqtq| < €,
et entrainent la condition de Cauchy pour la suite produit.

Pour démonter le poir}), on se donne un nombre réel ou compléxet on utilise les
inégalités :
-Si la suite est convergente :

A(sn—D)] < A]|sn—1].
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-si la suite est de Cauchy :

[A (50— Sa)| < [Al[8p— o]

SiA =0, il ny arien a démontrer. Supposons donez 0.

Poure > 0 donné, si on applique la définition de la convergence ourldition de Cauchy
£ . :
avecm, on obtient un entieN tel que :

-pour une suite convergente,

£
N>N=|sp—I] < ik
ce qui implique
N>N=[A(ss—1I)| <¢g,
et entraine la convergence de la syiA&,) e versal.
-pour une suite de Cauchy,

P,q> N = |sp—gq| S;

ce qui implique
p,q > N = ‘A<SP_SQ)’ <E,
et entraine la condition de Cauchy pour la sUi&,)nen.

Pour démonter le poit), on utilise les inégalités :
-si la suite est convergente :

[Isnl =[] < fsn =11
-si la suite est de Cauchy :
[Isp| = sal[ < |sp—sql-
Donc, poure > 0 donné, si on applique la définition de la convergence oundition de
Cauchy avee, on obtient un entieN tel que :
-pour une suite convergente,
n>N=|s—I| <¢,
qui implique
N>N=|ls| -l <e,
ce qui entraine la convergence de la sjg|)ney versl|.
-pour une suite de Cauchy,

P.a>N=|sp—5¢| <,

ce qui implique
n>N= [|sp| — [sof| <,

et entraine la condition de Cauchy pour la syj&g|)nen-

Pour démontrer le poirt), on remarque d’abord que comme la suite est la somme de

sa partie réelle et de sa partie imaginaire, le p)ritnplique immédiatement que, si la
partie imaginaire et la partie réelle sont des suites cgevees ou de Cauchy, il en est de
méme pour la suite elle-méme. Pour la réciproque, on utdsaégalités :

-si la suite est convergente :

|Uesy—Del| = [De(s—1)| < [sa—1f,
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[Omsy—Oml| = [Om(s— )| < [sa—1] .

-si la suite est de Cauchy :

|Oesp —Oesy| = [Je(sp—sq)| < [sp— o

|Omsp — Omsg| = [0m(sp — Sq)| < [sp—Sq -
Donc, poure > 0 donné, si on applique la définition de la convergence oundition de
Cauchy avee, on obtient un entieN tel que :

-pour une suite convergente,
n>N=|s—I| <¢,

ce qui implique
n>N = |Oes,—Uel| <¢,

et entraine la convergence de la syitees, )nen Vers|Cel|.
-pour une suite de Cauchy,

P.g>N=[sp—sgf <e,
ce qui implique
p,q> N = |Oesp— Desy| < ¢,

et entraine la condition de Cauchy pour la suifees,) -
On conclut de la méme fagon pour les parties imaginaires.

Pour démonter le poir@t), on utilise I'inégalité :

|sp—sa| = |(sp—1) = (sg— )| < [sp— 1] +[sq—1].
Donc si la suitgsy)nery €St convergente, de limite poure > 0 donné, en appliquant la
e £ . .
définition de la convergence avc—z\c on obtient un entieN tel que :

£
P.a>N=|sp—5q| < [sp— |+ 5~ 1] < t5=¢

N| ™

ce qui montre bien que la suife,)ncy €st de Cauchy. O

Les suites de réels, c'est-a-dire lorsdfie= R ont des propriétés particulieres que nous
allons étudier maintenant :

2.1.7 Théoreme.Théoreme de comparaison :

1) Soient(sh)nen €t (th)ney deux suites convergentes a valeurs réelles, de limite
respective s et t. Si pour toutaN, s, <tp, alors s<t.

2)  Soient(sh)nens (Sh)nen €t (th)nen trois suites a valeurs réelles, telles que pour
tout ne N, s, < t, < §,. Alors si les suite$sn)nen et (Sh)neny SONt convergentes et ont
méme limite s, la suitép)ncy CONvVerge aussi vers s.

Démonstration.1) On procéde par I'absurde : supposenst.

. s—t . . . .
On choisit 0< € < ——, ainsi les intervalleft — &,t + €] et|s— &, s+ €] sont disjoints.
Les conditions lim_. .« Sy=setlim,_ . ty=t entrainent qu’il exist®&l; € N etN, € N
tels quevn > Ny, s, €]s—€,s+ €[ etVn > Np, t, €]t — €, t + €].
PosondN = max{Ni,N,} et soitn un entier naturel tel que> N .
Alors, t, <t+¢& <s—¢€ < s, donc en particuliet, < s,, d’ou la contradiction.
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2) Soite > 0. Les conditions lim_. .« Sy = limp_1» S, = sentrainent I'existence d’en-
tiers natureldN; etN, tels que :

N>Ny = |sp—g <egetn>N, = |5,—s| <.
PosondN = max{N1, N}, alors poum > N, on peut écrire :

s—e<s<th<g <s+e.

La suite(tn)nery coOnverge bien vers
U

Remarque. 1) Le théoreme 2.1.7 reste vrai si les inégalités ne sont vpi&s
partir d’'un certian rang.

2) Méme si dans les inégalités du théoreme 2.1.7 1), on remjgac@égalités
larges par des inégalités strictes, la conclusion ne chpage’'est a-dire que I'inégalité

reste large s<t.

e . s .1 1
On le vérifie aisément en considérant par exemple les smltesz—n ettp, = .

Pour étudier une suite, on peut essayer d’utiliser ce thé®en comparant la suite donnée
a certaines suites particulieres que I'on connait. Voicixdexemples :

Suites géométriques s, = k"
Cette suite converge si et seulemerk si 1. Sa limiteest 0 sk < 1 et 1 sik = 1.

Suites puissancess, = n?
Cette suite converge si et seulementrst 0. Sa limite est 0 sir < 0 et 1 sia =0.

2.1.8 Proposition. Toute suite de réels, croissante et majorée ou décroisstmgnorée
converge.

Démonstration.Supposons par exemple la su{®)ncy Croissante et majorée. Alors,
pour toutn € N, s, < s,,1 et il existeM € R tel que pour touh € N, 5, < M.

La partie{sy,S1,.-..,5, ...} €st donc une partie majorée Beet par suite elle admet une
borne supérieurke

Par la proposition 1.8.2, pour toat> 0, il existe unN € N tel quel —e < sy <I.

Mais puisque la suite est croissante, pour toxtN, | — & < sy < s, <, ce quiimplique
que 0< | — s, < € et donc la suitésy) ey COnverge vers. O

2.1.9 Définition. On dit que les suites de rédlan)ncn et (bn)neny Sont adjacentes si :
1) (an)nen st croisssante
2) (bn)nen est décroisssante
3) Pourtoutne N, a, < b,
4) b,—a,—0quand n— o

2.1.10 Corollaire. Deux suites adjacentéan)ncn €t (bn)nen SONt toujours convergentes
et ont la méme limite.

Démonstration.La suite(an)nen €St croissante et majorée fgamyrdonc est convergente.
La suite(bn) ey €St décroissante et minorée pardonc est convergente. La conditidn
implique en passant a la limite quand- « que ces deux limites sont les méme. [
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Le résultat suivant contient a la fois la proprié)éle la proposition 2.1.6 et sa réciproque.
On I'écrit sous cette forme pour avoir un critére de convecge L'intérét d’un tel critére
est de pouvoir déterminer si une suite converge méme sangitansa limite.

2.1.11 Théoreme Critere de Cauchy.
La suite numériqués,)nen Vérifie la condition de Cauchy 2.1.5 si et seulement si elle
converge.

Démonstration.La proposition 2.1.6) montre que toute suite convergente est de Cauchy.

La démonstration de la réciproque repose sur les propdétebornes supérieure et infé-
rieure dans.

Supposons que la suite de Cauchy) <y Soit a valeurs réelles.

On pose, pour tout € N :

Un= {sp/p > n}.

La suite(Un)nery €St une suite décroissante d’ensembles non vides. D’aartrgopur tout
entiern, 'ensembldJ, est une partie bornée et non videRleCet ensemble admet donc
une borne supérieure et une borne inférieure, on pose :

a, = inf U, etb, = supUj.

On a ainsi défini deux suitésy)nen et (bn)nen qui Vérifient pour touh € N :
an < s < bn.

L'inclusion :Vn € N, U1 € U, entraine que :

an < ant1 < bnyr < bn.

La suite a(an)nen €St donc croissante, la suitbn)nen décroissante et on a, pour tout
neN,a, <bp.

On utilise alors la condition de Cauchy : seit- 0 doné. Il existe un entiéd tel que
P>N>N —= s1—e <y <s+¢&.
Donc poum > N,
Si—e<an<steets—e<by<s+¢€

ce qui implique X b, — a, < 2¢.

La suite(b, — an)nen converge vers 0. Les suitéan)nen et (bn)nery sont donc des suites
adjacentes. Elles ont alors une limite commune.

La double inégalité, < s, < b, entraine alors la convergence de la S(§gnc.

Si la suite est a valeurs complexes, on regarde séparémeattla réelle et la partie
imaginaire et on applique le poid) de la proposition 2.1.6.
O

n

. 1
2.1.12 Exemple. 1) Lasuiteg= Z 12 converge.
k=1

2) Lasuite §=Inndiverge.
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Pour montrer 1), on écrit, poyr>q:

0<sp—s5q= ZkZ ZkZ Z k2

On utilise I'inégalité vraie pouk > 2 :
1__ 1 11
k2~ k(k—1) k-1 k

et en reportant on obtient :

1 P 1 1 1 1
o<H w3 <) (&10)-a %

k=01 k=0

Comme ce dernier terme tend vers 0 quangitendent verst-o, on en déduit que la suite
(sh)nen €st de Cauchy donc convergente.
Pour montrer 2), on écrit, poyr>q:

0<sp—sg=Inp—-Ing= Ing.

En prenanp = 2q, on trouve

2
Ogszq—sqzlnaq =1In2,
ce qui montre que la suits,)ney N'est pas de Cauchy et donc est divergente.
Rappelons la définition d'une sous-suite :

2.1.13 Définition. Une suite(ty)nen €St une sous-suite de la suite numérigsgnen S'l
existe une application croissante pl — N telle quevn e N, th = sp,.

2.1.14 Exemple.La suite(a®") ey €St une sous-suite de la sui@) <y, avec p = 2n.
Les propriétés suivantes sont immédiates :

2.1.15 Proposition. 1) Toute sous-suite d’une suite convergente est convergént
a méme limite.

2) Toute sous-suite d’'une suite de Cauchy est de Cauchy.

3) Toute suite croissante possédant une sous-suite camtergst convergente.

Rappelons enfin le théoréme suivant :

2.1.16 Théoreme (Bolzano-Weierstrass)
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une soug somvergente.

Démonstration.On considére une suite born@g) e et on suppose que pour taug N,

: . .. at+b. a+b .
a< s, <b. L'un au moins des deux intervalles moitja, ; | et] ; ,b] contient une

infinité de valeurs de&,. On le note[as,b;| et on recommence le raisonnement avec cet
intervalle.
On définit par ce procédé une suite d’'intervalles embddés,| dont la longueur égale a

b—a g .
by, —a, = —n tend vers 0 quand — . On en déduit que les intervallés,, by ont un
seul point commuh qui est la limite commune des suites adjacefi®@$r et (bn)nen-
On construit ensuite une sous-sui$g, )nen de la suite(sy)ner telle que pour toun € N,

Sp, € [@n, bn]. Cette sous-suite converge vérs O
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Terminons ce paragraphe par un exemple :

2.1.17 Exemple.La suite des sommes de Cesaro d’une Sty est la suite(cn)nen,

définie par : ]
VneN, ¢, = Z'ZTls

Alors, si(sh)nen converge vers l(Cn)nery CONVerge aussi vers |. La réciproque est fausse.

Si la suite(sh)nen converge vers, pour toute > 0 il existeN € N tel que :

£
nZN:>|sn—I|§§.

Sin> N, on écrit
SN.S " SILNi1S

Cn:

n n
D'ou,sin>N:
N n —1 N+1 N e IN+1,
en—1] < ‘Z._ls‘wz._mﬂs ww i I‘ < F'—ls‘Jr +‘ ha ‘
n n n 3
N
1S N+1 o
Quandn — +oo, les deux termelfz':n154 t i || tendent vers 0 donc il existe deux
entiersN; et Ny tels que :
nz,\,l:,’z. 13’ <£
3
N 1 £
n>Np = ‘ i ‘ < 3

Finalement :
n>sup{N,N;,No} = |ch—I| <&,

et la suite(cy)nery CONverge bien vers
La réciproque de cette propriété est fausse : en effet, la @) telle que

VneN, s,=(-1)",

ne converge pas mais la suite de ses sommes de Cesaro corersre

2.2 Limites dansR

Dans cette partie, on considere des suites de réels et ot l@temtion de limite aux
valeurs infinies.

2.2.1 Définition. i) On définitR = RU {+o0w}U{—o}.
i)  On dit que la suite de réelgs,)nen CONVerge vers-o si

VA>0,dNeNtelquen>N=s,> A

On notelimp_ 1o Sy =+
iif)  On dit que la suite de réelss,)nen CONVerge vers-oo si

VA<O0,dNeNtelquen>N=s,<A.
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On notelimp_, 10 Sy = —
iv)  On dit que la suite de réels,)ney cOnverge dan® si elle converge danR ou
Vers-+o QU vers—oo,

Remarque. Ces définitions s’étendent au cas des suites a valeurfjarest-a-dire que
less, peuvent valoir-co et —co.

On obtient une extension de la proposition 2.1.8 et du tméer21.16 :

2.2.2 Proposition. 1) Toute suite monotone daRsou danﬁﬁ_converge dan®.
2) Toute suite de réels admet une sous-suite convergenseRdan

Démonstration. 1Placons-nous par exemple dans le cas croissant, le cass$acrtose
traite de la méme facon. Si une sufg)ncn €st croissante, ou bien elle est majorée et
donc converge d’apres la proposition 2.1.8, ou bien ellstiias majorée et alors, quelque
soitM € R, il existeN € N tel quesy > M. Mais comme la suite est croissante, pour tout
n> N, on ausss, > M, ce qui veut dire que la suite tend vefs.

2) De la méme fagon, si une suit&,)nen €St bornée, elle admet une sous-suite conver-
gente par le théoreme de Bolzano-Weierstrass 2.1.16.eSn'elt pas bornée, en suppo-
sant par exemple gu’elle n’est pas majorée, quelquenssiy, il existe un indicep, € N

tel quesy, > n. La sous-suitgsp, )nen CONverge vers-oo, O

Nous pouvons maintenant définir les notions de limite sepéei et de limite inférieure
d’une suite réelle :

Soit (sh)nen UNE suite de réels. Les suitess)nen et (Sy)nen définies respectivement pour
toutn € N dansR par :

S, =sup{sp| p>n} silasuite(sh)ney €St Mmajorée
=400 sinon

=inf {s >n sila suite(sh)ney €St minorée
! f{sp| p> I t c t
= —o00  Sinon

sont respectivement décroissante et croissante.

2.2.3 Definition. i)  On appelle limite supérieure et on noiensup, ., S la
limite dansR de la suite(s], ) nen- B
i) On appelle limite inférieure et on notéminf,_, ;. S la limite dansR de la

suite(sy)nen-

On remarquera que la limite supérieure et |a limite inféeeadiune suite de réels existent
toujours dan®R, méme si la suite n’est pas convergente dans
2.2.4 Exemple. ) limsup_ .. (—1)"=1 etliminfr_ o (—-1)" = —1.

. . nrt . Nt
i) limsupcos— =1 et liminf cos— = —1.
n— o0 3 N—+-00 3

Les propriétés suivantes sont des conséquences immeédidieséfinition 2.2.3 :
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2.2.5 Propriété. Soit(sh)nen UNe suite de réels.
i) On atoujours
limsup s, > liminfs,.

i) Onaaussi
limsup —s, = —liminfs, et liminf —s, = —limsups,.
N— 00 Nn—-+too Nn—-+oo N— 400

iii)  Sipourtout ne N, s, <tp,, alors

limsups, <limsupt, et liminf s, <liminf t,.
N— 00 N— o0 n—--o n—--o

En utilisant les définitions des bornes supérieure et iedfiée, définition 1.8.1, et les défi-
nitions des limites de suites, on peut caractériser legnstie limite supérieure et limite
inférieure par les propriétés suivantes :

2.2.6 Proposition. i) limsup,_,_, Sh= —o si et seulement si la suifen)ncr tend
vers—oo

i) limsup,_ o, S =+ si et seulement si pour toutAR, il existe une infinité
de valeurs de n telles qug & A.

i) | € R vérifie |=limsup,_, ., S si et seulement si pour toat> 0, il existe une
infinité de valeurs de n telles qug soit supérieur a |- € et pour toutes valeurs de n sauf
éventuellement un nombre finy, it inférieur a |+ €.

Démonstration. iest évident.

ii) Supposons que limsyp., ,, Sh = +. Alors, par définition, la suités;) e converge
vers+oo, c'est-a-dire que quel que sdit> 0, il existeN € N tel que

n>N = supsp > A
p=n

Donc pour touk > 0, il existep > n tel quesp, > A— €. En faisant tendre vers+-o, on
obtient bien une infinité de valeurs d&,)pcny Supérieures & — . CommeA et £ sont
arbitraires, ceci prouve bien le résultat.

Réciproquement si pour toAt> 0, il existe une infinité de valeurs ds,)ncn SUpérieures
aA, a partir d’'un certain rang, lesy sont donc supérieurs/et commeA est arbitraire,
ceci implique bien que la suif&],)hen CONverge vers-o.

iii) Supposons que limsyp_,, s, = 1. Alors, par définition, la suités, )y converge
versl, donc en particulier, que quel que soit- 0, il existeN € N tel que

£
n>N=supsp>1— .
p>n 2

Donc il existep > n tel ques, > | — €. En faisant tendre vers-+o, on obtient bien une
infinité de valeurs désp) ey SUpérieures b— €.
De plus, il existeM € N tel que

n>M = sups, <I|+e¢.
p>n

Ceci implique que toutes les valeurssieau dela deM sont inférieures a-+ €.
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Réciproquement si pour toat> 0, il existe une infinité de valeurs ds, )<y SUpérieures
al —¢g, a partir d’'un certain rang, lesj sont donc supérieursla- € et commee est arbi-
traire, ceci implique bien que la suit€,)cy converge vers une limite qui est supérieure
ou égale a.

De plus, si pour toutes les valeursmsauf éventuellement un nombre figj,est inférieur

al + ¢, a partir d’'un certain rangs, est inférieure d + € et donc la limite des), est
inférieure ou égale &+ . Commee est arbitraire, ceci implique bien que la limite de
(Sh)nen est inférieure & O

On a évidemment I'analogue de ces résultats pour les linmtéseures :

2.2.7 Proposition. i) liminfp_ 0 SH= 4o si et seulement si la suitg,)nen tend
Vers-+oo

i) liminfh_ 1w Sy = —oo Si et seulement si pour toutAR, il existe une infinité de
valeurs de n telles queg < A.

i) | €R vérifie |=Iliminf,_ .. S, Si et seulement si pour toat> 0, pour toutes
les valeurs de n sauf éventuellement un nombre firsp& supérieur a I € et il existe
une infinité de valeurs de n telles ques®it inférieur a I+ €.

De ces caractérisations, on peut encore déduire les réssiigants :

2.2.8 Corollaire. i) Soitl € R. La suite(sy)nen converge vers | si et seulement si

| =limsup s, =Iliminf s,.

n—-+oo N— 00

i) Soit L 'ensemble des limites des sous-suites de la $silgen. Alors :

limsups, e Letliminfs,eL,
n— -+ Nn— 4o

limsup s, =suplL et liminf s, =inf L.

n—--o0 N— oo
Démonstration. iSupposons que la suits,)ncry converge vers. Alors, pour tout > 0,
a partir d'un certain randyl € N, tous les termes de la suite sont plus grandslgue et
plus petits qué+ €. Donc la limite supérieure et la limite inférieure valénRéciproque-
ment, si la limite supérieure et la limite inférieure valénd partir d’'un certain rangy,
tous les termes de la suite sont plus grandslgue et plus petits qué-+ € donc la suite
converge vers.

i) Nous allons démontrer ces propriétés pour la limite supggides résultats analogues
s’en déduisant aisément pour la limite inférieure.

Soitl la limite supérieure de la suiie,)nen €t SOit(&n)neny UNE suite de nombres réels
positifs, tendant vers 0 quamd— oo, Par la proposition 2.2.6, pour tonte N, il existe
au moins un entiepn tel quel — &, < sp, <1+ &n. La sous-suitgsp, )ney converge donc
versl| etl € L.

De plus s'il existe une valeuf € L telle quel < I, alors il existe une sous-suif8y, )nen
/

qui converge verE. Poure < , Il existe un entieN tel que poun >N, s, > 1" —¢.
Donc il existe une infinité de valeurs dg qui sont supérieuresla+ €, ce qui contredit
les propriétés de la limite supérieure, voir propositich &.

On adonc bien limsyp, , ,, sh=supL. O
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2.3 Séries numeériques

On suppose qu& est I'un des corp® ouC.

2.3.1 Définition. i)  Une série numérique est un couple formé de deux suites nu-

mériques
{(Un)nen,  (Sn)nents

tellesquevne N, s, = Z}u.

i)  Pourtoutne N, u, s'appelle le terme général d’ordre n de la sérigs&ppelle
la somme partielle d’ordre n de la série.
Une série sera désigné par “la série de terme génépral u

i) La série somme de la série de terme générattide la série de terme général
v est la série de terme général, + v). Le produit de la série de terme généralpar
un scalaireA est la série de terme généralp,.

2.3.2 Définition. La série de terme généra}eonverge si la suités, )y converge et la
limite s de la suitdsy) e S'appelle la somme de la série de terme génégal u

Si la série de terme généra} wonverge, pour tout g N, r, = s— s, s'appelle le reste
d’ordre n de la série de terme général.u

On peut caractériser de plusieurs manieres la convergéunoe skrie :

2.3.3 Proposition. La série de terme généraj,eonverge et sa somme est s

siet seulementsive >0,IN e N, telquen>N=[s—5| < ¢
n
si et seulement sivVe > 0, IN € N, tel que N> N = |s— %ui <g€
i=

si et seulement sive > 0, N € N, tel que "> N = |r| < €.

(o]

2.3.4 Notations.Si s est la somme de la série de terme génésabn notes = Z}ui. Ce

n
symbole veut dires= rI]im u;. On a alors, pour toute N :
— 00

k 400
rh= lim Z}u, %u._ lim U = Z Uj.
k—too koo n+1 i=n+1

Remarque.La convergence d’'une série ne dépend pas des premiers ternete série :
on peut modifier un nombre fini de termes d’une série sans enaagqature. En revanche,
si la série converge, la valeur de sa somme dépend de togsnesstde la série.

En appliquant le critere de Cauchy pour les suites a la segesdmmes partielles d’'une
série numérique, on obtient le critere de Cauchy pour léesser

2.3.5 Théoreme.(Critere de Cauchy pour les séries)
Une série numérique de terme générglconverge si et seulement si

q
Zu. <eg
i=p

Ve>03INeNtelqueg>p>N=
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Démonstration.ll suffit de remarquer que pour> p,
q
> Ui =Sq—Sp-1,
i=p

et d’appliquer le critére de Cauchy pour les suites numésdul.11 a la suitésy)nen-
]

Le critere de Cauchy permet de démontrer une condition sacesde convergence des
séries numeriques :

2.3.6 Proposition. Si la série numérique, de terme générg) tonverge, alors la suite
numériqueUn)nen converge vers.
Cette condition nécessaire de convergence de la série pgsssuffisante.

Démonstration.Si la série de terme généng converge, elle vérifie le critére de Cauchy,
théoreme 2.3.5, c’est-a-dire :

ve>0,3NeNtelqueq>p>N=|sp—55| < €.
En particulier, poun—1> N, on a
|Sh—Sn-1] = |un| < €.

Ceci implique bien la convergence vers 0 de la suitgnen-

Pour montrer que cette condition n’est pas suffisante, fltslé considérer la série de
terme général

U= —.
"Th

- - 1.
La suite(un)neny converge vers 0 alors que la série de terme gérédiverge comme on
le verra a la proposition 2.4id) et aussi dans I'exemple 2.4.13. O

La proposition suivante est immédiate :

2.3.7 Proposition. Si deux séries de termes généraux respectiét w, sont convergentes
de sommes s e, la série somme de terme géné(aj, + v,) est convergente de somme
S+ 0o et la série produit par un scalaire de terme génékal, est convergente de somme
As.

L'étude des séries a termes positifs est plus facile que cls séries a termes quel-
conques, comme on le verra au paragraphe suivant. Gracedida wle convergence
absolue, on peut s’y ramener dans certains cas :

2.3.8 Définition. On dit qu’une série de terme généraleonverge absolument si la série
de terme générdly| converge.

Remarquons que la convergence et la convergence absohedenit dans le cas d’'une
série a termes positifs. Dans le cas général, on a :

2.3.9 Proposition. Si la série numérique de terme générglaonverge absolument, cette
Série converge.
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Démonstration.Si la série de terme générg converge absolument, le critére de Cauchy
(théoreme 2.3.5) appliqué a la série de terme géndyad’écrit :

q
Ve >0, INeNtelqueq>p>N,= Z|ui|§e.
i=p

Maison a :
q

q
ul| <y |u| <e.
i=p in
La série de terme génénaj vérifie donc le critere de Cauchy. Cette série est donc bien
convergente. ]

L . L . L (="
La réciproque de cette proposition est fausse : la serlerdmtgeneral(T) converge
comme on le verra dans le corollaire 2.5.2 alors gu’elle neveme pas absolument,

comme on I'a déja remarqué dans la proposition 2.3.6.

Remarque.Pour qu’une série de terme généugloit absolument convergente, il faut et
n

il suffit que la suite des sommes partielléiwi |> soit majoree.
= neN

En effet, pour qu'une série de terme généraboit absolument convergente, il faut et il
n
suffit que la suit Z) Ui soit convergente. Or cette suite est évidemment croissante
i= neN
et on peut donc appliquer les propositions 2.1.8 et 2.2.2ir qo’elle converge, il faut et
il suffit qu’elle soit majorée.

On a également les propriétés immédiates suivantes :

2.3.10 Proposition.Si deux séries de termes généraux respectié w, sont absolument
convergentes, la série somme de terme gérnéral v,) est absolument convergente et la
série produit par un scalaire de terme généhal, est absolument convergente pour tout
A ek

Grace a la notion de convergence absolue, on peut étudigrddaits de séries :

2.3.11 Définition. On considéere deux séries numériques de termes générawectésy,
et \,, . La série produit de ces deux séries est la série de terma@éné

n
Wn - Z Uan_p .
p=0

2.3.12 Théoreme.On considére une série numeérique de terme génégralbsolument
convergente et une série numeérique de terme géngranvergente. Alors la série pro-
duit, de terme général

n
Wn — Z Uanfp,
p=0

est convergente et sa somme est le produit des sommes destdeaxie départ.
Si de plus la série de terme généralest absolument convergente, la série produit est
absolument convergente.
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Démonstration.On définit les sommes partielles des séries par :

n n n
S = Z)Ui , On= Z)Vj , An= Zjlui\,
i= i= i=
n n k
2" 202, 2

0<i+J<n

Soients, 0, A, 1 les sommes correspondantes.
On veut montrer que la suit@lp),cy converge verso. Comme la SuiteShon)nen
converge verso, il suffit de montrer que la suites,on, — MNy)ney converge vers 0. Or :

n n

S$on—I, = Z) ZJUN] - Z UiVj = Z Y
i=0]j= 0<i+)<n n+1<1+j<2n

= UWVn +U2(Vn+Vn_1) + -+ Un(Vn+Vn_1+ - +V1).

M
SoitM > 0 tel quevn e N, Ay = Z)|u.| <Met|on| <+
Soite > 0 donné. Par hypothese, il exisige N tel que

&

n,m> ng= |G (o] <—etnm>n:>
, 1= 1o |n m| M 0 |An Am|_2|\/|

En coupant la somme ci-dessus en deux a I'indicen peut écrire :
$i0n—Mn = UVn+U2(Vn+Vn-1) +- - +Un(Vn +Vn1+ -+ V1)
=WVn+-- Uno(Vn+Vn 1+ +Vnho no+1>+"'+Un(Vn+Vn—1+"'+V1)
=U1(On— On_1) + -+ Uny(On — On—ny) + - - - Un(On — Op).
Donc,

|SnOn — M| < [|ug]|On — On_1| + [U2| |On — On—2| + - - - + [Uny| |On — On—ny| | +

[|Ung+1|[On — On—ng—1| + -+ |Un| |On — O0]] -
Or,sin>2ng,0ona:
vke {1,2,....10} , |On— Ot < —
2M’
et on a aussi

M
vke{no+1,....n}, |On— Onk| < [On|+|On- k|<2§:M~

£
N> 2ng = |Sh0n —Mp| < w[|U1‘+‘U2|+"'+‘Unou+M[An_Ano]

La série produit converge bien et sa somme est bien égalecauipdes sommes des
séries de termes généraux respectifst vy.
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Dans le cas ou la série de terme génggadst absolument convergente, on peut définir la
série de terme général :
n= il [Yj] -
W, > luil |uj|
0<i+)<n
C’est donc le produit des deux séries de termes générausatésgpu,| et |vy|. Ces deux
séries sont convergentes et aussi absolument convergrriges’elles sont a termes po-
sitifs. Par la démonstration précédente, c’est une séneergente. Or, on remarque que

VneN, 0< | < W
D’ou, si (M})neny dénote la suite des sommes partielles de la série de ternéeady@n,

on a aussi :
n
VneN, 0< Z)|Wn| <ny.
=

Comme ces deux suites sont croissantes et(fligncy €st convergente, la suite des
sommes partielles de la série de terme génjéralest convergente et la série produit est
bien absolument convergente. O

2.4 Séries a termes positifs

Dans le courant du paragraphe précédent, on a constatésgéziles a termes positifs ont
des propriétés particulieres. On va maintenant les étsg&ématiquement :

2.4.1 Proposition. Soit u, une série dont le terme géneéral est positif ou nul pour tout
n € N. Alors la suite des sommes partielles) <y est convergente daris.

Démonstration.La suite des sommes partielles )nen Verifie :

Sh—S—1=Un>0.
Cette suite est donc croissante et donc convergenteRlaasla proposition 2.2.2 [
Le résultat suivant est essentiel, c’est le théoreme de amigon :

2.4.2 Théoreme.On considere deux séries dont les termes généraakw sont positifs,
(ie. wyy > 0 et \y, > 0 pour tout ne N). Supposons que pour touBNN, on ait : t, < vp.
Alors si la série de terme généraf wonverge, la série de terme générglaonverge et si
la série de terme général,uiverge, la série de terme généraldiverge.

n
Z)vn. L’hypothése implique que :

n
Démonstration.Posons, = Z)un eto, =
i= i=

vneN, 0<s,<0p.

Si la série de terme généngl converge, la suitéoy ),y converge donc est bornée. La
suite (sh)nen €St donc aussi bornée et comme elle est croissante, ellergenpar la
Proposition 2.1.8, ce qui veut bien dire que la série de teg@meralu, converge.

La deuxiéme propriété est la contraposée de la premiereakinaie également. [



28 Chapitre 2. Suites et Séries Numeériques

Remarque.Ce résultat reste vrai si I'inégalitg < v, n’est vraie qu’a partir d’'un certain
rangng. C’est une conséquence de la remarque signalant que largenee d’'une série
ne dépend pas des premiers termes de cette série.

Nous allons étudier des séries particuliéres, les sérieméiiques, qui nous donneront
une échelle de comparaison.

2.4.3 Proposition. Soit ar € K non nuls. Pour tout e N, on définit i = ar". Alors, la
série de terme générahconverge si et seulement|sj < 1.

Démonstration.On écrit

1—rnt+l

sir#1 sy=a(l+r+---+r"=a T

sir=1 ,sy=a(n+1).
_rn+1

La suite(a(n+1 —
( (n+ >) 1-—r

Ir| < 1.

La série de terme généna| converge donc bien si et seulemenirsik 1 et sa somme est

a
égale a——. O
g 1-—r

neN

diverge et la suite(a ) converge si et seulement si
neN

En utilisant ce résultat, on obtient deux tests :

2.4.4 Proposition. Test de Cauchy.
On considére une série a termes positifsRosons k= limsug,.y (un)¥". Alors :
i) | <1=lasérie de terme générahuonverge
i) | >1= lasérie de terme générahuliverge
iii) | =21onne peut pas conclure.

Démonstration. iSupposons < 1. On choisitr €]I,1[. D’apreés la proposition 2.2.i@),

il existeN € N tel quen > N = (un)l/” < r ou encoreu, < rn".

On peut donc appliquer le théoreme de comparaison 2.4.stp@sition 2.4.3 : la série
de terme général, converge.

ii) Supposong > 1. On choisitr €]1,1[. D’aprés la proposition 2.2.@), il existe une
infinité de valeurs de tels que(un)¥" > r.

Ceci implique que la suitéu,)neny Ne tend pas vers 0 et par la proposition 2.3.6, la série
de terme général, diverge.

- -y 1.1 ,

iii) Supposons= 1. Les deux séries de termes généraux resperfl:tﬂlsr? vérifient cette
condition.

Or la premiere diverge, car

n1 Q1 2” 1 1. n 1
Z) % In+l| T n+1 2n~2n 2’

et la série de terme generﬁllne vérifie pas la condition de Cauchy (théoreme 2.3.5).
En revanche, la seconde converge car on peut écrire, conmed’'egemple 2.1.12 :

0< 1< !
—n? - nin-1)
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- oo 1
La série de terme genern n 1) converge caron a .

21 AT

Le théoreme de comparaison 2.4.2 permet donc de concluie géde de terme général

1
—3 converge. O

Dans le cas ou la série de terme génékalérifie lei) du test de Cauchy, on a une
majoration du reste, :

2.4.5 Corollaire. On considére une série a termes positifs/arifiant :

Sl

limsup(up)n < 1

n—oo

1
n

et soit r tel qudimsup, ., (un)n <r < 1. Alors le reste d’ordre n de cette série vérifie a

partir d'un certain rang :
00 rn+1
< Y rP=

i=n+1

1-r’
o - L. 1
2.4.6 Exemple.Majoration du reste de la série de terme gener@huﬁ.

Cette série vérifie lim SL(pn)l/n = 0. Dans ce cas, on peut améliorer I'estimation précé-

. 1 N : L
dente. En effet pour>n+1, on au; = i < D’ou par comparaison avec la série

(n+1)
1
éométrique de raisop— :
g d n+1
- 1 1 1 1

Pourn = 4, on obtient r, < 4.10°4.

2.4.7 Proposition. Test de d’Alembert.
On considére une série a termes strictement positifs u

. . Un+1 L, . L,
) limsup—= < 1= la série de terme générahwonverge
N—oo Un
.. .. U , . , . .
i) liminf | >1= lasérie de terme générahuliverge
Nn—oo n
.. .u . u
i) liminf —* < 1 < limsup— on ne peut pas conclure.
n—co  Unp n—oo n

, . : . u .
Démonstration. iSupposons que lim su18Ll < 1 etsoitr € R tel que

n—oo n

. u
limsup—2 < r < 1.

n—o  Un

Alors la proposition 2.2.6 implique gu’il existe € N tel que

Un+1

n>N=
Un

<r
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D'ou, en itérant :

n+1-—N

— rn+l(u_N).

N >N = Unig < Unr By

u , L -y ,
Le terme—s ne dépend pas deet la série de terme généréi-! converge puisque< 1,

(proposition 2.4.3). Le théoreme de comparaison 2.4.2igquplque la série de terme
généralu, converge.

i) Supposons quenlimi$ > 1 et soitr € R tel que
—> 00 n

. . Unpt1
liminf -

n—oo un

>r> 1

Alors la proposition 2.2.7 implique gu'il existe € N tel que

Un+1
Un

n>N= >r.

Ceci implique que la suite des termes génér@um,cn ne tend pas vers 0. La série de
terme général, ne peut donc pas converger d’aprées la proposition 2.3.6.

i) Les deux séries de termes généraux respeﬁtm = vérifient cette condition car

. Une1
lim ==

= 1. Or on a vu dans la proposition 2.4.4 que la premiere divetggue la
n
seconde converge. O

Dans le cas ou la série de terme géngpalérifie lei) du test de d’Alembert, on a égale-
ment une majoration du restg:

2.4.8 Corollaire. On considére une série a termes positifsarifiant :

Un+1

limsup <1
n—o  Un
et soit r tel qudimsup EH < r < 1. Alors son reste d’ordre n vérifie a partir d'un certain
N—oo n
rang N :
+oo n+1
UN UN. T
Irl < (1) P = (=) .

1 1 1 1
2.4.9 Exemple.Calcul approchédee 1+ — + — 4+ —+---+ o +--

11 21 3!
1 u 1 . u
On poseu, = — et on a :——+ = ——__ Donc lim—1 = 0 et dans ce cas, on peut
n! Un n+1 Un
. . . . . Unyi i
améliorer I'estimation précédente. En effet, porrl, on écrit :—— < ( )'~Letpar

Upa — n+1

comparaison avec la série géeometrique de raﬁsﬂ .

L G PR S
n+1 (n+1)i-1

[o0]
n :.Z
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En prenanh = 10, on obtient

2,7182818% e< 2,71828183

Remarque.On verra dans le chapitre 5 sur les séries entieres, cosbal.8, que si la
.. . u . — .. .1 . .
limite de la suite " existe dan® et vautl , alors la limite de la swtan/” existe aussi et

Un
vautl. On en déduit que le test de Cauchy (proposition 2.4.4) egéraral plus efficace
gue le test de d’Alembert (proposition 2.4.7) : théoriquemé suffit de tester la suite

, . . . {u
(uﬁ/”)neN. Cependant, en pratique, il est souvent plus facile dertkaswlte( DH) .
N/ neN

Montrons par un contre-exemple que la réciproque de cettprigté est fausse : soit

a>0,a#1.

La suite définie pour toup € N paruyp = Upp1 = aP vérifie Iirp u%/” = /aalors que
N— 00

Unt1

la suite n'a pas de limite quand — +oo.

Un

2.4.10 Proposition.Comparaison avec une intégrale.

Soit f une fonction définie sk, positive et décroissante, telle glie;_. ., f(t) = 0.

Soit t, = f(n) pour tout ne N.

Alors la série de terme général,iconverge si et seulement si la suite des intégrales

n
(/ f(t) dt) converge quand n tend vetsx.
0 neN
Démonstration.Puisquef est décroissante :
teli—-Lij=u="Ff(i)<ft) ette|i,i+1 =u="f()> f(t).

Donc aussi :

i i i+1 i+1
ui:/ uidtg/ F(t)dt et ui:/ uidtz/ F(t)dt.
i—1 i—1 i i

Si (sh)nen €st la suite des sommes partielles de la série de terme gépé@n peut

écrire : . . o
| n
S—S=Su="Y f(i)< / f(t)dt:/ £(t)dt.
i; | i; i; i-1 0
De la méme fagon, on a aussi :
n+1

sn:iiui :iif(i) zii/imf(t)dt:/o F(t)dt.

On a donc la double inégalité :

n+1 n
/ Ft)dt< s, §50+/ F(t)dt.
0 0
Comme ces suites sont croissantes, ces deux inégalitégeptogue la Suitgsy)neny
n
converge si et seulement si la suite des intégr{l%s f(t)dt admet une limite
0

neN
guandn — +oo, O
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Remarque.Cette proposition est encore vraie si I'intervalle d'ing#gpn [0, +oo[ est rem-
placé par un intervallg, o[, aveca > 0. Il suffit alors de considérer la série & partir du
rangng tel queng > a.

Sous les hypothéses de la proposition 2.4.10 et si la séneeage, ces inégalités im-
pliquent un encadrement du reste :

(o]

2.4.11 Corollaire. Sous les hypotheses de la proposition 2.4.10, le reste rz Uj
i=n+1
vérifie la double inégalité :

/ mwmgmg/’mwm
n+1 n

. .1
2.4.12 Exemple.Valeur approchée de la somme de la série de terme geﬁgral

Cette série vérifie les hypothéses de la proposition 2.&£a(@osantf (t) = 2 pour tout

L L . 1
t > 0, on va approcher par défaut la somsrde la série de terme génétgl= f(n) = =

2
par: n

(o]

00 n (<)
Si=5S+ f(t)dtzzlf(i)Jr f(t)dt=s—rn+ f(t)dt.
n+1 i= n+1 n+1

D’apres le corollaire 2.4.11, cette valeur approchée eerifi

Ogs—s’h:rn—/

n+1

00

n+1

momg/ F(t)dt.

n
Dans le cas de la série de terme géner’]lLEalpourn =10, on obtient :

111 1
dt=

0<s—5p< / — —
- S10< 10 t2 110
: L 1 % 3
On verra au chapitre 6 que la série de terme genr%rai pour somme—. Le résultat
précédent donne donc une valeur approchée de ce nombrersvestimation de I'erreur.

La proposition 2.4.10 va permettre d’'étoffer I'échelle denparaison des série a termes
positifs :
2.4.13 Exemple.Les séries de Riemann.
: 1 - - ,

Soienta >0et y, = v pour n> 1. La série de terme généraj gonverge si et seulement
sia > 1.
On compare la suite des sommes partielles de la série de ¢gméealu, a I'intégrale sur

. . 1
I'intervalle [1,n] de la fonctionfy (t) = @
Or on peut calculer cette intégrale :

/W(Um —/mlm— L m-e_1ysia£1
1 ¢ it 1-—a

=Innsia=1.

Cette suite d’'intégrales converge si et seulemeatsil.
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2.4.14 Exemple.Les séries de Bertrand.

1
n(Inn)@

Soienta >0 et uy, = pour n> 1. La série de terme général wonverge si et

seulement sir > 1.

De la méme fagon, on compare la suite des sommes partiellasége de terme général
up & l'intégrale sur l'intervalld2, n] de la fonctiongg (t) =

t(Int)a’
On peut calculer cette intégrale :

’ 1 —a —an
/zg“( /tlnt =5 (N7 —(In2)" %) sia #1

InInn InIn2) sia=1.

Cette suite d’'intégrales converge si et seulemeat:sil.

2.4.15 Définition. On dit que les suite$un)nen €t (Vn)neny SONt €quivalentes lorsque
n— 4o Si
Ve >0, IN €N, tel quen > N = |uy — V| < evp.

2.4.16 Proposition. Test des équivalents.

On considére deux séries a termes positifs, de termes génspectis pet \i.

Alors, si les suiteSun)nen €t (Vn)nen SONt équivalentes lorsque A +o, les séries
de termes généraux respectifs et \, ont méme nature : la série de terme générgl u
converge si et seulement si la série de terme géngredbrverge.

Démonstration.Soite > 0 fixé. Si les suite$un)nen €t (Vn)nen SONt équivalentes lorsque
n— +oo, il existeN > 0O tel que :

N>N= (1—&)vyp<up < (14 &)y

On applique le théoreme de comparaison des séries a tersitifspgh4.2 deux fois :

si la série de terme généngl converge la série de terme génaratonverge et si la série
de terme général, converge, la série de terme généfatonverge.

Ces deux séries ont bien méme nature. O

2.4.17 Exemple.On considére les séries a termes positfetv, telles que

1
nn>

1 1—cog
U = In(14 ) etvy = n
n=Inl+75) etvn sini

pour tout ne N*. Alors la série de terme généraj aonverge et la série de terme général
Vi, diverge.

Pour la série de terme génétgl on remarque que la fonctiohdéfinie pour tout € R}

1 L - . , e 1
par f(t) =In(1+ t_2> est équivalente au voisinage deo a la fonction définie Pag; et
on applique la proposition 2.4.16 et 'exemple 2.4.13.

Pour la série de terme généxal| on écrit que la fonctiolgy définie pour tout € R} par

(t) = L COS(“/W) est équivalente au voisinage éeo a la fonction définie pa 1
o(t) = ———3 q g Pabtint

et on applique la proposition 2.4.16 et I'exemple 2.4.14.



34 Chapitre 2. Suites et Séries Numeériques

2.5 Séries a termes quelconques

On a déja vu la notion de série absolument convergente € 2t3n a démontré qu’une

série absolument convergente est convergente, propo&itso9. On va maintenant étu-

dier quelques cas patrticuliers de séries non absolumenégentes, qui cependant sont
convergentes.

2.5.1 Théoreme.Théoreme d’Abel.
On considére une série de terme généralalle que pour tout rE N, uy = apby, avec :
i) lasuite (An)nen telle que pour tout rE N, Ay = S a est bornée.
i) la suite (bn)nen €st décroissante.
i) limp.ieby,=0
Alors la série de terme généraj) gonverge.

Démonstration.On applique le critere de Cauchy (2.3.5) a la série de termérgtu,
en écrivant, sq> p:

q
Sg—Sp-1 Zun—zanbn—ZAn An-1)by
—ZAnbn ZAnflbn
=p
g-1

= Agbg — Ap_1bp+ Z An(bn—bny1).
i=p

Dol :

q g-1
o= |5 ] < Al a5 A ),
n=p n=p

Or par hypothése, il existd > 0 telle que pour touk € N, |Ay| < M.
Donc

[Sa—sp-1| = < M(bp +bq) +M(bp —bg) = 2Mbp,.

q
2 Un
H=p

Ce dernier terme tend vers 0 par hypothése. La $silg.y est de Cauchy, donc conver-
gente et par suite, la série de terme géné{ast convergente. O

Comme application de ce théoreme, ona:

2.5.2 Corollaire. Séries alternées.

On considére une série de terme génératalle que pour tout rE N, u, = (—1)"b, ou
(bn)nen €St une suite positive décroissante, tendant vers 0. Adaérie de terme général
un converge.

En fait dans le cas des séries alternées, on a de plescadrement de la sommeEn
effet, si(sn)nen €St la suite des sommes partielles, on peut écrire : pounteuy,

2n 2n+2
Son— Sont2 = Z)Un - Z} Un = —Uzny2 — Uznt1 = Bony1 —bon2 > 0.
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La suite(spn)nery €St donc décroissante.
De la méme fagon, on a:

2n+3 2n+1
N3 — Sontl = Z) Un — % Un = Ugn4+3 + U2ni2 = —boni3 +bong2 > 0.
= =

La suite(spn+1)nen €St donc croissante.
Par le méme calcul, on a aussi :

Son+1—Sn = Uzni1 = —b2ny1 <0.
Ces inégalites se résument en :

Vne N, o1 < Soni3 < Sont2 < S

Comme la suitgsy)neny CcONverge, les suiteSsyn)nen €t (Sonr1)nen, SOus-suites de la
précédente, convergent vers la méme limite. Ce sont donc slétes adjacentes. Leur
limite communes qui par définition est la somme de la série de terme géngnaérifie
alors :

VNeN, i1 <s< .

On a aussi uneajoration du reste d’une série alternée. En effet, on peut écrire :

0 >ron=5—Sn>Sn+1—Sn = Un+1
0 <ront1=S—Sn+1 < Sont2 — Sont1 = Uongo.

Donc
[Fon| < [Uoni1| €t |ronta]| < |Uzniz|-

Par suite :
vne N, [ry| < |ungqf.

- , L, (=N . .
2.5.3 Exemple.La série de terme generéln—) converge, bien qu’elle ne soit pas ab-
solument convergente.

2.5.4 Définition. On rappelle qu’'un anglé est congru a un angle modulo2rt et on
note@ = a [21] si 6 = a + 2k ou k est un entier relatif.

2.5.5 Corollaire. Séries trigonometriques.
Soit u, la série de terme générahu= b,e"?, ou (bn)nen €St une suite positive décrois-
sante, tendant ve@et 6 # 0 [271). Alors la série de terme généraj aonverge.

Démonstration.ll suffit de vérifier la condition) du théoréme d’Abel 2.5.1 :

A iéke 11— g% Osinn+1)§
o 1—éb d% sing
On en déduit que :
1
An| < 57
sing|

Le théoréme 2.5.1 montre alors que la série de terme géngrahverge. O
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On peut remarquer que 8i= 11 (277, on retrouve les séries alternées du corollaire 2.5.2
et que cette démonstration ne s’applique pas au c#s-el (277 : dans ce casy, = b,
et la série de terme générgl n’est pas forcément convergente.

. (="
2.5.6 Exemple.Valeur approchée de la somme de la série de terme geéne;%#.

Cette série est une série alternée et donc le reste denr@stgmajoreé par—_-. Pour

(n+1)

e, 1
n= 10, on trouve donc une erreur mfeneur&.

_1\n )
On verra au chapitre 6 que la série de terme géngéi;élL a pour somme—l—z. Ce
résultat donne donc un encadrement de ce nombre avec umatst de I'erreur.

Une technique trés utilisée pour les séries a termes quiglesmpour lesquelles les résul-
tats précédents ne s’appliquent pas est 'utilisation dléweloppement limité du terme
général. Expliquons cette méthode sur deux exemples :

(=1)"

2.5.7Exemple. 1) Lasérie determe générﬁlw converge
. . ., (=" .
2) Lasérie de terme général———— diverge.
) e (—n Ve

Notation de Landau: on dit qu’une fonctionf est unO(hK) au voisinage de 0 s'il existe
C1 > 0 etCy > O tels que, au voisinage de 0, on ait :

Ci|h[* < |f(h)| < Cz|n[.
On utilise un développement limité de la fonctidin+ x) % au voisinage de O :
(1+x)"1=1-x+00(3).

. L. ., (=1)N
1) On écrit, pour la série de terme gene#agiL :

n+(=1)n
(=1)" =" o =Yty (=° (=1)" 1
n+(—-L"  n (1+ n )= n <1 n +O<?)>
—1n 1 1
:(n)‘ﬁ+qﬁ>

L N L - . L (="
Cette série apparait donc comme la somme de 3 séries : lalséeeme generaﬁn—)
converge par le théoréme d'Abel, et les deux série de terresrgux respectlfﬁi et

1 - (=" :
O(@), sont absolument convergentes, donc la série de termeaj;en% est bien

convergente.
L . (=" R
2) Pour la série de terme géné ol le méme calcul donne :
1" - 1 1
A DL SPVE Y
VAE(-Dn T JA n

n
Les séries de termes généraux respeéﬂjpr etO( 3/2 ) sont convergentes mais la série

) —1)" .
de terme énéra& diverge. Donc la série de terme géné ( diverge.
g i iverg [ g S iverg
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2.6 Opérations sur les séries

2.6.1 Définition. Commutation des termes

On dira qu’'une série de terme généra] ast commutativement convergente si quelque
soit la permutationo de N, la série de terme general,, est convergente et a méme
somme que la série de terme général u

Notons gqu’une série commutativement convergente est saicesient convergente, en
prenant poup la permutation identité.

2.6.2 Théoreme.Convergence commutative.

i) Une série est absolument convergente si et seulemenesestl commutative-
ment convergente.

i)  Siune série de terme générg| ast convergente et non absolument convergente,
pour tout | € R, il existe une permutatioa deN telle que la série de terme généray )
converge et a pour somme |.

Démonstration. iOn considére une série de terme génggalbsolument convergente et

une permutatiow deN.
+o00

Posonsvl = Zo|un| et pour toun € N, m(n) = sup{o (k) | 0 < k < n}.
e

Pour toutn € I_\I, ona:

n m(n)
u < U <M.
kZO} o] k;)| K|

La suite croissante des sommes partielles de la série de mﬁnéral{ ua(n)} est bornée
donc convergente. La série de terme géngggl) est absolument convergente donc aussi
convergente par la proposition 2.3.9.

De pluson a
—+00 —+00

k;!Ua(k)\ < I(;)|Uk|-

En inversant les roles des séries de termes générgetd, ), Ce qui revient a considérer
la permutatioro ! deN, on obtient aussi

—+00 —+00
Z)\Uk\ < Z)!Uo(k)\ ,
k= k=

d’ou I'égalité des sommes des modules des deux séries.
Il reste a montrer I'égalité des sommes des séries ellesemém
Soit
Ap={p=0,p<m(n) | p#{0(0),0(1),....,0(n)}}.
On peut écrire :

< D>

ke,

Orona:
m(n) n

Z || = Z || — Z ‘Ua(k)’7

kel k=0 k=0
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qui tend vers 0 quand n tend verso d’apres le raisonnement précédent.
On peut donc bien conclure que la limite des sommes pagidéde deux séries de termes
générawu, etus ) estla méme, c'est-a-dire que ces series ont méme somme.

Réciproguement, par contraposée, il faudrait montrermgisérie qui n’est pas absolu-
ment convergente, n’est pas commutativement convergsotes admettrons ce résultat
dans toute sa généralite.

. - - . (="
Par contre, nous allons présenter ici le cas de la série m\e@enera%.
De la méme facon, nous ne démontrerons pas la propiiet®us étudierons seulement

_ n
le cas de la série de terme génégﬁarl]ll.

Précisément, nous allons montrer que quel quel $oRR il existe une permutatioa des
termes de cette série telle que la somme de la série permuitégale d. Ceci prouvera,
dans le cas particulier de cette série, a la fois la récipralgua propriété et la propriété

ii).
Supposons pour fixer les idées que R, | > 0, les autres cas étant analogues. On va
définir la série de terme génemal= U, de la fagon suivante :

Vo=Up, Vi =U2,... Vny = Uzn,,

ou ng est le premier entier tel que

Vo+V1+- + Vg1 < < Vo4 Vi 4+ 4 Vpg—1 + Vig-

Vn0+1 =Uuz, Vn0+2 =Uusz,... Vn0+n’l = u2nﬁ_—17

oun; estle premier entier tel que
Vot+Vit- + Vg ST <Vo+Vit- 4 Vom 1.

On posen = np+ N et on définit

an—i-l = U2n0+27 ceee

On continue ainsi en additionnant des termes de rang paic(plasitifs) jusqu’a ce que la
somme dépasdeuis des termes de rang impair (donc négatifs) jusqu’a céegs@Emme
redevienne plus petite quie

Soit (SH)nen la suite des sommes partielles de la série de terme général

On remarque que
Nop <K< Ngpi1—1=|S—I] < uzn,,

Nopy1 < k < Nopr2—1= IS —1] < U2n/2p+l.

Par construction, les sommes partiel{8)n de la série de terme générgl obtenue
par cette permutation des termes de la série de terme gépénati la propriété suivante :

La sous-suitgS,, ) pen €St décroissante et supérieure a
La sous-suitéS,,, ) pery €St Croissante et inférieurd a
La suite(Sy)nen tend vers | quand — +-oo.

On en déduit que la série de terme génesabtenue par cette permutation des termes de
la série de terme généna| converge et a pour somnhe O
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2.6.3 Définition. Séries de paquets
On dit que la série de terme générg| st une série de paquets de la série de terme
général y, s'il existe une suite strictement croissante d’entigyig)ncn, telle que

Pn
Vn - Un.
kK=pn-1+1

2.6.4 Théoreme.Sommation par paquets.
Si la série de terme général, .converge, toute série de paquets de terme géngral v
converge et a méme somme que la série de terme général u

Démonstration.On considéere une série de terme génaxatonvergente et une série de
paquets de terme généxal définis en 2.6.3.

Posons
n n
Sh= Zoun eto, = Z)vn.
k= k=

Par construction, la suiteg,)nen €St une sous-suite de la suf®)nen. Précisément on
a:
Gn - Spn

Comme toute sous-suite d’une suite convergente convergéanméme limite, la série de
terme général, converge bien et a méme somme que la série de terme gépéral [

Dans le cas des séries a termes positifs, on a égalemenigeoge de cette propriété :

2.6.5 Proposition. i) Sila série de terme général,lest a termes positifs, la
convergence d’'une série de paquets de terme géngrahplique la convergence de la
série de terme généralwers la méme somme.

i) En général, la convergence d’'une série de paquets nigugl pas la conver-
gence de la série de terme générgl u

Démonstration. i)5i la série de terme général, est a termes positifs, avec les notations
du théoreme 2.6.4, les suités)nen €t (0n)nen SONt toutes les deux croissantes.
(On)nen €tant une sous-suite ds,)nen, Si elle converge toute la suite converge aussi.

i) Soitk € N* un entier fixé. Pour tout € N, on pose :

On définit une suite croissante d’entiers pap = kn+k.
La suite de terme génér@al,)neny Ne converge pas vers 0 donc la série de terme général
Un ne converge pas (proposition 2.3.6).
Cependant, la série de paquets de terme géngrdéfinie par
Pn 2jm
Vh = ek
j=pn-1+1

Y

est évidemment convergente car c’est la série nulle (Onetkppgue la somme dds
racinesk®™M€de l'unité est nulle). O
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2.7 Exercices sur le chapitre 2

2.1 Exercice. Soient(sh)nen €t (th)nen les suites définies pouwr> 2 par :

_1 1 1 . 1
Sh= —i—ﬂ—i-"'-i—ﬁ, n—Sn—l-H.

1) Montrer que les suite)nen €t (th)neny SONt adjacentes.
2) En déduire qu’elles convergent vers une méme limite
3) Montrer par I'absurde quen’est pas rationnel.

2.2 Exercice.N étant un entier naturel fixé, sdin )y la suite définie par :

—1)k —1)k
S=s1=-==0, 52k=1+% , 52k+l:2+< k)
1) Trouver des équivalents des suiths= SUR>nSh ets; = infp>n Sy au voisinage de-co.

2) En déduire les limites supérieures et inférieure$sigc .

pour X > N.

2.3 Exercice. Soit (Sh)ney UNe suite réelle bornée. On définit :
=sups,, si = inf s,.
S SupS: s = inf s

On définit également la somme de Cesaro de la $stilgry par

1 n
Ch=— i .
n ni;)SI

1) Montrer que, pour tout,N € N avecn > N, on a:

1N ( N) 1N N
-y s+ {1-— #QHSCnS—ZﬁJr 1-— ) s
ni; n n.& n

2) En faisant tendre vers—+o, en déduire que :

Su41 < liminf e < limsupo, < si;1.
—+00 Kk— 400

3) En déduire que :

liminf g < liminf ¢y < limsupck < limsupsy.
k—+400 k— 400 K— o0 K—>4-00

4) A l'aide de la questiorB), retrouver le résultat suivant : si une suite converge vees u
limite I, alors la suite de ses sommes de Cesaro converge auski vers

2.4 Exercice.On étudie la suitécosn)pcn.

1) Montrer que quel que sdkte N, k > 1, il existe un entieny tel que

m

7

2) Montrer gu'il existe une constante> 0 telle que la suitécosn)ken SOit minorée par

cette constante
3) En déduire que la suitEosn)nn ne tend pas vers 0 lorsque— +oo.

(%—D§§W§BMJ)
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2.5 Exercice.On considére la série de terme général

cosn

Uup = ———
"7 ha 4+ cosn’

ou a est un paramétre réel.

a) Sia > 1, montrer que la série converge absolument.
1 L.
b) Si 5 < a <1, montrer que la série converge.

c)Sia= > montrer que la série diverge. (on utilisera I'exercice 2.4

, - " -1n
2.6 Exercice. Montrer que la série de terme généugal= ( n2> converge. On appelle
(-1)’

i2

n
Sla somme de cette série, & = Zl la somme partielle d’ordra. Trouver une
i=

valeur explicite den telle que

1
I&—ﬂsﬂﬁ

2.7 Exercice.Soit 0< a< 1.
a) Calculer I'intégrale / av*dx pour toutn > 1.
1

n
b) Calculer la Iim(/ a\ﬁ‘dx)
1

n—oo

c) Etudier la nature de la série de terme génaval

2.8 Exercice.On considére la série de terme général :

J |n (nCOSH)
=
VN
a) Etudier la monotonie de la fonctioh:]0,o[— R, donnée par
Inx
f(x)=—.
() N

b) Montrer que la série de terme généuglest convergente.

2.9 Exercice. Etudier la convergence des séries suivantes, de termesag&né

a)vn:%, b)w, = (%)n
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2.8 Corrigeé des exercices sur le Chapitre 2

Corrigé de I'exercice 2.1

1)Ona:
1 . .
(Sh—Sh-1) = o > 0, donc la suitésy) ey €st croissante.
1 1 2 n 2-n
(th—th—1) = Sn+ o Sho1— m =T =T < 0, donc la suitétp)nen est

décroissante.

1 .
(th—%n) = = T > Odonc I|m (tn—sn) =0
2) Ces deux suites sont blen adjacentes et par swte tien Ilrﬂ Sh.

P

3) Supposons que leur limigesoit rationnelle, c’est-a-diree= =, pe N, g € N*.

On écrit ques, < e < t, pour toutn € N, les inégalités étant strictes puisque les suites
(sn)nen €t (th)nen SONt respectivement strictement croissante et strictedé&moissante.
Soitn > g. En réduisant au méme dénominateur les fractions qui dedéinis,, ceci im-
plique I'existence d’'un entieh, tel que :

P B o

n g +_

Quitte & multiplierp etq par un méme facteur entier, on peut supposergpteal. On en
déduit qu’il existe un entiep tel que :

A< p<An+1l

Ceci n’est pas possible, donc I'hypothése est absurde’est pas rationnel.
Corrigé de I'exercice 2.2

1) On vérifie que, au voisinage de», on a :

1

1
rV~>oo2 — /NHOO]-__~
S~ T S n

2) On en déduit que :

limsups, =2, liminfs, = 1.
n— 4o

n— 4o
Corrigé de I'exercice 2.3

1) Pourtoutk >N+1,0na:
SN+1 S S S Sy
En sommantsuk=N+1,...n, on obtient :

(NS T %< (=N
k=Rt
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En ajoutant leN premiers termes de la suite et en divisantmarm obtient exactement :

2

1
=Y st 1——§\,+1<cn< ZS«+ #uﬂ
0

k

. 1 X . -
2) FixonsN. Lorsquen — 4o, - E s« — 0 puisque I'on multiplie une constante par une
k=

. , N
suite qui tend vers O, i — F) — 1.
On en déduit que, lorsque— 4o :

Sl

N N
kZOSk+ (1- ﬁ)#\lﬂ — SN+

18 N, , )
n Z)SkJF (1- ﬁ)#\lﬂ — S
k=

Le résultat en découle.
3) Par définition :
limsups, = I|m ﬁ\,ﬂ,

n— 4o

liminfs, = I|m ﬁ\,ﬂ

n— 4o

Il suffit donc de faire tendr&l vers +c dans l'inégalité dw2) pour obtenir le résultat
cherché.

4) Lorsque la suitésy)neny converge vers une limite alors :

liminf s, = limsups, = I|m 5= l.

N— 00 N— 00

D’aprés3), on a donc:
liminfc, = limsupc, =1,

N—-00 n—--o00

et la suite(cy)nen CcONverge bien vers
Corrigé de I'exercice 2.4

1) Soitk € N, k> 1. On remarque que

T T T

Il existe donc bien un entiet, dans cet intervalle.

L 2 2 :
2) Pour toutk € N, cosng est minorée pa%. Doncc = % convient.

3) La suite(cosn)pen @ UNe Sous-SuiteEosny)ken qui est minorée par la constarge- 0
donc elle ne tend pas vers 0 lorsque> +co.
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Corrigé de I'exercice 2.5

a)Sia > 1, on écrit, poun — —+oo :

cosn 1 1
<

~ —

n+cosnl — nP—1 no’

La série de terme généra% est convergente, donc la série de terme géngrast abso-
lument convergente par le théoreme de comparaison des adaemes positifs.

b) Si % < a <1, on utilise un développement limité autour de 0 de la famctiéfinie par
X — 1 ;
1+X
S 1— x4+ xe(x).
1+x

. . cosn .
On applique ce résultat avec= —a qui tend vers 0 lorsque — —+oo :

na 145 pa

cosn 1 cosn ¢, cosn_ cosn_ cosn
Un = <_na+na£(na>>

_cosn co$n cogn_ cosn
- na + n2a + n2a 8( an )

La série de terme généraj, apparait donc comme la somme de 3 séries. La premiere
converge par le théoreme d’Abel (voir 2.5.1) et les 2 suaisont absolument conver-
gentes car@ > 1. Donc la série de terme généuglconverge.

_ 1 - R .
c)Sia = > on utilise le méme développement. Dans ce cas, la pren@éeeest conver-

o . ., _cogn cogn
gente et la troisieme également. En revanche, la série o tgénéral -

diverge. En effet, d’aprés I'exercice 2.4, la sUit®s’ n),cy @ UN SOUS-SUItECOS Ny )ken
minorée par un nombre> 0. Comme il s’agit de séries a termes positifs, on peut écrire

ouK est tel quak < N mais tend vers-c lorsqueN — +o.
Or par constructiomy < 8k+ 1. Donc :

. : L ., cogn
Cette derniere série est divergente et donc la série de wpémeral

utilisant le théoreme de comparaison.
Donc la série de terme génértmldiverge.

€également en
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Corrigé de I'exercice 2.6
La série de terme généna est une série alternée donc elle converge. On utilise la-majo
ration du reste d’une série alternée :

1

-8 <l = g

Pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de prerare 1)° > 100, c’est-a-direr > 9

Corrigé de I'exercice 2.7
a) On effectue le changement de variable /X, alors :

" A i
/ aﬁdx:/ ZSans:/ 2seinagg
1 1 1

On effectue une intégration par parties en posant

Ina
u=2s,du=2dsetv=
Ina

.dv=e’"3dg

ce quidonne :

n Ina NG
/ a\/idX: [ZSé ]ﬁ_i/ eslnadS
1 Ina 11 Ina /1

:Zﬁeﬁlna Zema 2 (e\/ﬁlna_elna)

Ina  “lna (Ina)?

Ina Ina (Ina)?

:2\/ﬁaﬁ , 8 2 (aﬁ—a).

b) Comme O< a< 1, nIim av™ = lim \/ﬁaﬁ =0onadonc:

n—oo

. n a 1
lim aﬂdx:Z—(——l>.
n—o J1 Ina\lna

b) On utilise le théoréme de comparaison des séries a terméggesdes intégrales,
proposition 2.4.10 : la série de terme générdl converge.

Corrigé de I'exercice 2.8

a) Pour f(x) = I%(( onaf’(x) = X\%((l—lnx).

La dérivée def est positive suf0, €, nulle ene et négative sufe, +-|[. Donc la fonction

. . . 1 L
f est croissante sy6, e}, admet un maximum ea qui VaUtTe et est décroissante sur

[€, 400 , avec lim 4o f(X) = 0.
In(n®°")  cosnin(n)

NG

b) On peut écrire u, = = anbn,

VN
In(n)
a

aveca, = cosn etb, =
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La suite(bn)nery €St positive, décroissante et tend vers Grend’apres la question). La
série de terme généraj, vérifie les hypotheses du théoréme d’Abel et est donc conver-
gente.

Corrigé de I'exercice 2.9

a) Il s’agit d’'une série a termes positifs.
En utilisant la formule de Stirlingn! ~,,_, . N"e "\/2rm, on obtient :
10'e" 10e\n 1
o 0SBy L
n"y/2rm n .~/ /2m
1\ N
Or, dés quen > 2(10e), vy < (—)

1 n
et comme la série de terme éné@]) est
y 2) vam -~ " ’
convergente, la série de terme génggdlest aussi.

, , L s . Inn o .
b) Il s’agit aussi d’'une série a termes positifs. Comme lisa2 = 0, il existe un entier
n— +oo nl/4

N tel que poun > N, Inn < n/4,
nl/4>n

Alors, pourn > N, w, < (W = La série de terme generhafnll/f4 est convergente.

Donc la série de terme genére] I'est aussi par le théoreme de comparaison.



Chapitre 3
Intégrale de Riemann et intégrale généralisee

3.1 Intégrales des fonctions en escalier

Soit[a, b] un intervalle deR. Dans tout ce chapitre, on considére des fonctions défihies e
bornées sufa, b] et a valeurs dank ou C.

3.1.1 Définition. 1) On appelle subdivision dg,b], une suite finie strictement
croissante de nombres

{to,t1,...,tn} , tels quetp = a ett, =h.

2) Le pas d'une telle subdivision est le nombre positi€iéfini par :
o=sup{(tir1—t)|i=0,1,...,n—1}.

3.1.2 Définition. 1) Une fonction f, définie sum,bj, a valeurs dan® ou C est
dite en escalier (ou simple dans la terminologie anglo-sae) s'il existe une subdivision
{to,t1,...,tn} de[a,b] telle que f soit constante sur chaque intervatje; 1[, pour tout
i=01,...,n—1

2) Une telle subdivision sera dite adaptée a f.

On remarque qu’une subdivision ¢ b|] adaptée a une fonction en escalfen’est pas
unigue : on peut en effet redécouper certains intervalléa stibdivision obtenue sera
toujours adaptée a cette fonction

On remarque aussi quepeut prendre des valeurs quelconques aux porits. . ., t,. Ces
valeurs ne joueront aucun réle dans l'intégration de cestimms et on oubliera souvent
de leur donner un nom.

3.1.3 Proposition. Si f et g sont deux fonctions en escalier sur l'intervédid, il existe
une subdivision adaptée alafoisa f et g.

Démonstration.ll suffit de prendre une subdivision adaptéé at de la redécouper pour
I'adapter ag. O

3.1.4 Proposition. 1) Si f et g sont des fonctions en escalier gub] et siA et u
sont des scalaires\ f + g et fg sont en escalier.
2) Sif esten escalier siia, b, | f| I'est aussi.

Démonstration. 1)Grace a la proposition précédente, on peut prendre unessibdi
adaptée a la fois & et ag et le résultat est alors évident.

La démonstration d2) est évidente. O
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3.1.5 Définition. Soit f une fonction en escalier sur I'intervalle b] et {to,t1,...,tn} une
subdivision de cet intervalle adaptée a f. Seitafvaleur de f sur l'intervallgt;, i 1[.
On appelle intégrale de f sua,b] le nombre :

n—1
Z) fi(tira—ti) = fo(ts —to) + fo(to —ty) + -+ fr_1(th —th_1).
i&

/:f(t)dt.

Pour que cette définition ait un sens, il faut montrer quedgnale def ainsi définie ne
dépend pas de la subdivision adaptée:a

Soient{to,t1,...,tn} et {so,S1,...,5m} deux subdivisions adaptéesfa On peut fabri-
quer une troisieme subdivision adaptéd ,a{up,us,...,Up} en intercallant les points
des deux subdivisions initiales. Il suffit alors de compdesr intégrales dd corres-
pondants aux subdivisiofto,ty,...,ta} et {ug,us,...,up} d’'une part et{sy,ss,...,Sn}
et{up,us,...,up} d’autre part. On est donc ramené au cas ou I'une des deuxvssibds
est plus fine que l'autre. On peut méme supposer par itérgtieri’'on a rajouté un seul
pointu €Jt;, ti1].

Or l'intégrale def associée a cette nouvelle subdivision est :

On note ce nombre

fot1 —to) + fr(to—ta) +- -+ fi_a(ti —ti_1) + fi(u—t)
+fi(tipr—u) + fipa(tipo—tiga) +- -+ faca(tn —th1),

ce qui est évidemment la méme chose que I'expression midiala définition 3.1.5.

Remarque.Si I'on dessine le graphe de la fonction en escfiges quantitéd; (ti 1 —t;)
représentent I'aire des rectangles de cftés —t;) et|fj|, comptée positivement § > 0
b

et négativement si; < O. Donc/ f(t)dt représente la somme des aires des rectangles

a
compris entre I'axe deset le graphe dd, comptées positivement quand la valeurs prise
par f est positive et comptées négativement dans I'autre cas.

3.1.6 Proposition. 1) Soient f et g deux fonctions en escalier sur I'interviald)
etA et u deux scalaires. Alors :

b b b
/()\f+ug)(t)dt:)\/ f(t)dt+u/ g(t) dt.
a a a

2) Si f esten escalier sia,b],

/:f(t)dt'g/:|f(t>|dt.

3) Sif etgsonten escalier s{a b etsivt € [a,b], f(t) <g(t), alors:
b b
/ F(t)dt < / g(t)dt.
a a

4) Si f esten escalier sia, b| et si c€]a,b[, alors :

/abf(t)dt:/acf(t)dtjt/cbf(t)dt.
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Démonstration. 1)l suffit de prendre une subdivision @& b] adaptée a la fois & et ag
et le résultat est alors immédiat a partir de la définition.

2) Il suffit de remarquer que toute subdivision adaptéeest adaptée & | et appliquer

l'inégalité triangulaire.

3) Comme poud), il suffit de prendre une subdivision die b] adaptée a la fois & et a

g. Sur chaque intervallg,ti; 1] ou f etg sont constantes et valent respectiveniest g;,
b

on af; <gj. Onadonc bien I’ megaht% t)dt < / g(t)dt en appliquant la definition

3.1.5.

4) Etant donné une fonctioh en escalier suja, b], on peut rajoutec & toute subdivision
adaptée & et le résultat est alors évident. O

Remarque.Si on change le sens des bornes d’intégration, on pose paitidé :
a b
/ F(t)dt = —/ F(t) dt.
b a

3.2 Fonctions intégrables, intégrale de Riemann

3.2.1 Définition. On dit qu’une fonction f, définie sur I'intervalle, b, a valeurs dan®
ouC, estintégrable sur cet intervalle si, pour taut> 0, il existe des fonctions en escalier
sur[a,b], ¢ a valeurs réelles ou complexesrgt valeurs réelles positives, telles que

welablli) - smI<ne [ nodi<e

3.2.2 Proposition. 1) Si f est une fonction intégrable sia,b], f est bornée sur
cet intervalle.

2) Si f et g sontdes fonctions intégrables Rub] et siA et u sont des scalaires,
A f 4+ ug et fg sontintégrables sya, b].

3) Si f estintégrable sug, b,

Démonstration. 1) es fonctions en escalier étant bornées, la définition d&élgrabilité
d’une fonction implique immédiatement que cette fonctisnimrnée.
2) Soite > 0 donné.

-Cas d’'une combinaison linéaire :
pour A et u non tous deux nuls, on associe a la fonction intégrdbles fonctions en
escalierp etn, n > 0, telles que :

vt € [a,bl,|f(t)— @ (t)] < n(t et/ nit I/\|+|u|

et on associe a la fonction intégralglées fonctions en escaliay etv, v > 0 telles que :

b €
vt € [a,b], |g(t) — @(t)] < v(t et/ vit)dt < ———.
[a,b),lo(t) — @) < v(v) et | v(Y) A+
On peut alors associer a la fonctiarf + ug, les fonctions en escaliér¢ + uy d’'une
part et|A|n + |u| v d’autre part, qui vérifient :
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Ve [abLIA T+ Hg) (1)~ (Ao -+ RW)(O)] < (AN + Il v)(0),
b
et [ (AIn-+1ulv)(©)dt< (] +u)

La fonctionA f + ug est donc bien intégrable.

-Cas d’un produit :

soitM un majorant de la fonctioff| sur|a, b}, c’est-a-dire sup, | f(t)]
A la fonction intégrabley, on associe les fonctions en escaljeetv, v >

s —
AT+ 1]

<M
0,t Iles qgue:

€ [a,b],|g(t) — ()| < v(t et/ dtgm

SoitM’ un majorant de la fonctiof| sur[a, b, c’est-a-dire sup,, [¢(t)| < M.
A la fonction intégrablef, on associe les fonctions en escalpeetn, n > 0, telles que :

e [a,bl,|f(t)— p(t)| < nt et/ dt<2M/

On peut alors associer a la fonctidg, les fonctions en escaligry et M'n +Mv qui
vérifient pour tout € [a, b :

(fg) (1) = (@) (®) < (ITO]g(t) — YOI+ [PO)]f (1) — (O] < (M'n +MV)(1)

ME —¢
2|\/|'Jr oM~ ¢

et/ (M'n+Mv)(t)dt <M’

La fonction fg est donc bien intégrable.

3) De la méme facon, powr> 0 donné, on associe a la fonction intégrables fonctions
en escaliep etn, n > 0 et alors, les fonctions en escaligr et n sont naturellement
associées ff | et ceci prouve qugf| est intégrable sum, b. O

En prenant une suite de nombggs> 0 tendant vers 0 lorsque— o, par exemple&, =

ZSII—‘

si f estintégrable sum, bj, il existe des suites de fonctions en escabpgret nn, nn > 0,
telles que :

1 110 dnlt) < Mot et [ )t < e

Pourp,q € N, on peut écrire :

€ [a,bl, |#p(t) — dq(t)] < [F(t) — @p(t)|+ [ f (1) — dq(t)] < Np(t) + Mq(t).

’/abd’p(t) dt—/:d’q(t) dt‘ < /:\tl)p(t)—(pq(t)‘ dt
b

S/a (np(t) +nq(t)) dt < ep+ &

Donc:

b
La suite (/ Pn(t) dt) est alors de Cauchy et donc convergente.
a neN
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Montrons que sa limite ne depend pas du choix des s{#ftggcn et (Nn)nen : SOite, >0
une autre suite tendant vers 0O lorsque> « et soienty, et v, deux suites de fonctions
b

en escalier telles qué < [a,b], | f(t) — Yn(t)| < vn(t) et/ Vn(t)dt < g/. Alors :
a

vt e [a,b], [¢n(t) — n(t)] < [F(t) = ¢n(t)[+[f(t) = Ya(t)] < Mn(t) +vn(t).

Donc:

/:%(t)dt—/:wn(t) dt) g/:|¢n(t)_wn(t)| dt
b

g/a (Nn(t) + Va(t)) dt < &n+ €.

b b
Les deux suite{/ ¢n(t)dt) et </ L,Un(t)dt) convergent donc bien vers la
" . a neN a neN
méme limite.

Ceci nous conduit a donner la définition suivante :

3.2.3 Définition. Si la fonction f est intégrable sua, b}, la limite lorsque n— o de la

b b
suite (/ on(t) dt) est appelée intégrale de Riemann de f et se foté(t) dt.
a neN a

L'intégrale de Riemann d’une fonction intégrable appdtadanc comme une limite

d’intégrales de fonctions en escalier. Dans bien des cas, rpontrer une propriété de
l'intégrale des fonctions intégrables, on démontreraegatbpriété pour les fonctions en
escalier et on passera a la limite pour obtenir aussi le ca&rgé

C’est ce qui se produit dans le résultat suivant : en passknti@ite dans la proposi-
tion 3.1.6, on obtient aisément les propriétés analoguas Ips intégrales de fonctions
intégrables :

3.2.4 Proposition. 1) Soient f et g deux fonctions intégrables sur I'intervie|
etA et u deux scalaires. Alors :

b b b
/ ()\f+ug)(t)dt:)\/ f(t)dt+u/ g(t) dt.
a a a
2) Si f estintégrable sua, b,

/abf(t)dt‘g/ab\f(tﬂdt.

3) Sif etgsontintégrables sia b] et sivt € [a,b], f(t) <g(t), alors:
b b
/ F(t)dt < / g(t)dt.
a a

4) Si f estintégrable sumr, b| et si c€]a,b|, alors :

/abf(t)dt:/acf(t)dtjt/cbf(t)dt.
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Remarque.Comme pour l'intégrale des fonctions en escalier, on posddfaition, :

/baf(t)dt:—/abf(t)dt.

Les fonctions les plus faciles a utiliser sont les fonctioonatinues. On va utiliser un
théoréme bien connu, (voir [9]), sur les fonctions contgypeur montrer que ce sont des
fonctions intégrables :

3.2.5 Rappel. Toute fonction continue f sur un intervalke b] fermé borné y est unifor-
meément continue, c’est-a-dire :

ve>0,3n>0telque[t—t'|<n=|f(t)—f(t')|<e
3.2.6 Théoreme.Toute fonction continue f sur l'intervalle, b] y est intégrable.

Démonstration.Soit f une fonction continue suja,b] et soite > 0 donné. Comme
d’apres le rappel 3.2.5, est uniformément continue il existe> 0 tel que :

&

/ /
t=t]<h=[ft)-f(t)] < —.

Considérons deux fonctions en escalier [gyb|, ¢; et ¢», associées a une subdivision
to,t1,...tn de pas inférieur & :

¢1(t) = inf f(c) pourt € [tj,tji;1] eti=0,1,...,n—1
celtitiva)

$2(t) = sup f(c)pourt € [ti,tji;1] eti=0,1,...,n—1
CEti it

et posons) = ¢o — ¢1.
Alors, ¢1(t) < f(t) < ¢o(t) pour toutt € [a,b] et par suite < f(t) — ¢1(t) < n(t) pour
toutt € [a,b].

De plus,
b .
/ nOdt = Y (Ga-t)| sup f©) - inf f(©
a i=0,1,...,n—1 cetitiva) CEtitita]
< tira—t)——=¢
i_O,l,Z“,n—l b—a
La fonctionf est donc bien intégrable s|&, b]. ]

3.2.7 Extension.On dit qu’une fonction f est continue par morceaux s'il exishe
subdivision dda,b], to < t; < --- < tp, telle que f soit continue sur chaque intervalle
Jti,ti+1[ de cette subdivision et admette des limites & droite et algaen tous les points
ti,i=0,1,...,n. Tout ce qui précede reste valable si on considere desifmsatontinues
par morceaux sufa, b.

En effet, il suffit de découper l'intervall@, b] en utilisant la subdivisioty <t; < --- <ty
et de raisonner sur chaque morcéat; 1.

Cependant, il existe des fonctions intégrables encoregéudrales. Donnons un exemple
de fonctions intégrables non nécessairement continuea@aeaux :



83.2. Fonctions intégrables, intégrale de Riemann 53

3.2.8 Exemple.Si f est une fonction monotone dacb] a valeurs réelles, alors f est
intégrable sur cet intervalle.

Supposons par exempfecroissante.

On peut supposer quigb) > f(a) sinon, f est constante donc continue et nous savons
déja qu’elle est intégrable.

Soit {to,t1,...,tn} une subdivision dea,b]. On peut définir deux fonctions en escalier
particuliéresg, et ¢, par :

¢p1(t) = f(t) pourt € [tj,ti 1] eti=0,1,....,.n—1
¢2<t) = f(ti-i-l) pourt S [[tith—l] eti = 07 17 P e 1.

Ces fonctions vérifient, pour tout [a,b] :

¢1(t) < f(t) < ¢a(t),

n—1

JRCORTOILEES (CRETAREE)

< sup (tipa—t)(f(b)—f(a)).
i=0,1,...,n—1

Donc, poure > 0 donné, si I'on choisit la subdivision tel que

£
o= sup (tyg—t)<—-—!
i:O,l,...F,)n—l( 1 =h) < f(b) - f(a)

les fonctions en escliah, eth = ¢ — ¢1 Vvérifient les conditions de la définition 3.2.1 et
on en déduit qué est bien intégrable sia, b|.

3.2.9 Exemple.La fonction f telle que {t) = 1 si t est rationnel et ft) = 0 si t est
irrationnel n’est pas intégrable syo, 1].

En appliquant la proposition 3.23) et le théoreme bien connu des valeurs intermédiaires
pour les fonctions continues (voir [9]) , on obtient la préreiformule de la moyenne :

3.2.10 Corollaire. Premiere formule de la moyenne
1) Si f estintégrable et bornée sja; b], a valeurs réelles, en posant :

m= inf f(t)etM = sup f(t),
tefab] te(ab]

ona: b
m(b—a) g/ f(t)dt < M(b—a).

a

2) Si f est continue syn, b, il existe ce [a,b] tel que
b
/ f(t)dt= f(c)(b—a).
a

Remarque.Si f est a valeurs complexes, c’est-a-dire qu’il existe destfons a valeurs
réellesf; et f; telles quef = f; +ify, alors :

/abf(t>dt:/abfl(t>dt+i/abf2(t>dt_
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3.2.11 Définition. Soit f une fonction définie sur l'intervall@, b]. On appelle somme
de Riemann associée a une subdivisjanty, . ..,t,} de cet intervalle et & des points ¢
choisis dans chaque intervallg, ti 1], pouri=0,1,...n—1, le nombre :

Z) f C| tH—l f(Co) (tl —to) + f(Cl) (tz —tl) +- 4 f(Cn_l) (tn —tn_l).

D’apreés la définition 3.1.5, la somme de Riemann ci-dessuégede a l'intégrale de la
fonction en escalier sya, b], égale af (¢;) sur|tj,ti+1] pouri =0,1,...,n—1.

3.2.12 Théoreme.Soit f une fonction intégrable sur l'intervalle, b]. Pour toute > 0,
il existea > 0 tel que quelle que soit la somme de Riemann de f,

n—1
= ; f(Gi)(tis—t) = F(Co)(ta—t1) + F(Co)(ta—to) + -+ f(Cn1) (th—th_1).

associée a une subdivision dont le pas est infériear alors :

’R(f)_/:f(t)dt’ge

Démonstration.Soit € > 0 donné. Puisque par hypothé$eest intégrable, il existe deux
fonctions en escaligp etn, n > 0, telles que :

e [ab], |f(t)— d(t) < n(t et/ t<—

Soientxg, X, ..., Xp 'ensemble des points de discontinuité des fonctipresn. Ces deux
fonctions restent donc constantes sur tout intervalle neec@ant aucun de ces points.
La somme de Riemari(f) vérifie :

/abf(t)dt— /tlt'” t) - f(a)] dt.

Si l'intervalle [tj, ti 1] ne contient aucun poind;, Xy, ..., Xp et si on désigne pap; et n;
les valeurs constantes prises par les fonctipret n sur cet intervalle, on a, pour tout
te [t :

[£(t) — f(c)[ =[F(t) — i+ ¢ — f(ci)| < 2.
D’ou

tit1

tit1 tir1
/ti [f(t)-f(ciﬂolt'g/ti () —f(e)dt<2 [ net)dt.

t

Chaque poinky, Xy, ..., Xp appartient & au plus deux intervalles fernfigs;,1]. Il existe
donc au plus @ intervallest;, tj . 1] contenant des points de discontinuité des fonctipns
etn. Pour ces intervalles, on a:

tit1 tiv1
[ - tela <[5 o) dr< 2w

ouM = sup{|f(t)|,t € [a,b]} eth=sup|ti;1—ti|,i=1,2,...,n—1.
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On en déduit que :
b b e
/ £(t)dt—R(f) §4th+2/ n(t)dt < 4pMh- £
a a

Donc si on choisitr = 8pLM alors pourtouh < a :
b £
/ f(t)dt—R(f) < 4pMh+ > <&, 0
a

2n
. . 1 .
3.2.13 Exemple.On considere la suite R= 2 P Cette suite tend vels 2 lorsque

n o k=n+1
— 00,

On poseé =k—n—1eton écrit :
1n71 n 1n71 1
R=h2 iiin n2 T g
n&i+1+n n& T+1

La suite(Rn)nen apparait donc comme la suite des sommes de Riemann de l@fonct

1 s —_ 1 2
f(t)= [ sur[0, 1] associée a la subdivision tel qge=0<t; = - <tp= o< coth=1.

1
Comme cette fonction est continue, cette suite convergeﬁelf (t)dt=1In2.
0

Remarque. Si f est une fonction intégrable sur un intervakeb|, on a vu dans le pa-
ragraphe précédent que ses sommes de Riemann, définiead#éfmition 3.2.11, re-
présentent I'aire comprise entre I'axe dest le graphe de la fonction en escalier valant
f(ci) sur chaque intervall§;,ti 1], comptée positivement si le graphe est au dessus de
I'axe et négativement dans I'autre cas. La convergence slsaames vers l'intégrale de

la fonction permet de définir I'aire comprise entre I'axe tles le graphe dd, comptée
positivement si le graphe est au dessus de I'axe et négaivesans I'autre cas, comme
étant égale a I'intégrale de la fonctidrsur[a, b).

3.3 Primitives

3.3.1 Définition. On rappelle qu’une fonction f, définie sur un intervgteb] admet une
primitive F si F est une fonction dérivable sur I'intervalke b| et si :

vt €]a,b[, F'(t) = f(t).

3.3.2 Rappel. Supposons qu’une fonction f, définie sur un intervéid| ait une pri-
mitive F, alors toutes les primitives de f sont les fonctiBns A, ou A est un scalaire
arbitraire.

3.3.3 Théoréme Soit f une fonction continue s(a, b et soit x € [a, b]. Alors la fonction
Fo, définie par :

X

wx e [ab], Fo(x) = / F(t) dt,
X0

est une primitive de f. En particulierpfest dérivable sufa, b[ avec B(x) = f(x).
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Démonstration.En séparant partie imaginaire et partie réelle, on se ra@memas ouf
est a valeurs réelles. Soienetx+ h deux points dga, b]. On peut écrire :

x+h

f(t)dt—/xf(t)dt:/X+hf(t)dt:hf(c),

Xo

Fo(x-+h) ~ Fo(x) = |

Xo
ou c est compris entrg etx+ h, (corollaire 3.2.10).
On peut donc écrire, $§i# 0 :

Fo(x+h) —Fo(x) _
o = f(c).

Fixonsx. Quandh — 0, ¢ — X, donc par continuitéf (c) — f(x). On voit donc quédy est
dérivable erx et que

Fo(x) = f(%).
Ceci prouve le théoreme 3.3.3. O

3.3.4 Corollaire. 1) Soit f une fonction continue sia, b] et F une primitive de f.
Alors :

/bf(t)dt:F(b)—F(a).

2) Soit f une fonction continue et positive sayb] telle que

/:f(t)dt:O.

Alors, f=0.

X

Démonstration.Pourx € [a, b], soitFy(x) = / f(t)dt. D’aprés le théoréme 3.3.B est
une primitive def. ?

Le pointl) est une conséquence du fait qué& ®st une primitive dd, alors il existe un
réelA tel queF = Fy+ A et alors puisquéyp(a) = 0,

F (b) — F(a) = Fo(b) — Fo@) = Fo(b) = [ ()t

Montrons le point2) par I'absurde : supposons que, pour une fonctiocontinue et
positive, on ait a la fois/ f(t)dt =0 et un pointxg € [a,b] tel quef(xp) > O.

a
Puisque par hypothéseest continue, il existe un intervalleC [a,b] de longueur non

f
nulle o > 0 tel que pour toux € I, f(x) > % Alors :

Oz/abf(t)dtz/lf(t)dtza%)(o)>0.

Nous obtenons bien une contradiction, ce qui veut dire giéxiste pas de poingy dans
I'intervalle [a, b] ol f (Xg) > 0. Puisquef est positivef est alors bien nulle sya,b]. O

Des propriétés importantes des primitives sont les sudgnt
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3.3.5 Proposition. 1) Soit f une fonction définie s{a, b], intégrable et bornée sur
[a,b]. Alors la fonction
X
_ / F(t)dt
a
est continue sufa, b).
2) Side plus, f est positive s(a,b], F est croissante.

Démonstration. 1Pn poseA = sup{|f(t)| | t € [a,b]}. Alors, en utilisant la proposition
3.2.4, on obtient :

Yy
FO-FI< [ 1) dt<Ax-y,

ce qui prouve la continuité de.
2)Soita< x<y<bh. Sif estpositive, on écrit :

et ceci prouve quE est croissante. O

Les deux résultats qui suivent, le théoréme d’intégratianparties et le théoreme de
changement de variable, sont tres utiles dans le calcuhtiagrales :

3.3.6 Théoreme.Intégration par parties
Soient u et v deux fonctions continiment dérivables (ouatselC) sur[a,b]. On a:

b

/ W (OV(t) dt = u(b)v(b) — u(a)v(a) — / u(t)v(t) dt.

a

Démonstration.Cela résulte immédiatement du fait que la fonctimest une primitive
de la fonctionuV + u'v. O

Ce téoréme a une application tres utile, la formule de Taallec reste intégral :

3.3.7 Corollaire. Soit ne N et f une fonction n fois dérivable, de dérivée n-iéme coetinu
(ou de classe Q sur un intervallefa, b]. Alors :

—a)1 b(p_t)n-1
f(b)—f(a):(b—a)f’(a)—i—----l—%f(”1)(a)+/a %f(”)(t)dt

Démonstration.On démontre cette formule par récurrencersusi f est une fonction de
classeC! sur|a, b, alors par définitiorf est une primitive de’ et donc :

a) :/:f’(t)dt

ce qui est bien la formule a I'ordre 1. Supposons donc que tatinule soit vraie jusqu’a
I'ordre n et soitf une fonction de clase™*?! sur|a, b]. La fonctionf vérifie la formule
al'ordren, soit :

n— 1 n— 1
f(b)—f(a):(b—a)f’(a)—i—---—i—(tzn a)l +/ (b= t ™) (¢) dt
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Intégrons par parties le dernier terme de cette formuleyces possible car les fonctions
sont toutes deux de clasSé:

/:%f(”)(t)dt: {(b_t)nf(”)(t)rjt/b(b%)nf(””)(t)dt

n!
b—
_ ( +/ n+l ( )dt
En remplacant ce terme dans la formule a I ordron trouve bien la formule a I'ordre
n+ 1 et donc cette formule est vraie a tout ordre. O

3.3.8 Théoreme.Changement de variable
Soient[a, b] et [c,d] deux intervalles d& et ¢ une fonction continment dérivable de
[c,d] dans[a, b] telle que¢(c) = a et¢(d) = b. Soit f une fonction continue sia; b,

alors :
b d
| todt= [ 10(9)¢'(s)ds

Démonstration.On vérifie que les fonctions

$00
F(x):/ £(t) dt et G(x /f s)ds
a

ont les mémes dérivées et gu’elles s’annulent toutes les et O

Remarque.Dans ces deux résultats, il faut bien vérifier que les fonstant une dérivée
continue sur l'intervallga, b].

3.4 Calcul des primitives

En utilisant les résultats ci dessus et les formules triggétaques ou hyperboliques (voir
Chapitre 5), on calcule aisément les primitives des fonestiosuelles. Voici quelques

exemples ou on noti f(t) dt une primitive de la fonctioh sur un domaine ou cette
fonction est continue et ca a, B sont des constantes réelles ase¢ 0 eta +i3 # 0 :
Fonctions puissance :
gla+iB)x dt xa+1
/ goatibrg = [Ty, /ta dt = (a #—1).
(a+ip) t a+1

Fonctions trigonométriques :

/sint dt = — cosx, /cost dt = sinx, /tant dt = —In|cosx|

/ —In’tan n)’
2 4
=1 =In|t
/ ot anx, /si /smtcost njtanx.

Fonctions hyperboliques :

/cott dt=In|sinx|, /— = In’tan

/sht dt = chx, /cht dt = shx, /tanht dt = Inchx
/cotht dt =In|shx]|, /E =In ’t ’ /— = 2arctare’
sht ht

dt dt dt
—— = tanhx, /— = —cothx, /7 = In|tanh x.
/ chet siPt shtcht — Mtanh
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Fonctions inverses :

/ dt 1arctar&( / dt 1InX a
t2+2 a a t2—a2 2a x+a

/ m gsIT» / m_argcn

3.4.1 Exemple.Calcul de primitive d’un polynbme aros etsint :

En remplacant toute puissance paire de giar la puissance moitié de-1cos’t, on se
raméne a étudier les primitives de fonctions de la foRfeost) + Q(cost) sint, ou P et

Q sont des polynémes.

La partieQ(cogt)sint s’intégre facilement au moyen du changement de variableidéfi
paru= cos :

/Q(cost)sintdt: /Q(u)du,

et on est ramené au calcul d’'une primitive du polynd@me

Pour intégrer la parti®(cogt), il suffit de connaitre des primitives des fonctionstos
pourn € N. On utilise la linéarisation des fonctions €bsque nous verrons au chapitre
5,voir5.6.14 :

Zn(COSt)n e't-i—e"t Z)Ckel (n—Kk)t —|kt Z)Ck —| n—2k)t

_e|nt Cle|n2 4. _|_Cn1 i(n— )_|_e|nt
:2[cosnt+Clcoin 2)t+C2cogn—4)t+---].

On se ramene donc au calcul de primitives des fonctions &hcost qui sont respecti-

cosnt  sinnt
vement— t

n n
On obtient ainsi par exemple :
. 1-cos2 X sinZ
/Smtht _/1+goszdt_g sir?b(
/cosztdt :/Tdtzé-i- 2

cos4+4cos2+3 sindx  sinX  3x

/Cogltdt _/ 8 =" "7 "8
: : cos'x
/S|n3tdt :/(1—c052t)smtdt:/(1—co§t)d(cost):cosx— 3

3.5 Intégration d’un produit de fonctions

Les deux résultats suivants, appelés deuxiéme formule deolgenne et inégalité de
Cauchy-Schwarz sont consacrés a I'étude de I'intégrale pfaduit de deux fonctions.

3.5.1 Théoreme.Deuxiéme formule de la moyenne
Soit f et g deux fonctions intégrables darb], a valeurs réelles, la fonction f étant
supposée positive décroissante. Il existe un poinfa b| tel que :

b c
/a f(t)g(t)dt:f(a—i—O)/a g(t)dt

ou f(a+ 0) désigne la limite de (t) quand t tend vers a par valeurs supérieures.
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Démonstration.Notons d’abord que, par la proposition 3.2.2f @t g sont intégrables,

le produitfg I'est aussi.

Si m et M désignent la borne supérieure et la borne inférieure sutelvalle[a,b] de
X

la fonctionG(x) = [ g(t)dt, comme cette fonction est continue d’aprés la proposition

a
3.3.5, en appliguant le théoreme des valeurs intermédjaveir [9]), la propriété de
I'énoncé est équivalente a

b
mf(a+0) < [ f({H)g)dt<Mf(a+0)

C’est cette derniére formule que nous allons démontrer.

Premier cas Supposond en escalier. Soifto=a < t; < --- < t, = b} une subdivision
adaptée & et f; la valeur def surlt;,tj, 1], pour touti =0,...,.n—1.
Par définition , on a:

/:f(t)g(wdt - f'/t,tl g(t)dt = 1fi(/ti”g(t)dt—/tig(t)dt)
:;( —f|+1/ g(t)dt+ f_ 1/ g(t)dt.

La fonctionf étant positive et décroissante, ofya fi,1 > 0 pour touti =0,...,n—1 et
fn_1 > 0.
D’autre part, par définition ,on a:

On en déduit les inégalités :

n—2 n—2
m (%(f — fix1) + fno 1) / f(t)g(t)dt <M ('Z)(fi — fiy1) + fn—1> )

c’est-a-dire : )
mfy < / F(t)g(t) dt < Mo,
a
ce qui est la propriété voulue pour une fonction en escélier
Deuxiéme cas f intégrable sufa, b|.
On définitf par :

~

(t) = f(t) pourtela bl

f
fla) =f(a+0).

f est encore une fonction positive décroissantdain et

/abf(t)g(t)dt: /b f(t)g(t) dt.

a

Soit{tp=a<t; <--- <ty=b} une subdivision déa, b] obtenue en découpant I'intervalle
ennintervalles de méme longueur.
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On va approchef par les fonctions en escaligf, et ¢/ définies par :

Pn(t)
a (1)

Commef est décroissante s{a,b], on a:

vt €la,bl, ¢ (t) < f(t) < ph(t).

Comme la fonctiorg est intégrable sufa,b|, elle est bornée sur cet intervalle et soit
b—a
A=sup{|g(t)| /t € [a,b]}. Alors, commey, 1 —tx = X

f(t) pourt €]t;,ti1], i =0,...,n—1
f(ti+1) pourt €]ti,ti 4], i=0,...,n—1.

[owana- ["foanal <Ay [ @0 fw)
a a - kig ty
<A [ (o4t - o10) dt
K=0 tkml
=Ab—;a (fltera) — f(te)
k=
:A%a(f(a)—f(b))

b b b
La suite(/ o (t)g(t) dt) converge donc verj{ f(t)o(t) dt:/ f(t)g(t)dtquand
N — oo, a neN a a
Les fonctions en escaligh, sont positives décroissantes $ab|, on peut donc leur ap-
pliquer le premier cas :

mf(a+0) = / ¢/ ()g(t)dt < Mf(a) = Mf(a+0).

En passant a la limite quamd— +o0, on obtient bien :

fla+0) < / f(t)g(t)dt < Mf(a+0). 0

Montrons maintenant I'inégalité de Cauchy-Schwarz :

3.5.2 Théoreme.Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient f et g deux fonctions intégrables gumb], a valeurs dan® ouC. Alors :

/|f \dt<[/ £(0)] dtr/z{/ab\g(tﬂzdt}

De plus, si f et g sont continues, cette inégalité est undtégalet seulement $f| et |g|
sont proportionnelles.

1/2

Démonstration.Notons d’abord que, par la proposition 3.2.2f @t g sont intégrables,
le produitfg et les carrégd? etg? le sont aussi.
SoitA € R. On écrit :

/()\|f|+|g| t)dt=A /| |dt—|—2)\/ (1) |dt+/ g(t)2dt > 0.



62 Chapitre 3. Intégrale de Riemann et intégrale généralis®

Ce trinbme du second degré &mgarde un signe constant SRidonc son discriminant est
négatif ou nul, soit :

U:H(t)g(mdtré/ablf(t)|2dt/ab|g(t)|2dt,

ce qui est la formule voulue.
Cette inégalité est une égalité si et seulement si le trindmdeedent a une racine double

b
nécessairement réelle. C’est-a-dire qu’il existe R tel que/ (M| f]+]g)?(t)dt = 0.
a

Si f etg sont continues(A | |+ |g|)? est une fonction positive et continue, d'intégrale
nulle, donc, d’aprés le corrolaire 3.3.4, elle est nulle[aub], ce qui implique bien que
| f| et|g| sont proportionnelles. ]

3.6 Méthodes d’approximation numérique des intégrales

On connait des formules qui permettent de calculer l'irdkgde quelques fonctions.
Mais, il y a relativement peu de fonctions dont on sait caclintégrale. Il suffit méme

de changer légérement I'expression d’'une fonction pousgrad’'une fonction que I'on

sait intégrer a une fonction qu’on ne sait pas intégrer. Ramgle, on sait que

b
/ sintdt = cosa— cosb,
a

mais on ne sait pas calculer

b sint b
/—dt ou /S|nt2dt.
a t a

. sint , _ .
Or la fonctlonT prolongée par la valeur 1 én= 0, est intégrable sur tout intervalle
[a,b] puisqu’elle est continue sik. Il en est de méme pour la fonction $tnA défaut de
pouvoir calculer ces intégrales, on doit savoir les appgoch

Mais, méme s'il s'agit d’intégrales qu’on sait calculendealcul peut étre long et com-
pliqué et il peut étre avantageux de le remplacer par un kajproché.

La premiére méthode d’approximation que nous allons cénsics’appelle la méthode
des rectangles.

Méthode des rectangles

Soit f une fonction monotone de, b] dansR. Par exemple, on suppose gliest crois-

(b—a)
n

sante. Pour tout € N* fixé arbitrairement, on pose= et considére la subdivision

dela,b]:

a<ath<a+2h<.--<a+kh<---<a+nh=h.
On a évidemment, polk=1,2,...,n:
a+kh

hf(a+ (k—1)h) < /a+(k—1)h f(t)dt < hf(a+kh).
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D’ou, en sommant :

n—1 b n
hZf(a—i—kh)S/ f(t)dtShZf(a—i—kh).
k=0 a k=1

La méthode des rectangles consiste a approcher l'intédealepar des sommes d’aires
de rectangles correspondant aux sommes finies qui encéalkeieur de I'intégrale dans
l'inégalité ci dessus.

On peut donner une estimation de I'erréucommise en remplacant I'intégrale dear
'une de ces sommes : on majore la différence entre l'intégtaf et I'une de ces sommes
par la différence des sommes majorant et minorant cettgrat soit :

(b—a)

€< hi f (a+kh) —hni)f(a+kh) — h(f(b)— f(a)) = (f(b)—f(a)).
k=1 k=

1 : L . :
L'erreur est donc de l'ordre de grandeurﬁlell suffit donc en théorie de découper l'inter-

valle [a, b] en suffisamment de petits sous-intervalles pour obtenieareir aussi petite
que I'on veut.

3.6.1 Exemple.Calcul appoché de
1
/ &’ dt,
0

Pour obtenir la valeur de cette intégrale/AQ0 pres, il faudrait prendme> 100e— 1),
soitn > 172, ce qui exige de calculer la valeur de la fonctBren 172 points.

par la méthode des rectangles.

Cet exemple montre que cette méthode n’est pas tres efficace.

La méthode que nous allons étudier maintenant est plus aquéel mais donne de meil-
leurs résultats : cette méthode s’appelle la méthode deszes.

Méthode des trapézes

Soit f une fonction définie suf,b|, a valeurs dan® et soitn € N*. Comme pour la
méthode des rectangles, on prend la subdivisiojads :

a<at+h<a+2h<---<a+kh<---<a+nh=h.

Pour essayer d’améliorer le résultat précédent, I'idéelesemplacer la fonctior sur
chaque intervallga+ (k— 1)h,a+ kh] non plus par une constante mais par une fonction
affine prenant les mémes valeurs duaux pointsa+ (k— 1)h eta+ kh, c’est-a-dire par

la fonctiongy définie par :

gu(t) = %(f (a+kh) [t — (a+ (k— 1)h)] — f (a+ (k— Dh)[t — (a+kh)]).

On remarque que :
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a+kh
L+(k_1)hgk<t) dt= 2 [fa+ (k=1)h)+ f(a+kh)].

b
La méthode des trapézes consiste donc a approchéft)dt par la somme de ces ex-
a
pressions pouk=1,2,...,n, c’est-a-dire par :

S = g i (f(a+ (k—1)h) + f(a+kh))
n-1 b—a]

fla)+f(b)+2% f(a+kT)
K=1

Comme dans le cas de la méthode des rectangles, il s’agald&’erreuré, commise
en remplacant I'intégrale depar cette somme .
On a besoin d'un lemme :

3.6.2 Lemme. Soit f une fonction déu,v] dansRR, deux fois dérivable suu, V| et telle
qu'il exitea, 3 € R tels que vt € [u,v] , a < f”(t) <B. Alors :

)3 _ v 3
“("12“> g"zu(f(u)+f(v))—/u f(t)dtg%.

Démonstration.La fonctionh définie parh(t) = f(t) + %(

t—u)(v—t) prend les mémes
valeurs quef aux pointsu etv et vérifie pour tout € [u,V] :

h’(t) = f"(t)—a > 0.

C’est donc une fonction convexe, (voir [9]).

Sig est la fonction affine prenant les mémes valeursg(donc queh) enu etv, on aura
donc :vt € [u,V], h(t) <g(t). D'ou:

/uvh(t>dt:/uvf(t)dt+%/uv(t_u>(v_t>dtS/uvg(t)dt_

Or,

/uv(t_“)(v—t)dt: {—g +(U+v)§ _u\,t} (V_GU)3'

D’ou, en utilisant le calcul précédent :

/uvg(t)dt: R+ )] > /uvf(t)dt-i— -

Ceci donne bien la premiére inégalité du lemme. La secoraiisht de la méme facgon

B

en considérant la fonction concave- f(t) + E(t —u)(v—t), (voir [9]). ]

En appliquant ce lemme a chaque sous-interyalie(k — 1)h,a+ kh|] et en sommant sur
k=1,2,...,n, on obtient une estimation de I'errefidans la méthode des trapezes :
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3.6.3 Proposition. Soit f: [a,b] — R deux fois dérivable sui, b et telle que pour tout
te[ab], a < f’(t) <, alors, pour tout ne N*, ona:

b—a)3 b b—a)3
e AL
avec
_(b—2) nt b—a
S="%n f(a)+f(b)+2k;f(a+kT).

. N 1
On peut remarquer que l'erreur dans la méthode des trapéadsvers O comm%i

lorsqu’on découpe l'intervalléa, b] en sous-intervalles de plus en plus petits, ce qui est
meilleur que pour la méthode des rectangles.

3.6.4 Exemple.Calcul appoché de
1
/ &’ dt,
0

Onaf”(x) = (2+4x%)e, d’'ot pourx € [0,1] : 2 < f”(x) < 6e < 17.

Il suffit donc de prendr@ > 12 pour obtenir une valeur approchée de cette intégrale a
1/100 prés.

La méthode des trapézes est donc plus efficace que la métbsdeatangles.

par la méthode des trapezes.

3.7 Définition des intégrales généralisées

Dans ce paragraphe, on considérera un intervalle semiidavie] deR et une fonction
f, définie sur [a,b[, a valeurs dalksou C, tels que :

ou bienb = +o

ou bienb < +o et f n'est pas définie eh.

On obtient des résultats analogues lorsfest définie sur un intervalle semi-ouvitb]
tel que ou biera = —o ou biena > —x et f n'est pas définie ea. Il suffit pour les
démontrer de faire un changement de variable —t.

Lorsque f est définie sur un intervalle ouved, b[, on fixera un point €)a,b| et on
considérera séparément I'existence des intégrales dé&éésadef sur les deux inter-
valles semi-ouvertsa, c| et|c, b].

Remarque.On notera que les résultats de ce chapitre présentent de@asels analogies
avec ceux du chapitre 2 sur les séries numériques. Celagptalu fait que ce sont deux
types particuliers de sommation, 'une discrete pour legsét I'autre continue pour les
intégrales généralisées. En revanche, certains réspétatent étre spécifiques au type de
sommation envisagé (par exemple la proposition 2.3.6 danad des séries qui n'a pas
d’analogue dans le cas des intégrales généralisées, comim@e@rra plus loin).

3.7.1 Définition. On dira qu’une fonction f est localement intégrable surtirvalle
semi-ouverfa, b[ si elle est intégrable, au sens de Riemann, sur tout soasvaite fermé
[a,c] C [a,bf
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3.7.2 Définition. 1) Soit f une fonction définie sur 'intervalle semi-ouvigto],
a valeurs dan® ou C, localement intégrable sym, b[. On dit que f est intégrable sur
X

[a,b[ si la limite lorsque x— b de I’intégrale/ f(t)dt existe.
a
2) Si f est intégrable sur l'intervalle semi-ouveg, b[, on appellera intégrale

b
généralisée de f sym, b et on notera/ f(t)dt lalimite ci-dessus, c’est-a-dire :
a

/bf(t)dtzlim "t dt.

x—bJa
3.7.3 Notations.Lorsqu’une fonction localement intégrabiieest intégrable sur un inter-
valle semi-ouverfa, b[ au sens des intégrales généralisées définies ci-dessuis,cque d
l'intégrale généralisée
b
/ F(t)dt,
a

: 1 . .
3.7.4 Exemple. 1) Soit f(t) = (R, sur [0, +oo[. Alors f est intégrable sur I'in-

converge.

tervalle [0, 4-o|. En effet :

X

T
lim f(t)dt= lim arctx= —.
X— 400 0 ( ) X— 00 g( 2

. 1 .y
2) Soit f(t) = Tt sur [0, +oo[. Alors f n’est pas intégrable su0, +«|. En effet :

X
lim [t dt=lim In(1+x) = +e.

X— 00 0

: 1 _—
3) Soit f(t) = VG sur]0,1]. Alors f estintégrable su0, 1]. En effet :
1

im [~ f(t)dt=lim 2(1-vx) =2

X—0./x

: 1 i
4) Soit f(t) = i sur]0,1]. Alors f n'est pas intégrable su@, 1]. En effet :

1
lim [ f(t)dt= Iimo(—lnx) = +00.
X—

x—0Jx

Remarque.Soit f une fonction définie sur un intervalle semi-ouMerb|, a valeurs dans
R ouC, localement intégrable sie, b[. Pour quef soit intégrable sufa, by il suffit qu'il

existea € [a,b] tel que
X

lim [ f(t)dtexiste

x—bJa

Il est clair que, puisque pour toxt [a, b,

/:f(t)dt:/:f(t)dt—i—/axf(t)dt,
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on a la formule :

/:f(t)dt:/:f(t)dt—i—/abf(t)dt,

ou la premiére intégrale est I'intégrale de Riemanri der|a, a] et la deuxiéme intégrale
est I'intégrale généralisée desur I'intervalle semi-ouvera, b.

La proposition suivante est une consequence immeédiaterdpsgiés de l'intégrale de
Riemann, figurant dans la proposition 3.2.4 :

3.7.5 Proposition. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle semen
[a, b, intégrables sufa, b|.

1) Pour tous scalaired et y, la fonctionA f 4+ ug est intégrable sufa, b[ et de
plus :

/b()\ f+ug)(t)dt=A /bf(t)dt+u/bg(t)dt.

2) Si|f| estintégrable sufa, b,

/:f(t)dt'g/:|f(t>|dt.

3) Sivtelab], f(t) <g(t),alors:

/:f(t)dtg/:g(t)dt.

4) Sicea,bf, alors:

/:f(t)dt:/:f(t)dt+/cbf<t)dt.

Comme pour les suites ou les séries numériques, on a un théale Cauchy pour les
intégrales généralisées qui donne un moyen de décider sonogon est intégrable sur
un intervalle[a, b[ sans connaitre la valeur de son intégrale généraliséetsute@walle.

3.7.6 Notations.On considére un intervalle semi-ouvgtb[. On convient de noter (b)
un voisinage du poirtt dansfa, b, c’est-a-dire un intervalle du tygé, +oo[ sib = 40 et
un intervalle du typéb—n,b[, 0< n <b—a, sibestfini.

Rappelons d’abord un lemme de Cauchy pour les fonctions :
3.7.7 Lemme.Critére de Cauchy
Soit F une fonction définie sur un intervalle semi-ouvarb], a valeurs dan® ou C.

Alors la limite quand x tend vers b de(¥ existe si et seulement si pour taut> 0, il
existe un voisinage ) du point b tel que:

x,X €V(b) = [F(x) —F(X)| <e.
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Démonstration.Supposons que lign.p F(x) = | et soite > 0. Par définition, il existe un
voisinageV (b) deb tel que

er(b):>|F(x)—I|§%.

On en déduit que :
XX €eV(b)= [F(x)—F(X)| < |F(x) =]+ [ —=F(X)| < &.
DoncF vérifie bien le critére de Cauchy.

Réciproguement, soé > 0 fixé et supposons gue veérifie le critére de Cauchy c’est-a-
dire qu'il existeV (b) tel que

x,X €V(b) = [F(x) —F(X)| <

NI ™

et soit(Xn)nen UNe suite qui converge vebs(dansR si b = +). Alors il existeNy € N
tel que
n> Np = X, € V(b).
Donc €
P.a > No= [F(xp) —F(xq)| < 3,

etla suite(F(xn))neN est de Cauchy. Elle converge donc vers une lité@ede plus,
€
Nn>No= |F(xp) —1| < >

Six e V(b), on choisitn > Ny et on peut écrire :

IF () —1] < [F(X) =F (%)| + |F (%) — | gg € _¢

N

La fonctionF admet dond¢ comme limite quand — b. O

X
En appliquant cette propiété a la fonctie(x) = / f(t)dt, on obtient le résultat suivant :
a

3.7.8 Corollaire. Soit f une fonction localement intégrable sur I'intervadiemi-ouvert
[a,b[. Alors f est intégrable sufa,b[ si et seulement si pour towt> O, il existe un

voisinage \(b) du point b tel que :
X
/ f(t)dt' <e
X

Contrairement au cas des séries numériques dont le terndeadjéand vers 0 lorsqu’elles
convergent, voir la proposition 2.3.6, I'intégrabilitéide fonction sufa, +o[ n'implique
pas la convergence vers 0 de cette fonction lorsgueto :

x,X €V(b) =

3.7.9 Exemple.La fonctioncost? est intégrable sufl, +oo[ et ne tend pas vers 0 lorsque
t — +oo.

Soitx € [1,+oo[, alors, par un changement de variables et une intégratiopgpties, on

peut écrire :
/Xcostzdt— X2 COSS | sins]” / sms
1 =L 2% ~ 23l

Le terme tout intégré tend vers 0 quand» +0co0 et on verra plus loin (voir exemple 3.9.3
+o0 gj

&/

est intégrable suf, +oo| alors qu’elle ne tend pas vers 0 a I'infini.

2)) que I'intégrale généralisé dseX|ste On en déduit bien que la fonction tbs
1
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3.8 Intégrales généralisées des fonctions positives.

Comme dans I'étude des série numériques a termes positiésglans le cas des fonctions
positives, des théorémes de comparaison :

3.8.1 Théoreme.Soient f et g des fonctions définies sur un intervalle semé (g, b|,
localement intégrables sua, b| et telles que

vt e [a,b[, 0< f(t) <g(t).

Alors, si g est intégrable sua, b, f I'est aussi et si f n’est pas intégrable darbl, g ne
I'est pas non plus.

Démonstration.ll suffit de montrer la premiére propriété, la seconde é@mnbhtraposée
de la premiere.
Posons :

Vx € [a,b[, /f t)dt et G(x /g

Alors, d’aprés les propriétés de l'intégrale de Riemans fémctionsF et G sont crois-
santes comme intégrales de fonctions positives et de plus,

vx € [a,b[, F(x) < G(x).

Si g est intégrable suja, b|, la fonctionG(x) admet une limite quand — b, donc elle
est bornée sum, b[. Par suite, la fonctiofr (x) est également bornée sarb[ et comme
elle est croissante, elle admet une limite quané b et ceci équivaut a dire quk est
intégrable sufa, b|. ]

3.8.2 Théoreme.Soient f et g des fonctions définies sur un intervalle semé(g, b|,
localement intégrables sya, b| et telles que :

vt e[a,b[, 0< f(t) et0<g(t).

Alors, si f est équivalente a g au voisinage de b, f est intdgraur I'intervalle semi-
ouvert|[a, b si et seulement si g est intégrable sur l'intervalle semiestia, b.

Démonstration.Soit € > 0 fixé. Si f et g sont équivalentes au voisinage loleil existe
a € [a,b] tel que :

Vtefa,bl, 0< (1—-¢g)g(t) < f(t) < (1+¢€)g(t).

On peut donc appliquer le théoréme 3.8.1g sist intégrable suio, b|, f I'est aussi par
I'inégalité de droite et sf est intégrable sui, b], g I'est aussi par I'inégalité de gauche.
Puisque ces deux fonctions sont intégrables sur I'intEr{ala|, on a donc bien I'équiva-
lence :f estintégrable sur I'intervalle semi-ouvéatb[ si et seulement gj est intégrables
sur l'intervalle semi-ouvera, b. O

Pour appliquer ces théoremes de comparaison, nous allatisétintégrabilité de fonc-
tions classiques qui constitueront une échelle de congmrai
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3.8.3 Proposition. Les fonctions de Riemann
: 1 .. : .
1) Soita >0et f(t) = @ définie sur l'intervalle semi-ouvejt, +o[. Alors f est
intégrable surl, 4] si et seulement s > 1.

, 1 . : :
2) Soita > 0et f(t) = @ définie sur l'intervalle semi-ouvef0,1]. Alors f est
intégrable sur0, 1] si et seulement s < 1.

Démonstration. 1Pn calcule l'intégrale dé sur|[1,x] :

/Xf(t)dt—i( L sia#1
1 ~1-qa'‘xa-l ’

X
/ f(t)dt=Inxsia = 1.
1

Ces fonctions n’ont de limite quand— + que sia > 1.
2) De la méme fagon, on calcule 'intégrale fisur]x, 1], avec O< x < 1 :

/1f(t)dt: ! (1_Xall) sia #1,

1
/ f(t)dt= —Inxsia = 1.
X

Ces fonctions n’ont de limite quand— 0 que sia < 1. O

Remarque.Par un changement de variable- t —a, ces arguments s’appliqguent aussi aux
1
(t—a)*’

1
In(cosy)
Int

fonctions de la forme f(t) =

sur les intervalles semi-ouvetts b| ou [b, 4-oo].

3.8.4 Exemple.La fonction f(t) = est intégrable sur l'intervalle semi-ouvert

2, 4-00].

Cette fonction est négative si&; +|[. On va donc raisonner avec la fonctietf.

: 1 L .1 , 1 L
La fonction cosf est équivalente a1 2 en+-oo, donc la fonction- In(cos?) est équi-
1 1
valente &— en+oo. La fonction—f (t) est donc équivalente¢ en+-oo.
oz O ®) d 52t €T

1 1 . . L
Ooro< 22Nt < 2 sur (2, o] et cette derniére fonction est intégrablejen.
En appliquant successivement les théoremes 3.8.1 et 8rBdhtient que-f et par suite

f également, est intégrable §@r-+oo].

On peut aussi comparer dans certains cas des intéegralesjges et des séries numé-
riques :

3.8.5 Théoreme.Soit f une fonction définie sur l'intervalle semi-ouvigt+oo[, locale-
ment intégrable, positive et décroissante. Pour que f stéigrable suffa, +oo il faut et
il suffit que la série numérique a termes positifs, de terrmeg@ u, = f(n) soit conver-
gente.
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Démonstration.Si f : [a,+o[— R est positive et décroissante, on pose

n+1
VneN,vn:/ f(t)dt

n

On a alors,
VneN, 0<upy1 = f(N+1) <vy<uy= f(n).

Les séries de termes géenérawpet v, ont donc méme nature par le théoreme de compa-
raison des séries a termes positifs, voir 2.4.2.

Or, siNp € N est tel quea < Np, on peut écrire,

N X N-+1
Ng<N<x<N+1= %vng/ f(t)dt< Zwvn.
n=No No n=No

X
On en déduit que la limite d}[ f(t)dt existe quanc — +oo si et seulement si la série
No

de terme générak, converge. Par suite, la fonctidnest bien intégrable suNg, +o[ et
donc aussi suja, +| si et seulement si la série de terme génaésalonverge. O

3.9 Intégrales généralisées des fonctions
ne gardant pas un signe constant.

On va maintenant étudier une notion qui, dans certains easygi de ramener I'étude de
I'intégrale d’'une fonction de signe quelconque a celle d'tonction positive :

3.9.1 Définition. Soit f une fonction localement intégrable sur I'intervadiemi-ouvert
[a,b[. On dit que f est absolument intégrable $aub| si | f| est intégrable sufa, b|.

X
En d’autres termes, ceci veut dire que la limite quatehd verd de/ |f(t)|dt existe.
a

3.9.2 Proposition. Soit f une fonction localement intégrable sur I'intervadkemi-ouvert
[a,b[. Si f est absolument intégrable sarb| alors f est intégrable suja, b et

/abf(t)dt’g/:\f(tﬂdt.

Démonstration.On utilise le critere de Cauchy pour les intégrales, coiralla.7.8 : soit
€ > 0 donné; sif| est intégrable suja, by, il existe un voisinag® (b) du pointb dans
[a, b tel que :

X/
x,X €V (b) :,/ (1) dt < e.
X

/XX/f(t)dtlg/XXl|f(t)|dt

/X)(f(t)dt

et de nouveau par le corollaire 3.7.8, la fonctioest intégrable sug, b[. De plus comme

Maison a:

Donc

x,X €V(b) = <E,
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pour toutx € [a,b[, on a

X X
/ f(t)dt‘ < / |f(t)| dt, en passant a la limite quaxdend
a a

versh, on obtient bien :

/abf(t)dt‘g/ab|f(t)|dt. 0

. sint o, .
3.9.3 Exemple. 1) Lafonction {t) = [eRY est absolument intégrable sur I'inter-

valle semi-ouverfl, +oo].
. cost o, o N
2) Lafonction gt) = — estintégrable et non absolument intégrable sur l'inter-

Vi

valle semi-ouverfl, +oo].
1) Pour la fonctionf, on écrit :
1 1

<.
1+t2~ 2

fOl<

—+

L'intégrale det—2 existe sur1, oo par la proposition 3.8.3 et le théoréme 3.8.1. Dénc
est bien absolument intégrable $iir+co|.
2) Pour la fonctiorg, on fixex € [1, 4] et on intégre par parties :

X sint]* 1 [Xsint
tdt=|—| += — dt.

/90 {ﬁL 2kt
X sinx

L VX

sint
La fonction| —
7

—sin1 admet pour limite-sin1 en+ et I'intégrale

/X sint dt

1 tyt

est absolument convergente € d’apres I'argument donné poudr On en déduit bien
que la fonctiorg est intégrable sufl, 4.

Pour voir queg n’est pas absolument intégrable sur cet intervalle, ort,&oour tout
neN:

(n+)m d 1 m q
t t>— cost| dt.
| e atz Wl)n/“ |

- 1 : .
En sommant sun, comme la série————— est divergente, on voit qug n’est pas

Vin+)m

absolument intégrable s{m, 4| et donc pas non plus s, +oo|.

Remarque. L'argument donné pour montrer I'intégrabilité desur[1, 4o est souvent
tres utile. Cependant on doit remarquer que le résultatajmation par parties n’est vrai
gue pour les intégrales de Riemann et qu’il n’y a pas d’anaqgpur les intégrales géné-
ralisées.

La proposition suivante est tres utilisée dans la pratique :

3.9.4 Proposition. Soit f une fonction continue sur un intervalle semi-ouyayt-oo|,
avec a> 0, telle qu'il existea > 1 vérifiant :tlim t?|f(t)] = 0 Alors f est absolument

intégrable sufa, +oof.
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Démonstration.Puisque la fonctiorf est continue, elle est localement intégrable sur I'in-
tervalle semi-ouverfa, +].

1
fOl < &
On peut donc appliquer le théoréme de comparaison, 3.8.llirgervalle [A,+o[ : la

D’autre part, comme li f (t) = 0, il existeA > atel que pout > A,

fonction de Rlemam;—[la étant intégrable en, f est bien absolument intégrable sur cet

intervalle.
O

Comme son analogue relatif aux séries numeériques, le tim&osaivant s’appelle le théo-
reme d’Abel :

3.9.5 Théoreme.Soit f une fonction définie sur I'intervalle semi-ouvgith|, continue,
positive, décroissante et tendant vers 0 quand x tend vers b.

Soit g une fonction localement intégrable sur I'intervadlemi-ouverta, b telle gu’il
existe M> 0, vérifiant :

Vx € [a,b],

/axg(t)dt‘ <M.

Alors fg estintégrable sug, b.

Démonstration.C’est une conséquence de la deuxieme formule de la moyetée- (
reme 3.5.1). Comme cette formule ne s’applique qu'aux fonsta valeurs réelles, on
décomposeg eng = g1 +1igz ou g; etgy sont a valeurs réelles. Il est clair que ces deux
fonctions vérifient aussi les hypothéses du théoreme @.Blusg vérifie la conclusion

du théoréme 3.9.5 si et seulemengset g, la vérifient. On peut donc supposer quest

a valeurs réelles.

Sous les hypothéses du théoréme 3.9.5, par la deuxiemeléodala moyenne, quels
que soient, v € [a,b], il existey € [u,V] tel que

/uvf(t)g(t)dt: f(u) /uyg(t)dt.

Yy y u
On écrit/ g(t)dt:/ g(t)dt—/ g(t)dt et on en déduit :
u a a

/uvf(t)g(t)dt' < Mf(u).

Commef (u) — 0 quandu — b, par le critere de Cauchy (corollaire 3.7.8), on obtienhbie
que fg est intégrable sug, by. O

Remarque. Ce théoreme s’applique en particulier lorsque la foncioest I'une des
fonctionse?t, sinAt, cosAt, avech € R* fixé etb = +oo.

3.10 Exercices sur le chapitre 3

3.1 Exercice. Soit f une fonction continue, strictement croissante sur I'vaée [0, a],
telle quef (0) = 0. On poseg = L.
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1) Calculer a I'aide de sommes de Riemann bien choisies :

a f(a)
/Of(t)dt—i—/o g(t)dt.

2) En déduire que, pour toat € [0,a] et € [0, f(a)] :
a B
ap g/ f(t)dt+/ g(t) dt.
0 0

3.2 Exercice.Poura,b € R, a < b, montrez que

b 1
. 2 n 2
lim [/ent dt} —e ¥,
n— 4o a

3.3 Exercice.Calculer une primitivé de la fonctionf (t) = pent définie sur l'intervalle

T
ouvert] — > 5[.

3.4 Exercice. Soienta € R et f > 0. Déterminer I'ensemble des coupl@s, 3) pour
lesquels I'intégrale généralisée
o t9nt
[ty
o 1+tP

est convergente.

3.5 Exercice.On étudie, selon la valeur @d’existence de I'intégrale généralisée

/+°° dt

0 14tasirft’

On distinguerales 4 cas suivans< 0, 0<a<1l,1l<a<2,2<a

Pour les 2 derniers cas, on découpera l'interville-co[ en sous-intervalles de la forme

T T : .
[nTT— E’mﬂ_ 5] et sur chacun de ces intervalles, on fera le changement deblar
t=nm+s.

3.6 Exercice. Soit f une fonction intégrable sur tout intervalle bornéRieelle que :

: B : Y
tlngoof(t) = ett_ll)rpwf(t) ="

Calculer

/+w(f(t+1)— F(1)) dt.

—00

(On pourra raisonner séparément gr-co[ et sur] — o, 0].)

3.7 Exercice. Construire une fonction positive et continue $iroo[, dont I'intégrale
généralisée existe sur cet intervalle mais qui n’est pasdeosui{O, +oo|.



§3.11. Corrigé des exercices sur le Chapitre 3 75

3.11 Corrigé des exercices sur le Chapitre 3

Corrigé de I'exercice 3.1

1) Soittg =0 < t; < --- < t, = a une subdivision quelconque du segmght] et pour
touti =0,1,...,n— 1 soitc; € [tj,tj,1]. Puisquef estintégrable suo,al, on a:

n—1

/af(t)dt: lim S (1 —t)f(c).
0 n—>+°°i:
De plus(f (i), €st une subdivision du segmé¢@y (a)]. Donc sid; € [ (ti), f (ti+1)],
ona:
f(a) n—1
| a0dt= tim S (i) - (1) g(h).

On choisit pour chaquie: ¢; =t 1 etd; = f(tj). On a alors :

a f(a) n—1
| fode+ [ o= im_ 3 (1= ) + (1)~ F) =af(@)

2) a) Supposong (a) < B < f(a).
Le raisonnement précédent implique :

/a f(t)dt+/f(a)g(t)dt:orf(a).
0 0

D’autre part,g étant croissante sif (o), 3],

D'ou

a B
/ f(t)dt+/ g(t)dt> af(a)+a(B—f(a)) =ap.
0 0

b) Supposons & B < f(a), on a alorsa > f~1(B). On démontre le résultat en échan-
geant les rOles dé etg.

Corrigé de I'exercice 3.2

Soitl, l'intégrale définie dans I'énoncé.
On remarque d’abord qu# € [a,b], e < e Doy

Sl

In= U:e‘”tzdtr < [e‘”az}'l'(b—a)r% —e¥(b—a)n.

Or (b— a)% tend vers 1 lorsque — +c0. DONC liMy_. 4o In < €.

Pour démontrer I'autre inégalité, on utilise la continul&éla fonctiore™" ena: ae >0
donné, on associe > 0 tel quea+ a < b et pour tout € [a,a+ a], et > e‘az(l— £).
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Alors :

b at+a ata
/ e gt > / e " gt > (1_8)”/ e dt=q(l—¢)"e ",
a a

a

d’ou I'inégalité :

D\H

Ih>oan(l—¢)e”

1 , .
Commean tend vers 1 lorsque — 4+, on en déduit

lim Ih>(1-¢)e”

n— o0

Ceci étant vrai pour towt > 0, on en déduit que

lim I,>e®
n—-+oo
Corrigé de I'exercice 3.3
On peut prendré& (x / P, dt que I'on calcule en intégrant par partie en posant :
dt
du=—-, u=tant
cogt’ ’
v=t, dv=dt.
D’ou
/ —dt = [ttant] / tant dt = xtanx+ In (|cog ).

Corrigé de I'exercice 3.4

On distingue les 2 bornes d’intégration :

En +o, la condition sur et B est —a > 1.
En 0, la condition sut et esta > —1.
L'ensemble cherché estdon¢(a,B) /a > —1letBf >1+a}.

Corrigé de I'exercice 3.5

On vérifie d’abord que toutes les fonctions qui interviermams cet exercice sont conti-
nues et positives, donc on peut appliquer les théoremesndeazaison du cours.

1) Supposona < 0. Alors,t? tend vers 0 ou est égal a 1 ési= 0) lorsquet — o donc
1 S
dans ce cas la fonctloni reste minorée pai lorsquet — 4 et elle n’est donc

tasinft

pas intégrable sur I’mtervall@ +oo].
2) Supposons & a < 1. Alors dans ce cas, on peut écrire, pbar|0, 4o :

1 1
< - <
1+t2 = 14tasirft
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1
est équivalente au voisinage ¢le a -» qui n'est pas intégrable en

. 1
Orla fonctlonl

1
+00. Donc la fonctlonﬁ n’est pas intégrable Slm), +oo].
asi
3) Supposons k a et posons, poun > 1 :
o i B etu _/+§ dt
" Jer 14tasicet . Jo  1+tesirPt

En effectuant le changement de varialble nrt+ s, on obtient :

+7 ds

Un = .
" Jop 1+ (nm+9)2sirts

On va, comme dans les 2 premiers cas, encagy@entre deux intégrales plus simples

obtenues en remplagafrtrr+ s)? par (nmr— 7—2T)a et (nmm+ g)a, soit :

/+z ds <ur </+z ds B
= 1+ (nmr+ T)asires — ~1 1+ (nm—D)3siPs

s . +2 ds
On peut calculer l'intégrale de Riemahn= /

—————— en effectuant le change-
~1 14Casirfs

ment de variablel = tans:

| — /+°° du B m

Jow WP(14+CH 41 (14ca)3

On en déduit les équivalences suivantes quatahd verst-ot :
T T

Vh = ~ ;

1+ (- 532 (m)?

T T
(1+ (nr+ D)z (nm)2
La série a termes positifs est encadrée par deux séries a termes pogitésw,, qui sont

convergentes si et seulementsk 2. La série de terme généma] est donc convergente
sia> 2 etdivergente si k a < 2.

Wn -

On pose, pouK > 0: F(X /
P P 1+tasm2t

Il est facile de voir qué( n7T+ Z U.

a) Pour 1< a< 2, F(nm+ E) tend vers+oo lorsquen — +o0 et doncF (X) ne peut pas
avoir de limite lorsquen — + et I'intégrale généralisée diverge.

b) Poura > 2, pour toutX > 0, il existen € N tel que :niT— 7—2T <X <nm+ 7—2T On peut
donc écrire :

T X dt
F(X)=F(nm—= / — .
x) ( 2)+ nm—J 1-+tasinft

LorsqueX — +, N — +o0 etF (n1— J) admet une limite finie. D’autre part, l'intégrale

X dt e . .
/ ——— est inférieure ai, 1 et donc tend vers 0 lorsqué— +. Lintégrale
n—J T 1 +tasinft
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généralisée existe donc bien dans ce cas et sa valeur eshilaesde la série de terme
généralu.

Corrigé de I'exercice 3.6

On découpe l'intégrale généralisée en deux, 'ung@uroo| et I'autre sur} — o, 0.
1) SoitX > 0, on peut écrire :

/Ox(f<t+1>—f<t>)dt :/::ftmdt_/xf(t)dt
—/ s)ds— /f t)dt
_/x+1 dt—/ Ot

Soite > 0. Puisquef (t) tend verd lorsquet — +oo, il existeA > 0 tel quet > A entraine
l—e<f(t)<Il+e.

X+1
On en déeduit que X > A, alorsl — ¢ < / f(H)dt<l+e.
X+1 X oo
D’ou XIirﬂ f(x)dx=1 et 'intégrale généralisé;l[ (f(t-+1)— f(t))dt existe et
oo 0

1 X
vautl—/ F(t)dt.
0

2) Pour l'intégrale généralisée sur «, 0], le méme raisonnement permettrait de démon-

trer que l'intégrale généralise’yé_00 (f(t-+1)— f(t))dt existe et vaut’ — /01 f(t)dt.

En rassemblant ces deux résultats, on en déduit donc qtegfale généralisée
/jua+n—m»m

existe et vaut —I".
Corrigé de I'exercice 3.7

L'idée est de construire une fonction, nulle sauf sur depigtgs intervalles ou elle prend
de grandes valeurs. Précisément, on défimar :

1 1
f(n)=n, f(n— on 53) = f(n—|—2 ) = 0 pourn> 0,

1
n] et surn,n+ ——|,

f est affi -
est affine sufn o o

f est nulle ailleurs.
On voit facilement qud est continue, positive sy, +-| et quef n’est pas bornée sur
[0, +-co].
. X : 1t
En revanche, pour tont > 0, I'intégraleF (X) :/ f(t)dt est majorée paj, Z)?
0 N

CommekF est une fonction positive croissante, ceci implique (¥) a une limite finie
lorsqueX — +o et donc que l'intégrale généralisée existe.



Chapitre 4
Suites et séries de fonctions

4.1 Convergence simple

On suppose quk est I'un des corp® ouC et queD est une partie non vide de.

4.1.1 Définition. i)  Une suite de fonctionéfy)ney de D dansK est une applica-
tion n— f, deN dans I'ensemble des fonctions de D d&hs

i)  Une suite de fonction§f,)neny de D dansK converge simplement vers la fonc-
tion f si quelque soit € D, la suite numériqug fa(t)) . converge vers (t).
On peut reformuler la propriéi de la fagon suivante :

4.1.2 Proposition. La suite de fonctionéfy)neny de D dansK converge simplement vers
la fonction f si et seulement si:

VteD, Ve >0, IN e Ntelquen> N = |fq(t) — f(t)| <e&.

4.1.3 Définition. i) Une série de fonctions de terme généralde D danskK
est un couple formé de deux suites de fonctions définies suréDvaleurs dansK

{(Un)nen, (Sn)nen} telles que

n

VteD, Vne N, s(t) = _%ui(t).

i) Pourtout ne N, u, s’appelle le terme général d’ordre n de la série de fonctions
et s, s’appelle la somme partielle d’ordre n.

iii)  Une série de fonctions de terme général défini sur D, a valeurs dankK
converge simplement et a pour somme s si quel que sodtla série numérigue de
terme général y(t) converge et a pour sommé s

iv)  Sila série converge simplement, pour toe D et n€ N, ry(t) = s(t) — sy (t)
s’appelle le reste d’ordre n de la série de terme général u

Comme dans le cas des séries numériques, on a :

+00
4.1.4 Notations.On notes = %ui. Ce qui veut dire :
i=

n

VteD, s(t) = nIing00 u;(t).
if
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Si la série de fonctions de terme généraktonverge simplement et a pour somsen
peut donc écrireVt e D, Vne N,

n k +00
0= Jm 5 w3 um = im > un= 3 u)

La convergence de la série de terme génagél) s’exprime par la convergence de la
n

suite des sommes partiellggt) = Z)Ui (t). On peut donc reformuler la propriéi§ de
i=
la définition 4.1.3 en :

4.1.5 Proposition. La série de fonctions de terme généralde D dansK converge sim-
plement et a pour somme s si et seulementist,D , Ve >0, IN € N tel que :

_iun(t) —s(t)

Remarquons que dans ces définitions et propositions sunigeggence simple, I'entier
N peut dépendre de: il N’y a pas en général un entidr qui marche pour toute D. A
cause de cela, la convergence simple des suites ou sériesali®fis ne transmet pas, en
général, les propriétés de la suite a sa limite ou de la sé&@esamme.

Donnons des exemples :

N> N = [sa(t) - s(t)] = — ()| < e.

4.1.6 Exemple. i) La suite de fonctions continues définie pour toat[D, 1] par
fn(t) =t",
converge simplement vers la fonction discontinue f telke:qu
{ ft) =0 site[0,]]
f(1) =1

i) La série de fonctions continues définie pour togt [0, ] de terme général

Un(t) = sinftcod't,
converge simplement et a pour somme la fonction s, disamén 0, telle que :
sirtt m
site€]0, =
—Co ] 2]

L
o

~—
OpR

4.1.7 Exemple. i) La suite de fonctions dérivables définie poutnl et pour
t € [0, 11/2] par
sinnt
fa(t) = —
I’l( ) \/ﬁ )
converge simplement vers la fonction
Par contre la suites des dérivées

fa(t) =

ncosnt

N = y/ncosnt,
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ne converge pas vers 0 qui est pourtant la dérivée de la lidesg f,) e
i) La série de fonctions dérivables définie pour2 et pour te [0, 11/2], de terme

général

sinnt  sin(n— 1)t
Un<t) = — 5

/N vn—1

converge simplement et a pour somme la foncti@mnt.
La série des dérivées ne converge pas.

4.1.8 Exemple. i) La suite de fonctions définie pap(f) = nt(1—t2)" pour tout
t € [0,1] converge simplement vers la fonction nulle. Par contre,

") - t2)ndt— "
/0 o) t:n/o (L )dt= o

Cette suite converge vetg2 qui n’est pas égal a I'intégrale de la limite d¢$,)nen SUr
[0,1].
i) La série de fonctions continues définie pourr, de terme général

Un(t) = nt(L—t)"— (n— Dt(1—t?)"Y),

pour tout te [0,1] converge simplement et a pour somme 0. L'intégrale dsun [0, 1]
. . n n—1 L . .
vaut d’apres le |)T_|_2 ~ o La série dont le terme général est I'intégrale desur

[0,1] converge donc verk/2, puisque

n < i i—l) n 1
. - - - —n——+o0w <
2\ @2 3 ) " ez 2

qui n’est pas l'intégrale de la somme de la série de terme igéng sur [0, 1].

Pour que les propriétés de la suite ou de la série, se tramsrnhatla limite de la suite
ou a la somme de la série, on est donc amené a définir une ceneerglus forte, la
convergence uniforme.

4.2 Convergence uniforme

4.2.1 Définition. Une suite de fonctionéf,)nen de D dansk converge uniformément
vers la fonction f si:

Ve>0,3dNeNtelquen>N=VvteD, |[fo(t) - f()| <e.

Cette définition s’écrit encore :

4.2.2 Proposition. La suite de fonction$f,)nen de D dansk converge uniformément
vers f si:

Ve >0, IN € Ntelque n> N = sup|fa(t) — f(t)| < €.
teD
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4.2.3 Définition. Une série de fonctions de terme générade D dansK converge uni-
formément et a pour somme s si :

Ve >0, IN € N tel que

N>N=WteD, |st)—st) = =|r(t)| <e.

iu(t) —s(t)

On peut également reformuler ceci en :

4.2.4 Proposition. La série de fonctions de terme général de D dansK converge
uniformément et a pour somme s si et seulement si :

Ve >0, 9N € N tel que

n

Z}un(t) —9(t)

N> N = sup|sn(t) —s(t)| = sup
teD teD

— suplr(t)] < .
teD

On peut définir une norme sur I'ensemble des fonctions beragéeun ensemblB, qui
est directement reliée a la convergence uniforme des suitesries de fonctions :

4.2.5 Définition. Soit f une fonction bornée sur D, alors on appelle norme detaver-
gence uniforme de f, le nombre défini par :

1]l = sup{[f(t)] |t < D}.

Grace a cette norme, on peut écrire trés simplement la apenvee uniforme des suites et
séries de fonctions :

Remarque. 1) La suite de fonction$f,)neny cOnverge uniformément verfssi et
seulement si la suite numériquef, — ||, )nen coOnverge vers 0.

2) La série de fonctions de terme généuglconverge uniformément et a pour
sommes si et seulement si la suite numériguis, — 9|, )nery converge vers 0.

La différence essentielle entre les définitions 4.2.1 eB34sfr la convergence uniforme
des suites et séries de fonctions et leurs analogues paamiargence simple, définitions
4.1.1 et 4.1.3, est qu’ici I'entidd ne dépend pas de= D : il est le méme pour tous lés
dansD. Cette constatation permet de montrer la proposition steva

4.2.6 Proposition. i)  Si une suite(fy)ney converge uniformément vers f, elle
converge simplement vers f et la réciproque est fausse.

i) Siune série de terme générg| converge uniformément et a pour somme s, elle
converge simplement et a méme somme. La réciproque estfauss

Démonstration. i)ll suffit de remarquer que si syp, | fa(t) — f(t)| tend vers 0 quand
n — 40, alors, pouty fixé dansD, fy(to) — f(to) tend vers 0.

Voici un contre-exemple montrant que la réciproque de gatiposition est fausse :

la suite de fonctions de I'exemple 4.16(t) =t" pourt € [0,1] converge simplement
vers la fonctionf telle quef(t) =0sit € [0,1] et f(1) = 1.

Or suRjo,q7 | fn(t) — f(t)| = SURc(o 1 t"| = 1 ne tend pas vers 0 quane- + donc cette
suite ne converge pas uniformement gud].
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i) De la méme maniere, si sup |S(t) —s(t)| tend vers 0 quand — oo, alors, poutg
fixé dansD, sy(tp) — S(to) tend vers 0.

De méme, pour montrer que la réciproque de cette propossbifausse, donnons un
contre exemple :

la série de fonctions de I'exemple 4.1.6, de terme géngta) = sir’tcos't défini pour

t € [0, 11/2] converge simplement mais non uniformément car :

= : sirftcod1t
sup |r(t)|= sup siftcost| = sup |——Mm—| =2,
te[0,71/2] tefo,m/2] |i=Gi1 xelom/z | 1—codt
puisque :
_sirftcodttlt
Iim—— = O

t—0 1-—cost

Il existe un critere de Cauchy uniforme, qui permet de telst@monvergence uniforme
d’une suite ou d’une série sans connaitre sa limite ou sa amm

4.2.7 Théoreme.Critére de Cauchy uniforme.
i)  Une suite de fonction§fn)nen de D dandk converge uniformément si et seule-
ment si :
ve >0, IN € Ntel que p,q> N = sup| fp(t) — fq(t)| < &.
teD

i) Une série de fonctions de terme généralde D dandsK converge uniformément
si et seulement si :

<E&.

p
Z Ui (t)

ve >0, 3N e Ntel que p,g > N = sup|sp(t) — sq(t)| = sup
teD =1

teD

Démonstration. iSupposons quéfy)nery converge uniformément vefssurD. Alors :
Ve>0,3INeNtelquen>N=VvteD, [fo(t) - f()| <e.
D’ou

pg>N=VvteD,

folt) — fo(t)] < [ fp(t) — F(0)] + | fg(t) — F(1)] < 22.

On a donc bien le critere de Cauchy uniforme.
Réciproguement, si

ve>0,3NeNtelquep,q>N=WteD, |fp(t) - fy(t)| <&,

pourt € D fixé, la suite de nombred(t))nen €st de Cauchy daris, donc converge vers
un nombref(t). Dans le critere de Cauchy, on peut alors faire terpvers +o et on
obtient :

ve>0,3INeNtelquep>N=VteD, |fo(t)— f(t)| <e.

Ceci montre que la sulitef, ) neny converge uniformément vers

i) La démonstration de cette propriété pour les séries estitaeng@ie pour les suites en
raisonnant sur la suite des sommes patrtielles. O
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Comme dans le cas nhumérique, proposition 2.3.6, [Bsuséries de fonctionde critéere
de Cauchy uniforme a un corollaire, que I'on utilise beaycpar sa contraposée, pour
montrer qu’une série de fonctions ne converge pas uniforeném

4.2.8 Corollaire. Si la série de fonctions de terme généralde D dansK converge
uniformément sur D, alor§un||,, = SURcp |un(t)| — O quand n— co. La réciprogque est
fausse.

Démonstration.ll suffit d’écrire :
[|Unl[e, = Sup|un(t)| = sup|sn(t) — sn-1(t)],
teD teD

et d’appliquer le critere de Cauchy uniforme.

Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de peende série dont le terme
général est une fonction constante, qui diverge et dontrieetgénéral tend vers 0 a
I'infini comme en 2.3.6. Par exemple la série de fonctionsstamtes, de terme général

1 :
un(t) = - n> 1, pour toutt convient. O
On a pour leséries de fonctionsune notion de convergence,danvergence normale
qui implique la convergence uniforme et qui dans la pratiegtesouvent facile a vérifier :

4.2.9 Définition. Une série de fonctions de terme génératanverge normalement sur D
si la série numeérique a termes positifs de terme géngrgl,, = sugp |un(t)| converge.

Le terme convergence normale correspond au fait qu’ellpsime a I'aide de la norme
de la convergence uniforme définie dans la définition 4.2.5 :
Cette notion de convergence est plus forte que la conveegamtorme caron a:

4.2.10 Proposition. Si la série de fonctions de terme générglaonverge normalement
sur D, elle converge uniformément sur D.

Démonstration.On peut écrire :

p p
sup > ui(t)| < H supui(t)].
teD i_%—l i_%,.ltED

Si la série numérique de terme general;sgfun(t)| converge, elle vérifie le critére de
Cauchy et I'inégalité ci-dessus prouve que la série de tgénéral, vérifie le critere de
Cauchy uniforme. Donc elle converge uniformément3ur O

Remarque. La réciproque de cette propriété est fausse : la série de¢idmsade terme

- -1H" : . :
généraluy(t) = (n-i—)t , n> 1, est uniformément convergente mais non normalement
convergente sup, 1].

En effet, cette série de fonctions n’est pas normalememnergante car

(="

n4t

1

|Unlle, = sup
te[0,1]

bl

n

et cette série numérique est divergente.
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Pour montrer la convergence uniforme, on utilise la majonadu reste d’'une série alter-
née, voir 2.5.2 :

vt € [0,1], |ra(t)| <

(=" 1
n+1-+t n+1|

Par suite, suprp(t)| — 0 quandn — o et on a bien convergence uniforme §irl].
te[0,1]

. - .y sinnt g
4.2.11 Exemple. i) La série de terme général(t) = —z "> 1, définie suiR

converge normalement car :

1

sinnt
n2’

Junll = sup 25

teR

i) Soitr€]0,1]. La série de terme général(z) = 2" définie sur le disque Dcentré
a l'origine, de rayon r, converge uniformément sur ce disgaie:

[Un|l = SUP|Un(2)| =r".
zeDy

Remarque. Dans toutes les définitions et propriétés de ce paragraplignhaineD est
fondamental. Dans I'exemplg ci dessus, on a convergence uniformeBupourr < 1
mais pas subj.

4.3 Continuité des limites et des sommes
pour la convergence uniforme

4.3.1 Théoreme.Soit (fy)nen Une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pournaul, f, est continue en

un point de D, f est aussi continue ep t

On peut alors écrire :

f(to) = fim f(t)=lim lim fo(t)

t—tgn—+o0
= Jim, o) = lm_im 0

ce qui est un cas d’interversion de limites.

Démonstration.Puisque la suitéfy),ny converge uniformément veffs on a :

Ve>0,3INeNtelquen>N= Vte D, |fo(t)—f(t)| <

Wl m

€ > 0 étant fixé, écrivons la continuité de la fonctifjpenty :

dn > 0tel quelt —to| < n = |fn(t) — fn(to)] <

Wl m

Pour toutt € D, on peut alors écrire :

[f(t) = f(to)] = [f(t) — fn(t) + fn(t) — fn(to) + fn(to) — F(to)]
(1) — fn ()[4 [ fn(t) — fn(to)] 4| fn(to) — f(to)] .

IA



86 Chapitre 4. Suites et séries de fonctions

Doncsift—tg| <n,ona

[£(t) — f(to)| <
Ceci prouve la continuité dé enty. O

4.3.2 Corollaire. Soit (fy)ney Une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pourn@ul, f, est continue sur
D, f est aussi continue sur D.

4.3.3 Théoréme.On consideére une série de fonctions de terme géngraléfini sur un
domaine D, qui converge uniformément et a pour somme laitonstsur D. Si pour tout
n € N, uy est continue en un poing tle D, s est aussi continue gn t

On peut alors écrire :

—+00
S(to) = tlﬂlo ui(t)
i=

- S ul) = 3 fmu(o)

ce qui est un cas d’interversion de limite et somme infinie.

Démonstration.On applique le théoréme 4.3.1 a la suitg) ey des sommes partielles
de la série de terme générgl, qui sont continues comme sommes finies de fonctions
continues. O

4.3.4 Corollaire. On considére une série de fonctions de terme géngraléfini sur un
domaine D, qui converge uniformément et a pour somme laifonstsur D. Si pour tout
n e N, u, est continue sur D, s est aussi continue sur D.

On utilise souvent ces résultats par contraposée : en @mreexemple 4.1.6, on retrouve
immédiatement :

4.3.5 Exemple. i) La suite de fonctions continueg(f) = t" converge simplement
vers une fonction f, discontinue si@; 1]. Elle ne converge donc pas uniformément sur
cetintervalle.

i) La série de fonctions continues de terme généiedtcos't converge simple-
ment sur]0, 17/2] et a pour somme une fonction discontinue. Elle ne converge das
uniformément sur cet intervalle.

La convergence uniforme des suites ou séries de fonctidissiffisante mais non néces-
saire pour assurer la continuité des limites ou des somneeglu3, en général, on ne peut
pas appliquer directement les résultats de continuitéidetes de suites de fonctions,
théoreme 4.3.1, et de sommes de séries de fonctions, thédr8(8, sur le domaire en
entier et on est obligé d'utiliser un argument, dit de satona Donnons deux exemples :

4.3.6 Exemple. 1) La suite de fonctions,ft) = n’te™™ ne converge pas unifor-
mément suf0, +oo[ mais sa limite est continue s{0, +oo|.

2) Lasomme de la série de fonctions de terme génr}]{?ral> 1, est continue sur
J1, oo
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Démonstration. 1)a suite de fonctionéf,)nen converge simplement vers 0 §0r+oo|
qui est bien une fonction continue.
Par contre, la convergence n’est pas uniforme. En effet, gt 3= ne " (1 — nt), cette

. 1 n
fonction s’annule eh=—et sup fy(t)= fn(ﬁ) =ghne tend pas vers 0 quand- +co.
te[0,+oof

En revanche, il est facile de voir que la suite de fonctiding,cy converge uniformément
vers 0 sur tout intervall@, +o[, poura > 0.

2) Soita> 1. On peut écrire :
1 1

La série numérique de terme geneﬁglest convergente. La série de fonctions de terme

o1 : )
generalﬁ est normalement convergente donc uniformément convergemia, +oo| et

sa sommes est continue sur cet intervalle. Comme ce raisonnemengésble pour tout
a> 1, sest continue sur tous les intervalles+o[ aveca > 1 donc aussi sur leur réunion
qui est exactement I'intervall@, +oof. O

4.4 Dérivabilité des limites et des sommes
pour la convergence uniforme

Pour pouvoir parler de dérivation, on va se placer sur umvatie ouvertl C R.

4.4.1 Théoréme.Soit (fy)neny UNe suite de fonctions définies et dérivables sur un inter-
valle | € R telle que :

1) Il existe p € | tel que la suite numeriquéf,(to) )nery CONVerge

2) La suite des dérivédd])nny converge uniformément sur tout sous-intervalle
borné de | vers une fonction g.
Alors, la suite(fn)neny converge uniformément sur tout sous-intervalle borné ders v
une fonction dérivable f telle qué # g.
On peut alors écrire, pour toutd 1,

/

f'(t) = lim fy(t)

n— 4o

= lim f(t),

n—-+oo

ce qui est un cas d’interversion de limite et de dérivation.

Démonstration.Soit 1’ un sous-intervalle borné decontenanty et soit|l’| sa longueur.
Soite > 0 fixé. On peut écrire le critere de Cauchy uniforme pour lgesuj,)nery surl’ :
€
IN e Ntelquep,g>N=Vtel’, |fi(t)—fy(t)| < 20

Pour chaque couplp,q > N, appliquons le théoreme des accroissements finig arta
fonction f, — fq : pour toutt € 1,
|[Fp(t) = fa(t)] = [fp(to) — fa(to)]| < [t—1tol tsulp\ fo(t) — fq(t)]
= !
<|t—tol 5777



88 Chapitre 4. Suites et séries de fonctions

Donc pour tout €1’,on a:

&
Par hypothése, la suitefn(to) )nery CcONverge ; par suite, elle est de Cauchy et il existe
N’ € N tel que
p.a >N = | fp(to) — fy(to)| <

NI ™

On en déduit que :
E €
p.a>sup{N,N'} = vtel’, |[fo(t) — fy(t)| < sts=¢

Ceci prouve la convergence uniforme de la s(ftg < surl’. Soit f sa limite.
En reprenant la formule des accroissements finis ci-dessus pointt; € I’ et en divisant
par|t —ti|, on peut écrire p,g> N =Vt € I', t # 1,

fp(t) — fqlt)  fp(t) — fq(ts) fot) = fplty) _ fq(t) —fq(ty)| _ &

t—11 t—1; t—11 t—11 _2“/‘.

En revenant au début de la démonstration, on a vu que I'onsa aus

&
pa>N= vtel |[fi(t)—fyt)| < 2

En définissant la suite de fonctio(f, ) ey par :vVn € N,
o) = =

-t
Pn(t) = falta),

ces propriétés montrent que la sufis)neny converge uniformément suf. Soit ¢ sa
limite.

La suite(¢n)nen €St une suite de fonctions continuestenar puisque par hypothese, les
fonctionsf, sont dérivables ey et on peut écrire :

im ¢n(t) = lim O I gy g,

t—ty t—tq t—tl
En appliquant le théoréme 4.3.1, on voit que la lingitde (¢n)nen €St continue ey et
que

pourt #tg

b(t) = glt) = lim (ty) = fim fim (0= fnta)

Nn—--o00 n——4ot—ty t_t<1

. . fn(t) — fu(t . f(t) —f(t
= lim lim M = lim A

t—ty n—+oc0 t—1; t—t; t—1tq

On en déduit que la dérivée deau pointt; existe et vaut
/ o L !
F(t) =g(t) = lim_fa(ty).

Puisque ceci est vrai pour tayte I’, ceci prouve bien qué est dérivable sul’ et que sa
dérivée est la limite de la suitd/ )<y, C'est-a-dire qug = f'.

Comme on a choisi pour' un sous-intervalle borné quelconque Ideontenanty, le
raisonnement précédent prouve que la Uity converge uniformément sur tous sous-
intervalles bornés decontenantp. Donc la limite f de la suitg f)nen €St dérivable, de
dérivéeg sur tous sous-intervalles bornésldmntenanty et par suite surtout entier. [
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4.4.2 Corollaire. Sous les hypothéses du théoreme 4.4.1, si de plus, lesoiomtisont
continues sur |, alors la limite f a une dérivéécbntinue sur .

Démonstration.Comme sous les hypotheses du théoreme 4.4.1, la($fjjte converge
uniformément sur tout sous-intervalle bornél dé suffit d’appliquer le théoréme 4.3.1 :
la limite f’ de la suite( f;))ney €St continue sur tout sous-intervalle bornd @¢ donc sur

| tout entier. O

Remarquons que la convergence uniforme de la suite de dorsatie suffit pas a assurer
la dérivabilité de la limite :

: . L. 1
4.4.3 Exemple.La suite de fonctions dérivables(f) = (t*+ ﬁ)l/2
uniformément suR vers la fonctiont|, qui n’est pas dérivable en 0.

, h > 1 converge

En effet, pourtout e Rona:

1 1
t| < 2+ =) Y2 < |t|+ =
<@+ )2 <pt/+ -

D’ou L
VER, [folt) ~ It < .

Cette inégalité implique la convergence uniforme de leesuif)ney Vers la fonctiont|.
D’aprés le théoréme 4.4.1, la suite des dérivées ne conpagyeniformément suk.

On utilisera beaucoup le cas particulier du théoreme 4uivhst :

4.4.4 Corollaire. Si la suite de fonctions dérivablédy),.n converge simplement sur
| vers f et sila suite des dérivées converge uniformémentosis les sous-intervalles
bornés de | vers g, alors f est dérivable ét=fg sur I.

On va maintenant étudier la dérivabilité des sommes dessgérie

4.4.5 Théoréme.Soit | un intervalle d&R. On considere une série de fonctions de terme
général w, dérivable sur | telle que

1) Il existe p €| tel que la série numérique de terme générgltg) converge

2) Lasérie des dérivées, de terme généfatanverge uniformément sur tout sous-
intervalle borné de | et a pour somme une fonctmn
Alors, la série de terme généra) sonverge uniformément sur tout sous-intervalle borné
de | et a pour somme une fonction dérivable s telle ue .
Avec la notation des sommes infinies, ceci s’écrit :

o /
s(t) = ( Zoun(t)>

ce qui est un cas d’interversion de somme infinie et de dévivat

Démonstration.|l suffit d’appliquer le théoreme 4.4.1 3 la su{g)neny des sommes par-
tielles de la série de terme généugl qui sont dérivables comme sommes finies de fonc-
tions dérivables. O
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On obtient également les corollaires suivant pour les séiegfonctions :

4.4.6 Corollaire. Sous les hypothéses du théoreme 4.4.5, si de plus, lesoimndtisont
continues sur I, alors la somme s a une dérivésositinue sur .

4.4.7 Corollaire. Si la série de fonctions dérivables, de terme génésalanverge sim-
plement sur | et a pour somme s et si la suite des dérivéesrgameiformément sur tous
les sous-intervalles bornés de | et a pour sonamalors s est dérivable et s- g sur .

4.4.8 Exemple.Soit0O <r < 1let|=[—r,+r]. On considére la série de fonctions définies
tn+l
sur |, de terme généralt) = :
genérahlt) = g

La série numérique de terme génargl0) converge (c’est la série nulle!) et la série des

dérivées de terme génétdiconverge uniformément suid’apres I'exemple 4.2.1(i).
+oo Nl

La sommes(t) = Z)
EHn+1

est donc dérivable et sa dérivée vaut :

+00 N 1

tI’H—l

+00
Commes(0) = 0, on en déduit qus(t) = =—In(1-1).
(0) quet) = 5 o = ~In(L-1)

4.5 Intégration des limites et sommes pour la convergence idarme

4.5.1 Théoreme.Soit( fn)neny UNe suite de fonctions définies et continues sur un intervall
[a,b] deR et qui converge uniformément vers une fonction f [gsub]. Alors, la suite
b

b
numérique(/ fa(s)ds),_ converge et a pour Iimit?/ f(s)ds.
On peut alorsa écrire : 2

b b
/ f(sds = lim [ fn(s)ds

n—-+oo a

:/: <nin+qw fn(s)) ds

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’intégrales.

t
Démonstration.Pour toutn € N et pour toutt € [a,b], on poseR(t) = / fn(s)ds Les

a
fonctionsF, sont dérivables sya, b] comme intégrales de fonctions continues et de plus

vt € [a,b], F(t) = fa(t).

D’aprés I'hypothése, la suitéF!) - converge uniformément sia,b] et comme pour
toutn € N, Fy(a) =0, la suite numériquéFn(a))neN converge. On peut donc appliquer le
théoréme 4.4.1 & la suitén )y : cette suite converge uniformément $ayb| vers une
fonctionF telle queF’ = f etF(a) = 0. On en déduit :

vt e [a,b] F(t):/tf(s)ds

a
En particulier pout = b,
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4.5.2 Exemple.Soit( fn)new la suite de fonctions définies sii, 1| par :

fa(t) =t"(1-t)".

1 1 L
Comme pout € [0,1], 0<t(1—t) < gona VneN, 0< fy(t) < ik Ceci implique
que la suite de fonctions continug,)nen converge uniformément vers 0 q0r1].

1
La suite(/ s'(1-9)"ds),,, converge vers 0.

0
4.5.3 Théoreme.On considére une série de fonctions de terme géngratéfini et
continu sura, b, qui converge uniformément sja&; b| et a pour somme s. Alors, la série

numérique de terme gener@/ Un(t dt) converge et a pour somn}é t)dt.
On peut alors écrire :

b +o0 b
s(t)dt = Un(t) dt
/a = n/?fiuﬂt)) dt,

ce qui est un cas d’interversion de somme infinie et d’intiégra

Démonstration.On applique le théoréme précédent 4.5.1 a la S8Ry des sommes
partielles de la série de terme généugl qui sont continues sug,b] comme sommes
finies de fonctions continues . O

t2n
4.5.4 Exemple.On considére la série de fonctions de terme générdlu= —— )’ , défini
sur 0, 1].

t2n 1
C t€]0,1],0<
ommevt € [0,1], 0 < 2n) = (2n)

mément (proposition 4.2.10) s{0,1]. D’apres le théoréme précédent, on a donc, pour
toutx € [0,1] :

+oo 21 X t2' x [+ 2 X
dt—/ cosht dt = sinhx.
Z) 2i+1)! / /o Z)(Zl) 0

4.6 Exercices sur le chapitre 4

cette série converge normalement donc unifor-

4.1 Exercice.Pourn > 1 etx €]0, +oo[, on définit la suite de fonctiond)new par :
fn(x) = n|Inx|".

1) Déterminer le domaine de convergence sinipkge cette suite de fonctions.

2) Etudier la convergence uniforme de la suifg)neny SurD et sur les sous-intervalles
fermeés bornés db.



92 Chapitre 4. Suites et séries de fonctions

4.2 Exercice.Soita un nombre réel strictement positif. On considére la suit®detions
définie sur l'intervallg0, 1] par :

n>1, fa(x) =nxX"(1—x)“.

1) Montrer que la suite de fonctioridn )y converge simplement sur I'intervall@, 1] et
trouver sa limite.

2) Montrer que la suite de fonctior{$n)ncny cOnverge uniformément vers sa limite sur
I'intervalle [0, 1] si et seulement gt > 1.

3) On suppose & a < 1. Montrer que la suite de fonctiofi$,)nen cOnverge uniformé-
ment sur le segmeiid, a] pour touta € [0, 1[.

4.3 Exercice. Soit a un réel strictement positif. Pour toante N, on désigne pau, la
fonction définie pouk € [0, +-oo[ par :

Un(X) = e .

1
1) Calculer lim =1 .
) Calcu er lim — Nunp(X) pourx >0

2) En déduire que pour toat> 0, la série de fonctions de terme générglx) converge
simplement suf0, +oo].

3) a)Pour|z] < 1, calculer’)’ nZ".
n=1

—+00
b) En faisant un changement de variable, en déduire la sos(xne- Z un(X) pour
n=1
toutx € [0, 4-oo].

4)a) Calculer sup un(X).
x€[0,+-oo]

b) En déduire que la série de fonctions de terme géngfa) converge normalement
sur[0, o] si et seulement € > 4.

5) Soit a = 4. On cherche a montrer que dans ce cas, la série de fonctidxsne
converge pas uniformément g0 +oo|.

a) Trouver un réeC > 0 tel que

2N
2
YN* e N, Zwun(XN) > C avecxy = “N'
n=

2N
b) En déduire que sup $ up(X) ne tend pas vers 0 quah— +oo.
x€]0,4-o0[ n=

c) Conclure.
6) On suppose toujours que= 4.
a) Montrer que lin}_,o+ S(x) = 1.
b) Retrouver la conclusion de la questidhn
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4.4 Exercice.Démontrer les inégalités, pourOx < 1:
0<e&—1-x< 24

Soit

Up(t) =exp2™ -1t e R, ne N*.
1) Déterminer 'ensembl® des réelg € R pour lesquels la série de fonctions de terme
généraluy(t) converge.
2) Soit a > 0. Etudier la convergence uniforme sur l'intervale+o[ de la série de
fonctions de terme général.

3) Soitsla somme de la série de fonctions de terme géngrdttudier la continuité de la
fonctionssurD.

4) Trouver un équivalent pows(t) quandt tend verst-oo.

4.5 Exercice.On considere la suite de fonctidofy, ) n+ définie par :

. 1 1 . . .
fo(t) =0 sit > o fn(%) = 2n, f,(0) = 0 et f, est affine continue sur les intervalles
RPN
2n° " '2n’n”

- . 1 .
1) Expliciter les fonctiond, pourt € [0, ﬁ] et les représenter sur un graphe.

[07

2) Vérifier que pour tout € [0,1], fy(t) — 0 quandn — +oo.
3) Montrer que pour tout € N :

1
/0 fo(t) dt = 1

4) Pourquoi le théoreme 4.5.1 ne s’applique t-il pas ?

4.7 Corrigé des exercices sur le Chapitre 4

Corrigé de I'exercice 4.1

1) Pour|lnx| < 1, la suite numériquéf,(x)) __, converge vers 0 et polinx| > 1, la suite

neN
: . 1

numérlque(fn(x))neN diverge. Dond :]E,e[.

2) On remarque que suginx|" = n donc la suite de fonctionsfy)nen NE converge pas

) | xeD
uniformément sub.

Soit [a, b] C]E, e[ un sous-ensemble compact@e

Alors sup n|Inx|" = nsug|Inal, |Inb|)" — 0 lorsquen — 4o, donc la suite de fonctions
x€[a,b
(fn)neny converge uniformément sia, bj.

Corrigé de I'exercice 4.2

1)Si0<x< 1,nX"— 0 lorsquen — +oo.
Six=1, fr(x) =0.
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Donc la suite de fonctionsf,)n>1 converge simplement vers 0 lorsque- +o.
2) On cherche le maximum de la fonctidpnsur l'intervalle[0, 1]. Pour cela, on calcule :

fl(x) =" (1-x)"(n— (n+a)x).

n : : A
En posani, = a on voit quef, est croissante su®, x| et décroissante six, 1].

fn atteint donc son maximum eq et celui-ci vaut :

a a a
Mn= fa(%) =n(1+—)"" @ onsteo (=)0,
0= fol) = (14 ) ()T~ ()
CommeM;, — 0 lorsquen — +oo si et seulement st > 1, la suite de fonction&fp) e
converge donc bien uniformément vers 0 Jd| si et seulement s > 1.

3) On suppose & a < 1. Sia€ [0,1] est fixé, comme lim, Xy = 1, Sin est assez
grand,x, > a, donc la fonctionf, est croissante sur le segméta] et de plus, lorsque
n— 4o :
sup |fa(X)| = fn(a) — O.
0<x<a
La suite de fonctionsfn) ey converge donc bien uniformément sur le segni@rat pour
touta € [0, 1].

Corrigé de I'exercice 4.3

1 1
1) Pourx >0, on a :- Inun(X) = ﬁ(lnn-i—alnx—nxz).

.1
D'ou lim ﬁlnun(x):—x2

n— 4o
2) Pourx > 0 fixe, la série a termes positits(x) vérifie nIir+n V Un(X) = e <1.0n
peut donc appliquer le critére de Cauchy : la série de fonstde terme général,(X)
converge. Ceci étant vrai pour taxut- 0, on en déduit que la série de fonctions de terme

généraluy(X) converge simplement si@, +oo[. Enx = 0, la série de fonctions est nulle
donc convergente de somme nulle.

Z (o)
3)a)Pourz<l, —— =Y nZ\.
24

b) Posong = . On en déduit que powr> 0, 2 1

4) a) Etudions le maximum dey, sur]O, +oo] :

a
Uj(x) = me—1g—n¥ (a—2m). Doncuy(x) =0 <= X=X = o
a8/2 . A
i ' ey
U, admet un maximum au poiRk et un(X,) = Spaai® =

- - -y : a
b) La série numérique de terme gene;gﬁ‘—l converge si et seulement gl— 1>1
har2—

c’est-a-direa > 4, ce qui implique le résultat.
5) Poura = 4, la série de fonctions de terme générdlx) ne converge pas normalement
sur|0, 4-oo|.

2

2 w4
a) PourNgngZN,un(xN)2n<N> e N Zﬁe .
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2N
D’ou Zw un(xn) > 4e 4 =C.

n=

2N 2N 2N
b) On en déduitque sup $ un(x) > Zwun(XN) >Cetdonc sup Zwun(x) ne tend
X€]0,+o0[ n= n= X€]0,4-00[ n=

pas vers 0 quand — oo,

c) La série de fonctions de terme générglx) ne vérifie pas le critere de Cauchy uniforme
et donc ne converge pas uniformément|Su#-oo].

6) a) On remarque quElL — e‘xz)2 ~ x* quandx — 0. Doncs(x) ~ e¥~1 quandx — 0.

b) Commes(0) = 0, la somme de la série de fonctions de terme gém’a(‘aii’”"2 est
discontinue sujo, +oo[ et par suite la convergence ne peut pas étre uniforme surteet i
valle.

Corrigé de I'exercice 4.4

On posef (x) = & —1—x etg(x) = & — 1 —x— 2x2. On vérifie quef (0) = g(0) = 0,
que f est croissante su®, 1] et queg est décroissante s{0,1]. Cela implique bien que
f(x) > 0 etg(x) < 0sur[0,1].

1) Sit <0, alors la suitéun(t))nen+ N€ converge pas vers 0 quamtend verst-oo, donc
la série de terme génénal(t) diverge.

Sit>0,o0na2™— 0 lorsquen — 4o, et par conséquentiy(t) ~ 2~ (n — +-0).
La série géométrique de terme général'Ztant convergente cé2 | < 1, il résulte du
théoreme des équivalents pour les séries a termes positftacsérie de terme général
un(t) converge.

Conclusion D =R

2) Pour chaquea € N*, la fonctiont — un(t) est positive et décroissante sar+o|, car

U, (t) = —n(In2)2 " exp(2~") < 0 quel que soit € [a, +].

DoNc SUR. (3 4« Un(t)| = Un(a).

Puisque la série numeérique de terme généy@) converge, la série de fonctions de terme
généralu, converge normalement donc uniformément|sui-oo .

3) Fixonsty € D = R.. Soita > 0 tel quea < tg. Pour chaque € N*, un est une fonc-

tion continue surfa, +[. De plus, la série de fonctions de terme génératonverge

uniformément sufa, +|. D’aprés le théoréme de continuité pour les séries de fomsti
uniformément convergentes, la fonctisast continue suja, +[. En particulier, elle est
continue erig cartp € |a, +].

Le pointty € R* étant quelconque, on déduit gsiest continue SuR’, .

4) Puisque (X € — 1 —x < 2x2 pour toutx € [0,1], on a 2™ < up(t) < 27 M4 2. 2720t
guels que soiertt> 0 etn € N*.
Ceci implique que

N N N N
n=1 n=1 n=1 n=1

pour toutN > 1 et toutt > 0

En faisantN tendre verst-o on obtient, pout > 0 :

2t 2t 22
< s(t) < 2 .
I I e e e
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~Moiw 2 tOna:

12t
2t .
S() Mt T Mt 2

En conclusions(t) ~t— e 271

Corrigé de I'exercice 4.5

1) Pourtoune N,ona:
, 1
Site (0,5, f(t) = At

Site [)—Z(,x], Ox(t) = —4n?(t — %)

2) On distingue 2 cas :
ou bient = 0, alorsf,(0) = 0 pour toutn € N* et on voit quef,(0) — 0 quandn — oo

. 1 < 1
ou bient #£ 0 et alors Slﬁ <t, c'est a diren > o fa(t) = 0 donc on a ausdiz(t) — 0
guandn — oo,
Donc quel que soit€ [0,1], on a: limy_. fh(t) = 0.
. : . . 1
3) On remarque que pour tonte N*, l'aire du triangle isocele de basl;qeet de hauteurr2
est 1. C’est I'aire comprise entre I'axe dest le graphe de la fonctian— fj(t), donc

1
/'mannzl
0

4) Linterversion de la limite quant — « et de I'intégrale n’est pas vérifiee puisque
1 1
lim momzla/|mm40m:a
0 0 Nn—oo

n—oo

On voit que sug. (o 1 fn(t) = 2n — o lorsquen — oo et donc la suite de fonctiorign) nen-
ne converge pas uniformément vers 0. Cette suite de forsctiervérifie pas les hypo-
theses du théoreme 4.5.1.



Chapitre 5
Séries entieres

5.1 Définitions et disque de convergence

Une série entiére est une série de fonctions d’'une variéblierou complexe, d’'une forme
particuliére. On désigne paune variable réelle et parune variable complexe.

5.1.1 Définition. Soit (an)nen UNe suite de scalaires, réels ou complexes. Une série en-
tiere est une série de fonctions de terme génégél)u= ant", ou t € R, respectivement
un(2) = anZ", ou ze C.

Pour unifier la présentation des résultats suivants, onas® plans le cas d’une variable
complexez, le cas réel s’en déduisant sans peine.

5.1.2 Théoreme.On considére une série entiere de terme général.all existe un
nombre R> 0O fini ou infini tel que :
i) SilzZ <R, lasérie numérique de terme générgt’aconverge absolument.
i) Si|Z >R, le terme général de la série numériqug’ane tend pas vers 0 et la
série diverge.
i)  Si R>0, pour tout0 < r < R, la série de fonctions de terme générat'a
converge normalement sur le disque fefmé= {z< C||z] <r}, de centre 0 et de rayonr.

Remarque.Dansi) etii), il sS’agit de convergence en un poimfixé, donc de convergence
simple.

5.1.3 Définition. Le nombre positif R, fini ou infini, caractérisé par les prajés i) et ii)

du théoréme 5.1.2 s’appelle le rayon de convergence de la dérterme générala".

Le disque ouvert R= {z€ C||z| < R} s’appelle le disque de convergence de la série de
terme général g".

Démonstration.SoitA= {r € R"|sup,cy |an| " < +}. Comme visiblement & A, I'en-
sembleA est non vide.

PosonR = supA dansR+.

Montronsii) : SiR= +oo, il N’y a rien & démontrer.

SiR < 4o, pour toutz € C, tel que|z| > R, alors|z| ¢ A.

Donc supcy |an||Z2" = + et le terme général de la sédgz" ne tend pas vers 0. Cette
série est donc divergente d’aprés la proposition 2.3.6.

Montronsi) : Soit z € C tel que|z] < R. On choisitr tel que|zl <r < R et on pose
M = sup,cy|an|r"; ce sup existe puisques A. On peut alors écrire :

n

Zn
_’ <M
r

’ y4
r

|anZ’| = [an|r"
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z|n "y , - i L
Le terme‘ F‘ est le terme général d'une série convergente et par suiégiearsumerique

anz" est absolument convergente.

Montronsiii) : r < R étant fixé, pour tout € C tel que|z] <r, on a:|anZ"| < |an|r". La
série numérique de terme généegl r" est convergente d’apré} et par suite la série de
fonctions de terme généralz” est normalement convergente 4t O

5.1.4 Corollaire. On considére une série entiére, de terme généydl at de rayon de
convergence R. La somme s de cette série est continue ssglesdbuvert

Dr={ze C||z <R}.

Démonstration.Soitzy € C tel que|zyg| < R. On choisitr > 0 tel que|z| < r < R. D’apres

le théoreme 5.1.1i), la série de terme généralz" converge normalement donc unifor-
mément (proposition 4.2.10) sid,. Sa sommes est donc continue sur cet ensemble
d’apres le théoreme 4.3.3, donc en particuliezgrEn faisant variegy dans le disque
ouvertDg, on obtient la continuité deen tout point de cet ensembile. O

Remarque. i) Le rayon de convergence d’'une série entiére de terme géme&ral
est donné par la formulR = sup(r € R™|sug,cy |an|r" < +o}.

i)  SiR=0, ondit que la série diverge.

iii)  On ne peut rien dire de la convergence de la série de termeajép’ lorsque
7 =R

5.1.5 Exemple. 1) La série de terme générdl zonverge absolument & < 1 et
diverge sijz| > 1. Donc R= 1.

. , 2! :
2) Lasérie determe gener%l converge absolument g < 1 et diverge sjz| > 1.
Donc R=1.

Dans ces deux exemples, la série diverge geut. Dans le premier exemple, elle diverge
aussi pouz = —1, alors que dans le deuxieme exemple, elle convergezrourl.

5.1.6 Proposition. On considére une série entiére de terme génégdl.&5on rayon de

. 1
convergence R est donné par la formulﬁ = limsup(|an|)*/".
n—-4o

Démonstration.On applique le test de Cauchy (proposition 2.4.4) :
Premier cas Si limsug|an||2")Y/" < 1, la série de terme généemz" converge. Or
n— 4o

limsup(|an| [2))*/" = |2/ lim sup(|an|)*/"

n—-4o N— oo
1
lim sup,_ e (|an|) /"
1
R>
~ limsup,_ o (Jan|)2/n

On en déduit que i < la série de terme générajlz" converge

absolument. Donc




85.1. Définitions et disque de convergence 99

1/n 1

Deuxiéme casSi limsug|an||Z"])7" > 1, c’est-a-dire sfz] > - 7 alors
N +oo _ limsup, (@)
le terme général,z" de la série ne tend pas vers 0 et la série diverge. Donc
1

R<
= limsup, o (a7

Ces deux inégalités prouvent la proposition. O

5.1.7 Proposition.On considére une série entiére de terme généyal,delle que @ # 0

pour tout ne N. Sir!im Gnitl _ L, le rayon de convergence R de la série est donné par :
1
= =L.
R
Démonstration.On applique le test de d’Alembert (proposition 2.4.7) :
SoitL = lim |21+,
n—oo an
, : 1 : 2t iy o
Premier cas: Si |z| < L alors nI|m % < 1 donc la série de terme généepl"
converge.
an+1zn+1

Deuxieme casSi |z > L alors lim > 1 donc le terme général de la série de
N—o0

terme générad,z" ne tend pas vers 0 et la série diverge.

Sl : . 1
Ces deux propriétés impliquent bien qﬁe: L. O

Remarque. La proposition 5.1.6 donne une caractérisation du rayonatwergence
d’'une série entiére, contrairement a la proposition 5.Litg donne sa valeur que dans

le cas ou la limite de la suil(ea%l)neN existe.

Les deux propositions précédentes impliquent le résulfaast :

5.1.8 Corollaire. Si _lim % =L, alors la limite de la suite(|an|1/”)n€N existe et

n—-+oo

vaut L.

Démonstration.On considére la série entiére de terme gérgyal Si

an+1
an

lim =L
n— o0

" 1 " I
par la proposition 5.1.7, son rayon de convergencieﬁar la proposition 5.1.6, la limite
supérieure dé|an|”™)ney vautL.

L . - | .z
On considére de méme la série entiere de terme gegnerzSon rayon de convergence

- - 1 1 o o
vautL. Donc la limite supérieure dw vautE. On en déduit que la limite inférieure
an

n qui est égale a I'inverse de la limite superleure|uel{-:|‘m, vautL. On conclut
an

que la limite de la suit(a|an|1/”)neN existe et vaut. O

de |ay|
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5.1.9 Exemple. 1) Soit Pe C[X]. On pose pour tout & N, a, = P(n). Alors,

_ P(n+1 L. L.
lim Gnit| _ (n+1) = 1. Le rayon de convergence de la série de terme général
N—-4oo | Qn P(n)
anZ" est 1.

2) Soita € R. Le rayon de convergence de la série de terme génr%aist égale-

ment 1.
1

3) Comme lim (n+11)!
n— o0 ﬁ

=0, le rayon de convergence de la série de terme général

i
— est+oo.
n!

5.2 Opérations sur les séries entieres

5.2.1 Théoreme.On considere deux séries entieres, de termes générauxctésmgz”
et 2", de rayons de convergence respectifseRR, et de sommes respectiveses g,.
SoientA et u deux scalaires.

i) La série entiere de terme génér@la, + ub,)Z" a un rayon de convergence

supérieur ou égal anin{R,, Ry} et a pour somme la fonctiohs, + US,.
n

i) La série entiere de terme généralZ ou pour tout ne N, ¢, = Z)akbn,k aun
K=

rayon de convergence supérieur ou égahi{ Ry, Ry} et a pour somme la fonctions,.

Démonstration. iPPour|zl < min{Ra, Ry}, les deux séries de termes généraux respectifs
anz" etbyZ" sont convergentes. On peut donc appliguer la propositiT 2.

i) On utilise le lemme sur les produits de séries numérique$R:3

On remarqgue que le terme général de la série produit des sirirmes générauayz”
etb,z" est

n n
akzkb_z”‘k:< akb_>z”:cz”
kZo n—k kZo n—k n

n
avecc, = Zoakbn_k.
k=

Pour|z| < min{Ra, Ry}, les deux séries de termes généraux respegrset byz" sont
absolument convergentes ; le lemme 2.3.11 montre que kcgéticonverge. O

5.2.2 Application. On considére la série entiére de terme génf]ér:raﬂe rayon de conver-
gence+o (voir exemple 5.1.9) et de sommseAlors, ona: '

s(z+Z) =s(2)s(2)

Démonstration.En effet on applique le raisonnement du théoréme 5.2.1 pbteno,
pour toutz,Z € C :

oo N 4o SN 4w [0k Z/nfk +o0o [ n Ir§ . +oo Z\n
S (he) 2 (S - g a
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5.2.3 Théoreme.Substitution d’'une série entiére dans une autre.
On considére deux séries entiéres de termes généraux tés@ge”’ et b,z", de rayons

de convergence respectifg Bt R, et de sommes respectiveset §,. On suppose qu'il
+00
existea > Otel quea < Ry et Z}\b.|a < Ra. Alors il existe une série entiére de rayon

de convergence supérieur ou égarade sommeg9s,.

oo ,
Démonstration.Notonsr = Z) bi| o'. Pourk € N, la fonctions{ est la somme d’'une série

entiere de rayon de conve?gence au moins édaj d'apres le théoreme 5.2.1. Notons
cn(k)Z" le terme général cette série. Comme les coefficigiikg sont d’aprés le méme
théoreme, des sommes de produits des coefficigntm a I'inégalite :

400 _ 400

3 a2 < (3 o 12

Par définition dex, on a aussi : S| < o alors

(2)[* <Z}\C| 12" < Z)|b||0!) re

Donc puisque < Ry, pour|z| < a, la série de terme générals,(z)* converge absolu-
ment.

En utilisant le théoréme de sommation par paquets 2.6.4 ardo@c sommer en regrou-
pant les termes de méme degrénenon obtient bien ainsi une série entiére de rayon de
convergence supérieur ou égat &t de somme,0s,. O

5.2.4 Application. On considére une série entiere de terme gér@zl de rayon de
convergenc® et de somme; on cherche a substituer la fonctian+ b dans cette série.

La fonctionaz+ b est la somme d’une série entiére (finie!) de rayon de conuegggc.
On applique le théoréme 5.2.3 : s'il existe> O tel quea |a| + |b| < R, alors la série
entiere de somme

s(az+b) = Z)an (az+b)" = ag+ay(az+b) + ax(az+b)? +
a un rayon de convergence supeériear.a
En particulier, sia] < Rla série entiére de somme
S(z+a) = ag+ay(z+a) +ap(z+a)d+---
a un rayon de convergence strictement positif. En réorduriea termes selon les puis-

sances de, on trouve :
—+00

S(z+a) = Z)ann
n=
ou pour toutn € N,

—+00

n k

Ch = Z Cn—i—kan—i-ka
k=0
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5.2.5 Application. On considere une série entiere de terme géral de rayon de
convergenc® et de somme; on cherche a substituer la fonctizhdans cette série.

Il est clair que siZ?| < R, la série de terme génémiz>" converge et siz?| > R, la série
de terme général,z2" diverge. Le rayon de convergence de cette série est-d&c

En patrticulier, si la limite d%%’ existe et vaut, le rayon de convergence de la série

‘s 1
de terme général, 22" est\/;
En multipliant le terme général parce raisonnement s’applique aussi a la série de terme
générak,z2"1. Le rayon de convergence de cette série est donc égalarfent

5.2.6 Application. (Inverse d’'une série entiére) On considére une série erdeterme
général,z", de rayon de convergence non Rjlde sommes et dont le premier termay
est non nul. Alors il existe une série entiere de terme gémged, de rayon de conver-
gence non nuR, de sommer telle que :

vz<inf{R R}, s(zo(z)=1
Démonstration.Pourz < R, on pose :
+ a,
S(z) =ao(1-u(2) , avecu(z) = — y —7'
n=1 ao

La série de terme généradl ayant un rayon de convergence égal a 1, on peut remplacer
zparu(z) en appliquant le théoreme 5.2.3 : en effet comme la sommediarie entiere

est continue sur son disque de convergence, qaan@, u(z) — 0 et donc il existe > 0

tel que silz <, |u(z)| < 1.

Comme
1 ™

2 &

on obtient ainsi une série entidrgz" de rayon de convergence non nul et telle que

+o0 +o0
n;) anZ" nZO bnZ' =1

Par identification, on trouve la relation suivante entreclastficientsa, etby, :

abg=1etVn>1, agbh+a1bn_1+---+anbg =0.
Ceci permet de calculer de proche en prochdje=n fonction des,. O

5.3 Dérivation et intégration des séries entieres

Commencgons par un résultat général pour les séries entieresvariable réelle ou com-
plexe, que I'on écrit comme précédemment dans le cas complex

5.3.1 Théoreme.On considére une série entiere de terme généidl, @le somme s et de
rayon de convergence R. Les séries entiéres de termes gé&néra

na2t,n(n—1)an2"2,....n(n—1)...(n—k+1)a,2" ¥, ...
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et la série entiére de terme général
an

n+1

ont également R pour rayon de convergence.

On remarquera que le premier terme des séries entiéres deetgénéral g2", na,z" 1,
n(n—1)a,2"2, ..., n(n—1)...(n—k+1)a,2" X est obtenu respectivement pousri,
n=2,..,n=k,...

Démonstration.On utilise la caractérisation du rayon de convergence dowulads la

" 1 1/n
proposition 5.1.6 = = Ilmsup<|an|> .
R n—-o

Orcomme limnY"=1,0na:
n—-o

é =lim sup< \an|>1/n _ Iimsup< |nan‘>1/n _ Iimsup( in(n— 1)an\)1/n

N— o0 n—+-00 N— 00

| 1/n . 1/n
— _,_:|,msup(|n(n—1)...(n—k+1)an|> :...:hmsup(’—ninl’) .

n— oo N— 00
Dans la suite de ce paragraphe, nous nous limiterons au davafable est réelle.

5.3.2 Corollaire. Dérivation des séries entieres d’une variable réelle.

On considére une série entiere de terme généydl dune variable réelle t, de somme s

et de rayon de convergence R. La fonction s est indéfinimeinatée sur le domaine de
convergence de la sérle- R, +R] et les dérivées successives sont les sommes des séries
obtenues en dérivant le terme général de la série de départ.

Démonstration.Sous les hypothéses du corollaire, la série de terme gépétabnverge

sur l'intervalle] — R, +R]| et la série des dérivées converge uniformément sur touvaite
[—r,+r] avecr < R. Sa sommes est donc dérivable sur ces intervalles par le théoréme
4.4.5 et par suite sur l'intervalle ouvert R +R]. La dérivée des est la somme de la série
de terme généralat"~! sur] — R +R]. Or, d’aprés le théoréme précédent, cette série a
R pour rayon de convergence. On peut donc itérer le raisonmeme O

5.3.3 Corollaire. On considére une série entiere réelle de terme génétd] de somme
s et de rayon de convergence R. Alors pour toat¥, s¥ (0) = klay.

5.3.4 Corollaire. Intégration des séries entiéres d’'une variable réelle t.
On considere une série entiere réelle de terme génétdl de somme s et de rayon de
convergence R. Alors pour toueX — R, +R|,

X X 100 +00 X +00 an
/s(t)dt:/ ant"dt = /ant”dt: —LxHL
0 0 /& & /o Epn+1

Démonstration.De la méme facon que pour le corollaire 5.3.2, la série dedayémé-
ral ant" converge uniformément sur tout intervaller, +r| avecr < R. Sa sommes est
donc intégrable terme a terme sur ces intervalles par leéh@ 4.5.3 et par suite sur
I'intervalle ouvert] — R, +R[. On termine le raisonnement comme ci-dessus. O
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5.4 Developpement en série entiére a I'origine

5.4.1 Définition. i)  Ondit gu'une fonction f d’'une variable réelle t est déyelo
pable en série entiére a l'origine s'il existe une série ergide terme généralt', de
rayon de convergence RO, de somme s telle que

vt €] — R +R[, f(t) =s(t).

i) On dit qu'une fonction f d’'une variable complexe z estaléppable en série
entiére a 'origine s'il existe une série entiére de terme@al g,2", de rayon de conver-
gence R> 0, de somme s telle que

Vze DR, f(z) =5(2).

Pour simplifier on dira simplement que f est développable&ieie £ntiére.
On a déja rencontré une fonction développable en sérierentie

5.4.2 Exemple.La fonctlonl—z, définie pour z£ 1, est développable en série entiére.

En effet, c’est la somme de la série de terme gérsrale rayon de convergence 1.

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous limiterons auwas driable réellée.

5.4.3 Proposition. Si une fonction f est développable en série entiere a I'ndgalors

f est indéfiniment dérivable sur l'intervalle- R, +R], ou R est le rayon de convergence
de la série.

De plus, le développement en série entiere s'il existe eqien

Démonstration.L.a somme d’une série entiére d’'une variable réelle étaréfinitnent
dérivable (corollaire 5.3.2), toute fonctidndéveloppable en série entiére, est bien indé-
finiment dérivable sur— R, +R].

On a vu au corollaire 5.3.3 que lasest la somme d’une série entiére de terme général
ant", alors pour touk € N, s(")(O) = klax. Donc sif est développable en série entiére, le
terme général de la série vérifie :

VkeN, ag= f(k;!(O).
Cette série est donc bien unique. O
5.4.4 Définition. Soit f une fonction d’une variable réelle t indéfiniment gélile. La
série entiére de terme générﬁ?tk s'appelle la série de Taylor de f.

5.4.5 Corollaire. Soit f une fonction indéfiniment dérivable d’'une variableli&t. Si f
est paire, sa série de Taylor n'a pas de terme 'eavec k impair et si f est impaire, sa
série de Taylor n'a pas de terme eravec k pair.

Le fait quef soit indéfiniment dérivable sur un intervalle R, +R[ ne suffit pas a assurer
gue cette fonction soit développable en série entiere, nsésaesérie de Taylor converge :
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5.4.6 Exemple.Soit f la fonction définie par : (f) =0sit<O0et f(t) = e_ti2 sit>0.
Il est facile de vérifier que f est indéfiniment dérivable RuDe plus pour tout k& N,
(K (0) = 0. Donc, si f était développable en série entiére, son dépelment serait la
série nulle, ce qui n'est pas possible car f n'est nulle sucwauintervalle de la forme
|- R +R].

On va chercher une condition suffisante pour qu’une fonmnhdéveloppable en série
entiere. Commencons par une remarque qui est une conséquenédiate de la défini-
tion5.4.1:

Remarque. Soit f une fonction indéfiniment dérivable d’'une variable rée|leéfinie
sur un intervalle —r,+r[. Alors f est développable en série entiére suir, +r| si et
seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :
0
1) La série entiére de terme gene%agtk a un rayon de convergenge> r.
2) Lasomme de cette série vausur] —r,+r|.

5.4.7 Théoreme.Si la fonction f indéfiniment dérivable d’'une variable rédl) définie
sur un intervallegl —r, +r[ vérifie la propriété :

’f(k)w’ <cp X

Vp €]0,r[, 3c > 0telquevk e N, Vt € [-p,+p] , TR ,

alors f est développable en série entiere.

Démonstration.Supposons I'hypotheése réalisée et s@itR tel que|t| < r. On choisitp
tel quelt| < p <r et on lui associe la constarte- 0 donnée par I'hypothése. Alors, pour

toutk € N,
<o()"

est dominée par une série convergente, elle est donc

f®(0)
k! t

& (0
La série de terme géner‘afl%tk

convergente et par suite la série de terme genemtqsft est absolument convergente.

gence de la série de Taylor dest superleur ou egalraCe gui montre la propriétg) de
la remarque.

Montrons que la propriétg) de la remarque est vérifiée. Pour cela, on rappelle la formule
de Taylor avec reste intégral, voir [9] : sditune fonction indéfiniment dérivable sur un
intervalle] —r,+r[. On a pour tout €] —r, +r[,

¢ fH(0) t(1-9)"
O=3 @ ') (st)t™ds
Donct et p étant fixés comme ci-dessus, on peut écrire :

2 09(0) i

f(t)—z m

k=0

_ /1 (1 - S)n f(n+l) (St)tn+1ds
0 n!

1
</
0

Sc(n+1)’5

(1 — S>n f(n+1) (St)tn+1

ds
n!

n+1 n+1

1
1—s)"ds=c|—
Jy a-srds=c|;




106 Chapitre 5. Séries entieres

Ce dernier terme tend vers 0 quame: + et par suite le reste de la série tend vers 0. La
fonction f est bien somme de sa série de Taylor|sur, +r|. O

5.4.8 Exemple.Soit f(t) = €. Alors f est développable en série entiére Rur

En effet,vk e N, vt € R, fK)(t) = €. Donc quel que sojp > 0,

t|<p= ) _e <& ci

=P k|- k Sk =k

ouc=sup—— m , qui est fini car on rappelle que, a I'infirkl ~ 21k 2e~
keN

La fonction exp vérifie bien les hypothéses du théoréme 5adeer > 0 quelconque. Elle
est donc développable en série entiereisa série de Taylor a un rayon de convergence

égal a+o et
+00 tn
VteR, & = Z)—.
&

Voici une autre méthode pour trouver le développement ee eétiére d’une fonction :

5.4.9 Exemple.Soita € R et f(t) = (1+1)?. Alors f est développable en série entiére
sur]—1,+1[ et

...(a—n+2)(a—n+1)

n
ol t.

vtel—1,1], _1+Z

La fonction f est I'unique solution, pout| < 1, de I'équation différentielle avec condi-
tions initiales :

(1+t)f'(t) =af(t)
(8>{ F(0) =1

La somme d’une série entiére de terme génayil sera solution déc) si et seulement
Si:

g n)’ o n
(21+1)( Zoant ) =a Zoant
n= n=
ap =1

Comme la dérivée de la somme d’'une série entiére est la sorarsestrie dérivée sur
son domaine de convergence, ceci équivaut a :

(1+1) Znant” L = Z)ant”

En effectuant les produits et en identifiant les termes de ergiggreé, on trouve :

{ vne N, [(n41)agi1+nant" = aant”
a =1,
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ou encore

VneN, (n+1)ap 1 +na, = aan
a =1

Ce systeme infini est aussi équivalent a :

a—n
vne N* =
; Antl n+1an
a =1

L'unique solution de ce systeme infini est :

~1)...(a—n+2)(a—-n+1
VneN*,anza(a ). (@ n'n+ Ja-n+1)

La série entiere ainsi obtenue a un rayon de convergence dgedr

(or—1)...(a—n-i—2)(a—n-|—l)tn
n!

pourn > 1 etap = 1 est donc solution de&) sur] — 1, +1[. Elle est aussi égalefasur cet
ensemble ef est bien développable en série entiére|sut, +1].

- . L. a
La somme de la série entiére de terme géregral

La méthode employée dans cet exemple se généralise a towateofg unique solution
d’'une équation différentielle avec conditions initiales.

On peut également démontrer que la fonctfgh) = (141)“ est développable en série
entiére en I'écrivant (t) = e?'"(1+Y) et en appliquant le théoréme de substitution 5.2.3.

. S _ £V (0)
Les coefficients s’obtiennent alors en calculant dwectﬁmenl—.

5.5 Développement en série entiere des fonctions usuelles

On part des trois développements en série entiere que lfmmado:

1 g

= = Z}t”, R—+1
_t pa

400 tn

%—I R R: —|—00
Lon!

(14+1)° :1+§a(a—l)...(
n=1

@.
I

a—n+2)(a—n+1)
n!

t", R=+1

On va appliquer les techniques des parties précédenteoptenir a partir de ces trois
cas d'autres développements.

Par combinaisons linéaires

Cette technique est adaptée aux fonctions circulairegs $8in), cosinus (cCos) mais nous

verrons ces développements-la dans le paragraphe subaasacré a I'exponentielle
complexe car ils font appels a la théorie complexe des séniéres. Elle est bien adaptée
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également aux fonctions hyperboliques, sinus hyperbel{gunh) et cosinus hyperbolique
(cosh), définies sur— oo, +oo] :

e +et to gan

cosht = =YY — ,R=
2 n;)(Zn)!’ e
et_e—t +0 t2n+1
sinht = -y - R=
2~ 2emrn R

A partir de ces développements, on peut trouver ceux desiémsdangente (tan) définie

sur| — g, +7—2T[ et tangente hyperbolique (tanh), définie suro, +oo[ par quotient.

Par substitution

On remplace la variablepar At ou part? :

1 1§ - ntn b oura,b#0
at+b b1+gt b2 b , poura,
1

e Zfzn  R=+1
n—=

1
1112 :Zo<_1)nt2n’R:+l
1 ©13..(2n—1) o
T =1+ Z 2 t, R=+1
1 13 (2n-1), B
= _1+n;(—1) et R=+1

Par dérivation

SR R=+1
=" Re
Pourtoutpe N, p>1:
1 “nin-1)...(n—p+1) ,
= t" P R=+1
Aop - 2, p

Par intégration

Cette technique est spécialement utile pour des fonctionsld dérivée admet un déve-
loppement en séries entiéres connues. En particulier stgbplique a la fonction loga-
rithme népérien (In), défini sye, +oo[ et aux fonctions réciproques des fonctions circu-
laires : arctangente (arctan) définie sureo, 400, arcsinus (arcsin) et arccosinus (arccos)
définies suf—1,+1] ainsi qu'aux fonctions réciproques des fonctions hypégoels, ar-
gument sinus hyperbolique (argsinh) et argument tangemterbolique (argth), définies
Sur| — oo, 4o :
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t ds +o (_1\n+l
In(1+t) = Trs = (=1 t", R=+1
o l1l+s &
t ds ™1
+£=1 2n+1
arctart = = —1)n R=+1
/1+52 nZO( Vonyz R
t ds +00 t2n+1
argtht =

= R=+1
0 1-¢ Zoz 71 n T

arcsirt — /t il ©13....(2n—1) 2!
B \/ B n; 2"l 2n+1’

w 1.3....(2n—1) t>+t
= ~" R=+1
argsinht — / \/ﬁ t+> (-1 ol ongic R T

R=+1

n=1
m t ds 1§ >13....(2n-1) t>H1
arccos = — — =—=—1- =+1
2 Jov1_-¢g2 2 nzl 2nn! 2n+1’ +

Remarque. La fonction argument cosinus hyperbolique (argcosh) étéfihie sur I'in-
tervalle[1, 4] qui n’est pas symétrique par rapport a l'origine, le prol#éta son déve-
loppement en série entiere a I'origine ne se pose pas.

5.6 Fonction exponentielle complexe
Par extension du cas d’'une variable réelle, on définit I'evgmbielle complexe par :

5.6.1 Définition. Pour tout ze C, on pose :

+o N
=3 o

Nn=

Cette définition est bien justifiée car on sait que le rayonoieergence de cette série est
infini.
Toujours par extension du cas d’une variable réelle, on passi définir les fonctions

circulaires cosinus et sinus d’'une variable complexe dolestions hyperboliques d’'une
variable complexe par :

5.6.2 Définition. Pour tout ze C,

+-00 ZZn _ +00 Z2n+1
COSW :n;m, SlnhZ :n;m,
& (2 & (e

cosz :n;)w, sinz :n;)m.

De la méme facon, le rayon de convergence de ces sérigsoest
En appliquant le théoréme 5.2.1, la démonstration de lagsitipn suivante est immé-
diate a partir des définitions :
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5.6.3 Proposition. 1) Pourtout zc C,

e+e’ : e—e*’

costz :L, sinhz = ,

2 2 .

@2ie”  @2lew

cosz =—— . sinz =————.
2 2i

2) Les fonctiongosetcoshsont paires et les fonctiorssn et sinhsont impaires.
En renversant ces formules, on obtient encore :
5.6.4 Proposition. Pour tout ze C,

costz+sinhz =€, costz—sinhz =e?,
cosz+isinz =€%  cosz—isinz =e "%

On a déja demontré (application 5.2.2) la propriété fonddaie suivante de la fonction
exponentielle :
5.6.5 Théoreme.Pour tous zZ <€ C,
7 = &
5.6.6 Corollaire. Pour tous zZ € C et pour tout ne N,

i_ 4 n_ nz
¢40, =7, (&) =dn

De ce théoréeme, on peut aussi, par des calculs faciles, rééldsi formules trigono-
meétriques et hyperboliques, que I'on connait déja dansdelcane variable réelle :

5.6.7 Proposition. Pour tous zZ < C,

cosiz+Z) = coshezcost + sinhzsinhZ, sinh(z+Z) = sinhzcosi? + costesinhz,
cogz+7Z) = coszcosZ — sinzsinZ, sin(z+Z) = sinzcosZ + coszsinZ.

En utilisant les parités ou imparités des fonctions trigonatsiques ou hyperboliques, on
obtient aisément des formules analogues ave#. On en déduit le corollaire suivant :

5.6.8 Corollaire. Pour tout t€ R les fonctionsoset sin définies ci-dessus vérifient :
coSt +sirft =1,
ou I'on utilise les notations abrégéesst = (cost)? etsirft = (sint)?.

Cette méthode donne donc une construction des fonctioret sivs que I'on connaissait
déja par leurs propriétés géométriques.

Cette définition de la fonction exponentielle complexe patraussi de retrouver le module
et 'argument du nombre complegé:
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5.6.9 Proposition. Soit z= x+ iy la décomposition du nombre complexe z en partie réelle
et partie imaginaire. Alors :

1) Oee* = €efcosy etldme* = €*siny,

2) Le module de‘est égal a &

3) Largument de €est égal ay.

Demonstration.D’apres le théoreme 5.6.5 et la proposition 5.6.4, on pexite2@our
z=x+1y: ¥ = €'e¥ = &(cosy+isiny), ce qui prouve la proposition. O

5.6.10 Corollaire. i) PourteR,d estde module 1, sa partie réelle estt et sa
partie imaginaire essint.

i) Un nombre complexe z de modydeet d’argument t s’écrit z= pée'.

i) e”?=1sietseulementsiz2Z.

ivV) € =¢ sietseulementsizZ € 2inZ.

v) dT=—

Ce corollaire permet de retrouver en particulier le fait épgefonctions usuelles cogt
sint de la variable réelle sont périodiques, de périoder2

Cette définition de la fonction exponentielle d’'une vargatdmplexe doit coincider, dans
le cas ou on se limite a considérer la fonction d’'une variabtdle, avec la fonction
exponentielle réelle, définie comme étant la fonction sotutle I'équation différentielle
avec condition initiale :

u(t) =u(t)
{ ui0) =1

Or, ceci est attesté par le résultat suivant :
5.6.11 Proposition.La fonction & est indéfiniment dérivale st et pour tout tc R,
() =¢.

Démonstration.On sait (théoreme 5.3.2) qu’on a le droit de dériver termermedes

series entieres a I'intérieur du domaine de convergendsgella série de terme général
n

— a un rayon de convergence infini, on peut donc la dériver térteeme la série SR

tout entier.
tn, ot . ,
Comme(a) = (n_l>!,onab|er‘(e‘) =d. O

5.6.12 Corollaire. Développement en série entiéres des fonctions réadlest sin.

ét e it —+00
cost = ; = Z) R= oo,
it it n tZFH—l
sint= —— ,R=
Z eyl

Démonstration.ll suffit de remarquer que les fonctions cos et sin définies dadéfini-
tion 5.6.2 coincident, dans le cas d’'une variable réedlec les fonctions habituelles]
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Remarque. Commes ces fonctions sont définies par des sommes de séiie®ae
rayon de convergence infini, cette construction redémauissi le fait que les fonctions
sin et cos sont indéfiniment dérivables ®irEn dérivant les séries terme a terme, on
trouve :

sin't = cost et cos$t = —sint.

5.6.13 Application. Formule de Moivre.
Soientty, to, ...ty des nombres réels. Alors :

coqty+to+---+1tn) +isin(ty +to+--- +tn)

_ dtittat+tn) _ dtigta | ditn

= (costy +isinty)(costy +isinty) - - - (COsty + i Sinty).
En identifiant les parties réelles et les parties imagisaileechaque membre, on trouve
une expression de cds+ty +--- +1t,) et sinty +to+ - -- +ty) en fonction des produits
des fonctions cds et sintj pourj =1,2,...,n.
En particulier, pout; =ty = --- =t, on retrouve des expressions de st sinnt en
fonction des produits de puissances des fonctions eosirt.

On peut aussi considérer le probléme inverse qui consisterareer les puissancetmes
de cog et sint en fonctions linéaires de cqis sinjt, pourj =21,2,...,n:

5.6.14 Application. Linéarisation de cd¥ et sirf't.
Pourn € N ett € R, on peut écrire :

n n
2"cod't = (el +e M= S Chel(—ktgrikt _ >3 Ckeri(n-2K1
=) k=0
_ eint _i_C%ei(n—Z)t 4. +Crr]1—1e—i(n—2)t + e—int
= 2[cosnt+Clcogn—2)t+C2cogn—4)t+---].

On a évidemment une formule analogue pour la fonction sin.
Ces formules servent en particulier pour le calcul des pines.

5.7 Exercices sur le chapitre 5

5.1 Exercice. Soienta, b, c trois réels non nuls. Etudier la série entiere de terme génér
un(t) = (ar® 4+ bn+c)t".

Déterminer son rayon de convergence et sa somme.

: . 1 iv3 o
5.2 Exercice.On rappelle qug = —5 + % etque I+ j+j%=0.

1) Montrer que -2j +3j2 =ij/3.
2) Déterminer le rayon de convergence de la série de termeajedéfini pourp > 1 par

1.
Un(t) = =(1+2]+3j)"".

1 .- . f
3) Pour|t| < 73 expliciter la somme partiells,(t) et en déduire la somneét) de la

série entiere de terme généualt).
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5.3 Exercice.On pose
S= ) —.
p=1 P
1) Trouver le rayon de convergence de la série entiére de tetmérajs t".
2) En faisant apparaitre cette série comme produit de 2 sédksiler sa somme.

5.4 Exercice.On considére une série entiere de terme géragtal de rayon de converge
R > 0, et de sommea. On suppose quse est une solution de I'équation différentielle
(1412 (1) = 2f(t).

1) Etablir une relation liant pour chaquec N les coefficients, etan.».

2) Déterminer la valeur day puis deayp pour toutp > 2.

3) On suppose désormais gs@) = 0 ets'(0) = 1. Calculerag, a, et la valeur deapp 1
pourp e N.

4) Montrer que la série une série entiére de terme géagtfatonverge normalement sur
I'intervalle [—1,+1]. Quel est son rayon de convergence ?

s(t)

-1 o
5) Posongy(0) =0 etg(t) = — pourt # 0. Calculer la dérivég’ deg (on trouvera
une fraction rationnelle simple).
6) Déduire deb) une expression explicite de la fonctien

5.5 Exercice. Soit a > —1. En utilisant une intégration terme a terme §yx|, pour
0 < x< 1 et un passage a la limite lorsque- 1, trouver une série numeérique dont la

somme vaut :
1 tOI
/ dt.
0 v1—t4

5.6 Exercice.On pose

¢ B xsint
(t.x) = 1—2xcost 4 x2°
1) Développerf en série entiere selon les puissances.de
2) Calculer : N
/ £(t, %) dt.
0

5.8 Corrigé des exercices sur le Chapitre 5

Corrigé de I'exercice 5.1

Les séries entiéres de termes généraantt” , bnt" , ct” ont toutes les trois un rayon de
convergence égal a 1. Donc le rayon de convergence de ladgétéeme généraly(t) a
un rayon de convergence supérieur ou égal a 1. Ce rayon dergemce est égal a 1 car
la série obtenue potir= 1, c’est-a-dire la série de terme généxad + bn+ c diverge.

Pour|t| <1,0ona:

o] tn _ 1
DI
o t

nt" =——
2" =

R =
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La somme de la série en tiére de terme géngy@) est donc

_at(l+t) bt c
U=t a2t 1o

Corrigé de I'exercice 5.2

1)1+2j+3j2:1—1+i\/§_g’__3';/§ _g’_@ V3.

2)On posex = 1+2j+3j%=ij+/3. Le rayon de convergence de la série entiére de terme
1 1,. . 1
générabin(t) = = (1+2j+3] 2)nh — ~(i] V3)"t" est donc—

7
3)Ona:
N aPtP
pzl P
On en déduit : ]
1-aht"
)= aPtPt=a .
=] 1-at
D'ou

)=a n+1/
/l at 1—at at

Etudions le deuxieme terméx < —3 étantfixé, le termﬁ est borné sur I'intervalle

d’intégration. SoitM une borne. Alors

X gn lax|™t 1
a”“/ <M <M .
o 1l—at — n+1 — n+1

Ce terme tend donc vers 0 lorsque- . On en déduit :

S(>_I'![>noos‘lx_a l at

Corrigé de I'exercice 5.3

1) On a: 1< s, < n. Les rayons de convergence des séries entiéres de ternégagédi

etnt" sont 1, donc il en est de méme de celui de la série entiere me gpEnéras,t".
L N tP L s : . L
2) On écrit :spt" = Z —t"P et cette série entiére est donc bien le produit des séries

p=1
n

. oot :
entieres de termes genera%x ett", dont les sommes respectives sortIn(1—t) et

1
1% pour|t| < 1. Donc, poutt| < 1:

S(t) = g st — _In(ll_—tt).

n=1
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Corrigé de I'exercice 5.4

1) On écrit :

[ee]

(1+12) Z)n(n— Dagt"~2=2 Z)ant”,
n= n=

ou encore, en posapt= n— 2 dans la premiére somme :

(o]

(p+2)(p+1)apiatP+ § nin—Lat"=2§ at".
pZO n;) nZO

En rassemblant les termes de méme degré, on obtient :
(n+1)(n+2)ap,2=(2—n(n—1))ap= —(n+1)(n— 2)ay,

c’est-a-dire
(N+2)ani2=—(n—2)an.
2) En prenanh = 2, on trouveay = 0 donc aussay, = 0 pour toutp > 2.

3) Les conditionss(0) = 0 ets'(0) = 1 impliquentag = 0 eta; = 1 donc aussa, = 0. La
valeur deapp,1 pour p € N se calcule par récurrence a partirade

ourn=1,a3= -
p 3= 3

ourn=3,as = }a = 1
. R . -1
L] ) > n —
Supposons que jusqu’a l'ordre2 1, pourp > 2 on ait :agp_1 (2p—1)(2p—3)’alors
2p-3_ (-LP (-1

on obtient :a =— =
P 2p+1(2p-1)(2p-3) (2p+1)(2p-1)
La formule est vérifiée a I'ordref2+ 1 et donc la récurrence est bien vérifiee et on a :

L (_1) p+1t2p+1

U= 2 @p-1@pr 1)

4) La série entiére de terme généaal” est majorée sur1,+1] par la série numérique

de terme génér qui est une série convergente. La série entiére de terme

1
n+1)(n—1)
généralnt" converge donc normalement sur l'intervliel, 1.

, 2
Son rayon de convergence est 1 pwsgf&a%]L — 1 lorsquen — oo,

5) En dérivant terme a terme la somme de la série entiére de tgnérals,(t), on peut

développer la fonctiog(t) = Sl(t)t_ ! pourt € [-1,+1] , t #0, soit :
® —1)P+1t2p
e i I e L G

g(t)

t 2p—1

p=1
D’ou en dérivant terme a terme :

8

1
/(+) — _1\P:2p — _
9= 3 (VA=
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En intégrant, on trouve, avec la conditigf0) = 0, g(t) = arctart.
6) On en déduit que la fonctionpeut s’écrire :

X
= / tarctartdt + x.
0

Corrigé de I'exercice 5.5

Pour|u| < 1,0na

= Zoanun,
Nn=

On en déduit, poujt| < 1:

_ °° atinta
2,

Soit x € [0,1] fixé. La série entiére de terme généagt** converge normalement
sur [0,x] puisqu’elle est dominée par la série numérique de termergaé®™ 9 qui
converge. On peut donc l'intégrer terme a terme[Bux], soit :

13...(n-1) C}

U= "4 (2n) 22

ant o x4n+or+1
dt = t* A dt =
/\/ 1 Zo/a” 2 %ot

Posons, poux € [0, 1]

x ta 00 x4n+or+1
f(x :/ dt, g —
* 0 V1-t4 Zoa”4n+a+1
On vient de démontrer que pour tout [0, 1], f(x) = g(x). Il est clair que

lim f(x) =

x—1 \/ _t
Il suffit donc de calculer lij.1 g(x). Commeg(x) est la somme d’une série de fonctions

continues suf0, 1], il suffit de montrer que la série est normalement conveegsut cet
intervalle, pour obtenir I'égalité lig,1 g(x) = g(1). Pour cela, montrons que la série de

an n+a-+1
terme généradd, = ————— qui domine la série entiére de terme géné
g : 4n+or+lq g ﬂn+a+l

sur[0,1], est convergente.
Ona:

bn 2n—14n+a—3 3 1
= =1-—— — ).
bn_1 2n 4n+a+1 2n+0(n2)

Ce quotient tend vers 1 lorsque— o, on est donc dans le cas ou le test de d’Alembert
ne permet pas de conclure.

On va donc comparer cette série avec la série de terme gépér il avec 1<q< >

C]Ui est convergente.

Cn q 1
Ona: =1——+0(—
- +0o()

Ch-1
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Cnh bn (% =)
Donc — ~MNeo ———.
Ch-1 bn-1 "

Ch
On en déduit que, a partir d'un certain rang, ona— >

, Ce qui, de proche en
bn 1

N b
proche, implique quéep, < C—lcn.
1
Comme la série de terme génécalconverge, la série de terme géndsatonverge éga-

lement.
On en déduit que la fonctiogest continue sulo, 1] et par suite :

°° an
1 :/ e -
9) Vi-té San+a+1l
— C2n )
£ 22(4n+a +1)
Corrigé de I'exercice 5.6
1)Ona
F(t,x) = xsint 1 1 1
1-2xcod +x2 2 |[1—-xét 1-—xet

Donc, pourx| < 1,

00

f(t,X) Zo gt _ ‘”'t Zox”sinnt.
2 &

2) Soit |x| < 1 fixé. La série de fonctions de terme générgl) = x"sinnt est norma-
lement convergente sur le domaine [0, 1] car elle est dominée par la série numérique
convergente de terme généxal

On peut donc l'intégrer terme a terme $0y71), soit :

m «© m
= [ f(t,x)dt= /x”sinntdt
ALY 5

® cosnt} © x2m+1

=30l 23 om

= 2 argthx.






Chapitre 6
Séries trigonomeétriques

6.1 Définitions et convergence

Comme les séries entieres, les séries trigonomeétriquésiesrséries de fonctions d’'une
variable réellg, d’'une forme particuliere.

6.1.1 Définition. Soient(an)nen et (bn)neny deux suites de scalaires, réels ou complexes.
Une série trigopnométrique est une seérie de fonctions dedgr@méral :

un(t) = a,cosnt + by sinnt.

Puisque sin@= 0, on peut supposer qiog = 0.

En utilisant les fonctiong™ ete~'" on a une autre représentation de ces séries :

6.1.2 Proposition. Le terme général d’une série trigonométrique s'écrit :
Up(t) = Coetvn > 1, un(t) = cre™ 4 c_ne ™,

an — ibp an+ibp

=getvVn>1. ¢c,= C o=
COaO >,n 2 9 n 2

Démonstration.On écrité™ = cosnt + i sinnt et e "t = cosnt — i sinnt. D’oU en rem-
placant .c,+c_,=apetcy—Cc_p = —ibp. O

Nous utiliserons plutdt I'écriture exponentielle qui derahes calculs plus simples.
6.1.3 Notations.Nous conviendrons de noter
(Cneint —I—C,nefim),
une série trigonomeétrique définie par son terme général :
Uo(t) = copetvn> 1, un(t) = cné™ +c_pe ™.

Il faut remarquer que I'entien = 0 ne joue pas le méme réle que les autres entiers.

Dans les chapitres précédents, nous avons déja rencostraglde convergence des séries
trigonométriques :
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6.1.4 Proposition. i) Siles séries numériques de terme générakbtc , sont
absolument convergentes, la série trigonométrique deaagéméral(c,e™ + c_,e ™)
est uniformément convergente ur

i) Siles suitegcy)n>1 €t(c_n)n>1 SONt positives décroissantes et si elles conver-
gent vers 0, la série trigonométrique de terme génga@™ +c_ne ™) converge unifor-
mément sur tout intervalle de la fornf@kn+ o, 2(k+1)m—al, ou ke ZetO< a < 1.

Démonstration. i)5i les séries numériques de termes généca@xc_,, sont absolument
convergentes, on écrit :
vn>1, VteR, [un(t)| <[Ca|+(Con|.

La série de terme généna est donc normalement convergente Buet donc uniformé-
ment convergente slit par la proposition 4.2.10.

if) On va utiliser la transformation d’Abel (théoreme 2.5.1@Mtlaire 2.5.5) :
On commence par majorer pour tow N, les termes

n n
)= el etAy(—t)= § eI,
2, 2,

sur l'intervalle[2kir+ a,2(k+1)T— a] ouk € Z et 0< a < rrsont fixés :

no _ gt gt g 1)%
A= 3 _ 1 _erisinint by
= 1-¢ g2 sin5
On en déduit que poure [2krt+ a,2(k+1)m—a],

1 1
\sin%\ ~ |sing|

[An(t)] <

De la méme fagon, on obtient ausstt:€ [2krm+ o, 2(k+1)m— a],

[An(—t)] <

On vérifie le critere de Cauchy uniforme (4.2.7) pour la sdiés sommes partielles
(sh)nen de la série de terme génétgl en écrivant vt € [2ki+ a,2(k+ 1) m— a],

q
un(t) =S (che€™+c pe ™
n(t) an( n ne ")

[(An—An-1)(t)Cn+ (An— An-1)(—t)Cn]

Sq(t) —sp-1(t) =

An(t)en + An(—)c o] — %p[An )0+ An 1(~1)C )

)Cq+Aq( t)c_gq—Ap-1(t)Cp— Ap-1(-t)C_p

- 1
+ Z —Cny1)]+ - (C—n—c—(n+1))] :
n:p

/\'O

I
_3> HMQ_EM QEM.Q
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D’ou I'on déduit que :

5wt

< |Ag(®)|ca+ [Ap-a(t) !cp+z|An — i)

+[Ag(=t)[cq+[Ap-a(-t)|cp+ Z [An(— n—C_(nt1))-

Donc pour tout € [2krr+ a,2(k+1)T— a],

q
anUn(t)‘ < F:% [(Cp+Cq) + (C-p+Cq) +(Cp—Cq) + (C-p—C—q)]

_ 2(Cptc-p)
~ [sing|

Ce dernier terme tend vers 0 par hypothese. La suite des sopuartielles de la série de
terme générall, est uniformément de Cauchy sur l'intervalBkr+ a,2(k+1)m— a]
et donc convergente, ce qui veut bien dire que la série deetgnéralu, converge
uniformément sur cet intervalle. O

Les résultats de la proposition 6.1.4 ont des analogueslpaeprésentation des séries
trigonométriques avec les fonctions ob&t sinnt :

6.1.5 Proposition. i) Siles séries numériques de termes générauetdy, sont
absolument convergentes, la série trigonométrique deder@méral a, cosnt + b, sinnt)
est uniformément convergente &ur

ii) Siles suitegan)n~1 et (bn)n>1 sont positives décroissantes et si elles convergent
vers 0, la série trigonométrique de terme généiglcosnt + by sinnt) converge unifor-
mément sur tout intervalle de la fornkrm+ a,2(k+1)m—al,ouke ZetO< a < 1.

: sinnt __ cosnt
6.1.6 Exemple. i) Les séries de termes generauarg— et —— 2 sont uniformé-

ment convergentes sik.
i) Lasérie de terme genereﬁ— converge uniformément sur tous les intervalles

de la forme[2km+ a,2(k+ 1)m— a] 0 < a < m. Elle converge donc simplement sur
R — 2mnZ. On vérifie aisément qu’elle ne converge pas simplemeriRgaut entier, voir
par exemple en+£ 0.

- .. §innt : ) :
iii) Lasérie de terme generaﬁn— converge uniformément sur tous les intervalles

de la forme[2krr+ a,2(k+ 1)m— a], 0 < o < 1. Elle converge donc simplement sur
R — 2n1Z. On vérifie aisément qu’elle converge simplement&stout entier.

6.1.7 Proposition. (Série trigonométrique associée a une série entiere)

On considére une série entiére de terme généyal at de rayon de convergence R. Alors
pour tout r< R, la série trigonométrique de terme général™®™ converge normalement
surlR.

Démonstration.Par définition du rayon de convergence d’'une série entiend, p< R,

la série numérique de terme généal" est absolument convergente (théoreme 5.1.2).
”e'”t} < |an|r". Donc la série trigopnométrique de terme général
anr"en est domlnee suR en module par une série numérigque convergente et par suite
elle est bien normalement convergentelRur O
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1+z i
6.1.8 Exemple.Pour |z| < 1, nous avons :1i =142 Z Z". Donc pour r< 1, on
B n=1
obtient :
1 reit +00 .
VieR, ~tre =1+2% et
1—ret &

En prenant les parties réelles et imaginaires dans cetteederégalité, on trouve des
identités remarquables, vraies pout 1 :

1+ reft 1-—r2 g
vt e R, Oe _ | = =1+2F r"cosnt
€% (1—re't) 1+r2—2rcodt + nzl ’
1+ reft 2r sint R
VteR,Om|=— | = =25 r"sinnt.
’ (1—re't) 1+r2—2rcogt n;

6.2 Continuité, dérivation et intégration de la somme

6.2.1 Théoreme. i) Siles séries numériques de termes généraust@ , sont
absolument convergentes, la somme de la série trigonamétde terme général

(Cneint + C_ne—int>

est continue SuR.
i)  Siles suites numériques,)nen et (C_n)nen SONt positives décroissantes et si
elles convergent vers 0, la somme de la série trigonomédriguterme général

(Cneint +C,ne_int)
est continue SuR — 2177Z.
Démonstration.C’est une conséquence immediate de la proposition 6.1 4 thisdreme
4.3.3. ]

6.2.2 Théoréme.Si les séries numeériques de termes généragehac_, sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigopnométriquerdetgénéral

(Cneint +C_nefint>
est dérivable suR et sa dérivée est la somme de la série de terme général
(incyd™ —inc_pe ).
Démonstration.Par le théoréme de comparaison 2.4.2, I'hypothése enteairmarticu-
lier que les séries numériques de termes génégaetc_, sont absolument convergentes.
Les séries trigonométriques de termes généfeyed™ +c_ne ) et(nc,e€™ +nc_,e ™)

sont donc toutes les deux normalement convergenteR stion peut appliquer le théo-
reme 4.4.5. O
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6.2.3 Théoreme.Si les séries numériques de termes générgawet c_, sont absolument
convergentes, alors la série trigonométrique de terme g&né

t :
{/0 (cne'”s-i-c_ne"”s)ds}

est convergente sk et a pour somme
t [+ .
/0 Zo(cne'”erc,ne"”s) ds
n—=

Demonstration.|l suffit d’appliquer le théoreme 4.5.3, puisque, sous ceyteothese, la
série trigonométrique de terme génémle™ +c_n,e ') est normalement convergente
SurlR. ]

On a bien entendu des résultats analogues pour la repriégerdas séries trigonomé-
triques avec les fonctions coset sinnt :

6.2.4 Théoreme. i) Siles séries numériques de termes généraurtal, sont
absolument convergentes, la somme de la série trigonaétde terme général

(ancosnt + b, sinnt)
est continue SuR.
i)  Siles suites numériquesn)nen €t (bn)nen SoNt positives décroissantes et si
elles convergent vers 0, la somme de la série trigonomédriguterme général

(apcosnt + by, sinnt)

est continue suR — 2117Z.

6.2.5 Théoréme.Si les séries numériques de termes générayxehah, sont absolument
convergentes, la somme de la série trigonométrique de tgéméral(a, cosnt+ b, sinnt)
est dérivable suR et sa dérivée est la somme de la série de terme géfiera, sinnt +
nbycosnt).

6.2.6 Théoréme.Si les séries numériques de termes générauwt &, sont absolument
convergentes, alors la série de terme général

t
[/ (apcosns+ by sinng) ds}
0

est convergente sk et a pour somme

t [ +eo
/ [Z}(an cosns+ by sinns)] ds.
0 &
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6.3 Developpement en séries trigopnomeétriques

Comme dans I'étude des séries entieres, on se pose le pmbiledéveloppement d’'une
fonction f donnée en série trigonométrique, c’est-a-dire que I'odiétlexistence d’'une
série trigonométrique dorftest la somme. Ce probléme est difficile et nous n’étudierons
ici que des solutions tres partielles.

Etudions d’abord la somme d’une série trigopnométrique md@ment convergente :
6.3.1 Proposition. Supposons les séries numériques de termes généraeixcc,, ab-
solument convergentes et soit s la somme de la série trigéingue de terme général

ins —ins .
n — . .
(Che™ +c_ne ™). Alors
i) Lafonctiont— s(t) est périodique de périodast.

w .
i) Pourtoutke Z, 2mcy = / s(t)e K dt.
0
Démonstration.La propriété) est évidente.
Pour démontrer la propriétd, on commence par calculer, pour tqug € 7Z :

dprat]?
p+d

21T .
p+q7é0,/ &Pt gy
0

0
21T . . 21

p+q=0,/ Pt it :/ dt— 27t
0 0

On multiplie alors le terme général de la série trigonorgégipard™ oue ™ ne N et
en vertu du théoréme 6.2.3, on peut I'intégrer terme a tetmealcul précédent donne
le résultat immeédiatement. O

6.3.2 Corollaire. Supposons les séries numériques de termes génégarbxcc, abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigommmétde terme général
(Cne|ns+c_ne—|ns>.

Si la fonction t— s(t) est paire suiR, alorsvn € N, c_, = ¢,

Si cette fonction est impaire s, alorsvn € N, ¢_, = —Cp.

Montrons les propriétés analogues pour la représentagerséries trigonomeétriques a
I'aide des fonctions cos et sin :

6.3.3 Proposition. Supposons les séries nhumériques de termes généraek @ ab-
solument convergentes et soit s la somme de la série trigéingue de terme général
(apcosnt + b, sinnt). Alors :

i) Lafonctiont— s(t) est périodique de périodar.
2n

2
i) Pourtout ne N*, nan:/ S(t) cosnt dt etnbn:/ s(t) sinnt dt.
0 0

i) 2map— /Ozns(w dt.

Démonstration.La propriété) est évidente.
La propriétéii) est une conséquence du calcul suivant :
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Pour toutp,q € Z:

21

2
d(Ptalt gt :/ [(cosptcosqt — sinptsingt) +i(sinptcosat + cosptsingt)] dt
0

Rappelons quép _q=0sip+g#0et=1sip+q=0.

Supposons maintenant gquest m sont deux entiers naturels non nuls et écrivons cette
égalité pour les couplgs, m) et (n,—m) :

2m
/ [(cosntcosmt — sinntsinmt) + i(sinntcosmt-+ cosntsinmt)] dt = 271, _m = 0,
0

carm+n#0.

2m
/ [(cosntcosmt+ sinntsinmt) + i (sinntcosmt — cosntsinmt)| dt = 2710, m,
0 :

et cette expression vaut 0 dés qug m.

En séparant les parties imaginaires et les parties réellsgp faisant successivement des
sommes et des différences, on trouve :

21

2
/ cosntcosmt dt = / sinntsinmt dt=0sin#m,
0 0

2 2n
/ co< nt dt :/ sirfntdt=
0 0

2
/ cosntsinmt dt = O pour toutn,m € N*.
0

On multiplie alors le terme général de la série trigonomégipar coat ou sinnt et en
vertue du théoréme 6.2.3, on peut I'intégrer terme a terraesdlcul précédent donne le
résultat immédiatement.

La propriétéiii) est immeédiate en intégrant terme a terme de @rdazsérie trigonome-
trique de sommes, ce que I'on a le droit de faire d’apres le théoréeme 6.2.3. O

6.3.4 Corollaire. Supposons les séries numeériques de termes généraeixkp abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigommuétde terme général
(ancosnt+ by sinnt).

Si la fonction t— s(t) est paire suiR, alorsvne N, by =0

Si cette fonction est impaire siiy, alorsVn € N, a; = 0.

Démonstration.Supposons par exempsgaire.
Dans ce cas, la fonctidn— s(t) sinnt est impaire pour tout € N. Par périodicité, on peut
ecrire :
2 . + )
b = / s(t)sinnt dt= / s(t) sinnt dt= 0.
0

-1

La démonstration est analogue pour le cas impair. O

Nous pouvons maintenant définir la série de Fourier d’'unetfon périodique :
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6.3.5 Définition. Soit f une fonction définie siR, périodique de périod&rm, intégrable
sur [0, 2r1]. On appelle série de Fourier de f et on note($kla série trigonométrique de
terme général . .

(Cnelnt—FCfne_mt),

respectivement :
(ancosnt + by sinnt),

ou les coefficients , appelés coefficients de Fourier de fdmmeés par la formule :
2 .
VneZ, 2mc, = / f(t)e"Mdt,
0
respectivement :

2 2m 2m
nan:/ f(t)cosnt dt, nbn:/ f(t)sinnt dt, 2nao:/ f(t)dt.
0 0 0

En utilisant les calculs précédents, on obtient immédiatém

6.3.6 Proposition.Soit f une fonction définie siit, péeriodique de périod2r, integrable
sur[0,271] et (che™ +c_n,e™™) = (a,cosnt+ by sinnt) sa série de Fourier.

Si la fonction f est paire suR, alorsvne N, b, =0etc_, = C;.

Si f estimpaire suR, alorsYne N, a,=0etc_p, = —Cp.

Nous allons étudier un cas de convergence des séries deFd@onnons d’abord une
notation :

6.3.7 Notations.Soit f une fonction définie suR et soitty € RR.
Si la limite def (t) existe quand — to par valeurs supérieures, on notera

fto+0) = lim f(t)

t—to,t>t0

De méme, si la limite dé (t) existe quand — tp par valeurs inférieures, on notera

fto—0) = lim  f(t).

t—to,t<tp

On a besoin d'un lemme :

6.3.8 Lemme. Soit f une fonction intégrable sur un intervalkeb]. On a:

b . b b
lim f(t)edt= lim f(t)sinAtdt=lim f(t)cosAt dt=0
Al=+eJa A|>+e0Ja IA|—+oJa

Démonstration.Supposons d’abord la fonctidhnen escalier, c’est-a-dire qu’il existe un
découpage de l'intervall@, bl, tel quea=ag < a; < --- < ax = b et f soit constante
égale ao; sur chaque intervall@;, aj;1[. On peut alors écrire :

/ (et dt = a/ Mg = S or e — el
ZO : aj i iA .
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D'ou

iAt § 2}0'}
f(t)e? dt’ggo |/\|J

b .
lim f(t)e?tdt=0.

Al—tw/a

Ce qui prouve bien que

Si f est intégrable sua, b], pour toute > 0, il existe des fonctions en escaligetn sur
[a, b] telles que

8
vtelab], [f(t)— o) <n() et/n <2
On peut alors écrire :
b
At _ At iAt
Af(t)é dt_/a(p( t)e dt+/ _ o)) eMdt.

Dol :

b

/bf(t)emdt’ < /b¢(t)éMdt RUCETIDIEAE
b

o (t)ertdt|+ [ |f(t)—¢(t)|dt
foveral [
/a¢(t)e'“dt >

IN

IN

Commeg¢ est en escalier, d'apres la premiére partie de la démoiastriltexisteA > 0
tel que siA > A alors

/b¢< >é“dt’ <

Nlm

On en déduit que pour > A,

b .
/ f(t)e’“dt’ <e
a

ce qui montre bien que

b .
lim f(t)etdt =0.
A=+ Ja

Les cas des fonctions skt et cosAt se traitent de la méme fagon. O

Avant d’énoncer le théoréme principal, on peut citer un taire de ce lemme :

6.3.9 Corollaire. Soit f une fonction définie si, périodique de périod2rret intégrable
sur [0, 2], alors les suitegCn)nen €t (C_n)nen [respectivementan)nen €t (bn)nen] de
ses coefficients de Fourier convergent vers 0 quane 4o,
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\Voici maintenant le théoréme de Dirichlet :

6.3.10 Théoréme Soit f une fonction définie slit, périodique de périod2rm, intégrable
sur[0,27]. Soitp € R tel que :

i) f(to+0)=_ Ilim f(t)etf(to—0)=_Ilim f(t)existent
t—tg,t>1p t—tp,t<tg
iy lim N =T+ 0) o Tl = T=0) iciont
h—0,h>0 h h—0,h<0 h
alors la série de Fourier de f converge au poigtt a pour somme

%[f(to—l—O)—l—f(to—O)].

En particulier si f est continue et dérivable gyators la série de Fourier de f converge
au point et a pour somme(fo).

Démonstration.Pour toutn € N, on pose

n .. ‘e +n i
+5 [ejeorcjelo) = 5 cele,

= i n

ou les coefficients; pour j € Z sont les coefficients de Fourier de la fonctiirD’apres
la définition 6.3.5, on peut écrire :

sﬁw=1§fm(%ﬁh o)

1 21T +n . 21T

_ ftog-iit _+ i (to—t)

2n/o <,-:Zné e f(t)) dt / [Z ¢ ]
21— + B
—To i £

j=—-n

ou I'on a effectué le changement de variable t —tg.
Comme la fonction a intégrer est périodique de périauec@tte intégrale est encore égale
a:

1 2 +n iju 1 4+ +n Y
Sito) =5 [ [ e Mfto+udu=o- [ 13 e™f(o+rudu

j==n el j==n

+n
Comme dans la proposition 6.3.5, on peut calculer la som@ee‘IJu :
j==n

pouru € 21Z,
+n
eV =2n+1,
j=—n

pouru ¢ 217,

+n 2n+-1)i

Z e_iju _ oinu Z elku —|nUM

_gu
2, P 1-¢€
@D, @Dy, (2n+1); 2n+1 u

iU a5 =5=iu
_ € 2 Me e _sin9i=

ez e % _eb N sz
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On remarque que

_sinZly
u—0 smg

donc les deux expressions de cette somme coincidanteh

f(to+u)
siny

Si la fonctionu —

était intégrable, on pourrait appliquer le lemme 6.3.8 & ce

nous permettrait de conclure g8¢tp) converge vers 0 quanmdend verst-o. En général,
sous les hypotheses du théoréme, ce n’est pas le cas et wous densidérer la fonction

. f(to+u) — f(to+0) _ f(to+u)—f(tp+0) u
sing N u sing’

qui elle, est continue en 0 par hypothése et donc aussi atikgsur|0, 71].
En appliquant le lemme 6.3.8, on obtient que

/" f(to+u) — f(to+0) Sin2n+l
0

lim n
sm% 2

n—-o

udu=0.

Or

Tt 2 1
/ (t(.)—l;O) sin n+ / f(to+0) e v | du

— f(to-i—O)/n (an _”“> du= mf (tp+0).

0 £

On en conclut donc que

lim

n— 4o

T
/ flo+u) sin2n+1u du= rtf(to+0).
0

iny
sin5 2
De la méme fagon, on montre que

/0 f(to+u) sin2n+l
~n sing

lim

n— o0

udu= rif(to— 0).

Donc 1
Jim_Si(to) = 5 [f(to+0) + f(to—0)] O

6.3.11 Exemple. i) Soit f la fonction de périod@rsurR définie par :
f(t)=21pourte]0,nf, f(t)=—1pourte]—rmO0], f(0)= f(m) = f(—m) =0.
Alors

4 2 sin(2n+ 1)t

[SF T[Z) 2n+1

ii)  Soit g la fonction de périod2rm surR telle que dt) = [t| pour|t| < 1.
Alors,
_m 4  cog2n+ 1)t
SF(g) coszn N

n (2n+1)2

iii)  Soit h la fonction de périod@rr surR telle que Ift) = t? pour|t| < .

Alors,
© (—=1)"cosnt

7T2
SRR =5 +45
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Ces trois fonctions vérifient les hypothéses du théoremeidehl2t en tout point € R
et dans les trois cas, orvae R :

%[f(t—i—O)—i—f(t—O)] ), %[g(t-&—O)-l—g(t—O)] —g(0), %[h(t—i—O)—i—h(t—O)] —h(t).
Donc :
+00
vt € R, f(t) = [SF(f) izosmzirfll ’

+0o0
vt € R, gt) = [SF(g)](1 =§—§T %

Vvt €R, h(t) = [SF(h)](t) == +4 Z cosnt

6.3.12 Application. Dans les trois exemples précédents, on obtient des iden¢ibéar-
quables :

4 2 sin(2n+ 1)t
t sgit = — —_—.
i)Vt €] —m,+n], sg ZO ol
y m 42 cog2n+ 1)t
D’ou en prenant = 0,
w1
8

En utilisant le calcul suivant :

> 1 > 1 il 1 121 il 1
" . — P + ,
n21 n? pzl4p2 pZ (2p+1)? 4n; 2 pzo (2p+1)2
on en déeduit
i 1.4 1
&2 34 (2n+1)2 6
m o (—1)"cosnt
i)y Vt € [-m, 471, t2= =+ 4 (=1) 5
3 & n
D’ou en prenant =0,
w_ i (="
12 & n?

Remarque.Le théoreme de Dirichlet donne des conditions suffisantas g@une série

de Fourier converge en un poitgt 1l s’agit donc d’une convergence simple. Dans un
deuxiéme temps, on peut se poser la question de la convergaiforme de cette série :
dans I'exemple 6.3.11, on voit que la série de Fourief de converge pas uniformément
surRR alors que celle dg converge uniformément. Il n’y a pas de théoreme général, pou
étudier la convergence uniforme d’'une série de Fouriegut £tudier ces séries au cas
par cas.

Nous citons sans démonstration un résultat qui est trésdaits la pratique, le théoréme
de Parseval :
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6.3.13 Théoréme Soit f une fonction définie sii, périodique de périod2rr, intégrable
sur [0, 2r1]. _

Soit (cné™ +c_ne™™™), [respectivementa, cosnt + b, sinnt)] la série de Fourier de f.
Alors :

+1T >
/ £(0)2dt = 21
-1

A titre d’exercice, on peut vérifier le théoreme de Parsavaldue la fonctiorf est de la

—+00 +00
MF+ZOM?HL#4ZQM%F+HZO%F+mf)
n=1 n=1

forme : f(t) = co+ Z cne™ +c_ne ). En effet, dans ce cas :

/_jf(t)\zdtz /_J:T ((Co+ il(cnenit +cne‘”")> <%+ gl(me‘mihrmem”)) dt.

+m ..
Comme/ emeMdt =0sin+m=+#0 et/ éeMdt = 2rrsin+m= 0, seuls les

produits correspondant aux termgg, et c_,C_, ont une intégrale non nulle et on en
déduit bien que

4+ 2
/ £()[2 dt = 277
-

400
|CO|2+ Z (|Cn|2+ |C—n|2)] .
n=1

Le cas des coefficients de Four{@n)ncr et (bn)nen Se traite de la méme fagon.

Remarque.Le théoréme de Parseval est vrai mémeiest pas la somme de sa série de
Fourier.

6.3.14 Application. En utilisant les exemples 6.3.1i] etiii), le théoreme de Parseval
donne de nouvelles identités remarquables :

e 2 w162 1
||) /_n|t|2dt:§713: [2 T[ZZT—F]_)

D'ou

En utilisant le calcul suivant :

21 > 1 > 1 121 il 1
— — - + ,
Z - Z 16p* pZo (2p+1)* 16n; n* Zo (2p+1)4
on en déduit
gi_tes 1
Gt 155 (2p+1)* 90
m 2 2t > 1
ii tfdt==mr=m|=——+16Y |,
||I)/_n c [9+ nZln]
ce qui donne de nouveau d’une autre maniere :
cl_m
2 n* 90’

n=1



132 Chapitre 6. Seéries trigopnométriques

6.4 Exercices sur le chapitre 6

6.1 Exercice. Soit a un nombre réel non entier et sditune fonction de périoder
définie surR, égale a simrt pour|t| < 7.

1) Déterminer la série de Fourier de

2) La fonctionf est-elle égale a la somme de sa série de Fourier ?

3) Méme questions avec la fonctign de période 2, définie surR, égale a coat pour
t| < .

4) A partir des séries de Fourier deet deg, expliciter la série de Fourier (complexe) de
la fonctionh de période 2r, définie suiR, égale & pour|t| < .
5) En déduire l'identité :
o 1
sifma nzz_oo (a—n)2’

6.2 Exercice. 1Soit f une fonction continue et périodique, définie BurOn désigne par
T .
= (2n)1/ f(t)e"dt, les coefficients de Fourier de
77T
On noteS f (u Z cn(F)eN = co+ Z f)e" +c_n(f)e ] la somme partielle

de la série de Fou?ler de
11) Pourk etN entiers positifs, on définit

D Z eII"IX

n=—k

k
Z emx_i_e |nx ,
n=1

et

T
Montrer que/ Fn(t)dt = 1 pour toutN > 0.
-1

| 2) Montrer que I'on a

AN k —imx
N = orNT ) nzoel ] mZOe ] !
et en déduire . (N /2] X
P = 2rm(N+1) [ sin(x/2) ]

| 3) On définit
i N+1 Z)S‘

T

Sf(w= [ D u-t)dt

Montrer que I'on a

et

TNf(u):/nf(t)FN(u—t)dt.
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Il Dans cette partieFy)n>0 désigne une suite de fonctions RedansR vérifiant les
propriétés suivantes :
(A) Pour toutN € N etx € R, Fy(x) > 0.

(B) Pour toutN € N etx € R, Fy(X) = Fn(x+2m).
T
(C) Pour toutN € N, / Fn(x) dx= 1.
—1T
(D) Pour toute > 0 eta > 0, il existeNg tel que, pour touN > N,

/__a Fn(X)dx+ /anFN(x)dxg E.

T

Il 1) On définit la suite de fonctions

fN(u):/_if(t)FN(u—t)dt.

Montrer que I'on a aussi

fN(u):/Zf(u—s)FN(s)ds

et
n

f(u)—fN(u):/ (£ () — f(U—1t)]Fn(t)dt.

-1

Il 2) En remarquant qué est uniformément continue, montrer que pour tout 0, il
existea > 0 tel que, pour tout1 € R,

211w~ - yiRbat<e

—-a

I1 3) (a,¢€) étant donnés par la question précédente, montrer qu’iledistel que pour
toutN > Np, on a

/__:“(U)—f(U—t)\FN(t)dt—i—/an\f(U)— f(u—t)|Fn(t)dt < 2Me,

ouUM = maxer | f(X)].

Il 4) En déduire que la suitfy converge uniformément vefssurR.

Il 1) Montrer que les fonctionBy de la partie | vérifient les hypothéses (A), (B) et (C)
de la partie Il.

I11 2) Montrer que pour toutr €0, 17), on a

Fu(x) < [2(N+ 1)msin(a/2)]

pour toutx € [—1, 1] tel que|x| > a, et en déduire que les fonctiofy de la partie |
vérifient I'hypothese (D) de la patrtie II.

[l 3) En déduire le résultat suivant : $iest une fonction continue de périods,2es
moyennes de Cesaily f des sommes partielles de sa série de Fourier convergeot-unif
mément verd surR.
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6.3 Exercice.On considére la fonctiofi définie pour tout € R par :
f(t) = |cost[>.

1) Montrer que la fonctiorf est paire et continlment dérivable &ir
On consideére les coefficients de Fourierfde

2

Vnez, 2mn :/ F(t)e M dt,

21T

0
2 2

Vne N, man :/ £(t) cosnt dt, nbn:/ f(t)sinntdt,Znaoz/ F(t)dt.
0 0 0

2)a) Montrer queb, = 0 pour toutn € N*,

b) Montrer quea, = 0 sin est impair (intégrer sur l'intervallf®, r1| et effectuer le chan-
gement de variable— m—t).

3) a) Déterminer deux nombres rédiet B tels que
Vvt € R, cos't = Acost + Bcos 3.

b) En déduirea, lorsquen est pair (posen = 2p et distinguerp pair etp impair).
c) Vérifier quep® |azp| tend verszin quandp tend vers+oo.

4) Ecrire la série de Fourier die(réelle ou complexe). Montrer sa convergence simple sur
R et déterminer sa somme.

5) Etudier la convergence uniforme de la série de Fouriefr.de

6.5 Corrige des exercices sur le Chapitre 6

Corrigé de I'exercice 6.1

1) f étant une fonction impaire, ay = 0 pour toutn € N et
2 [T : 1/
bn = 7_1/ sinatsinntdt = 7_1/ [coga —n)t —coqa + n)t] dt
0 0
_sinm(a —n)  sinm(a +n) 2n

7T(or—n) n(a+n) - <_ )nmsmna.

D’ou .
[SF(f)](t) = sinma (="
n=1

2nsinnt
m(a2—n?2)’

2) La fonction f est égale a la somme de sa série de Fourier puisqu’elle esisiee!
par morceaux, sauf a ses points de discontinuité évent(@ist- 1)1, n € Z}.

3) g étant une fonction impaire, dm, = 0 pour toun € N et :

1/ sina Tt
ao:—/ cosatdt = ,
TJo ar
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etpourn>1:
2 (m 1/
= 7_1/ cosatcosntdt= 7_1/ [coga —n)t +coga + n)t] dt
0 0
_sinm(a —n) sinm(a +n) (—1) 2a sinma
~ m(a—n) ma+n) m(a? —n?) '
D’ou _ )
sinam l a cosnt
F = ' —)N
SFOI0) == gsinma 5 (-1

La fonctiong est égale a la somme de sa série de Fourier puisqu’elle ekisse@! par
morceaux, sauf a ses points de discontinuité éven{iis+ 1)1, n € Z}.

4) En appliquant les formules du cours, on trouve :
sinam £ (—1)"d™
T (a—n)

[SE(MI(t) =

Nn=—oo

5) On appligue le théoréme de Parseval a la fondtion

n 2
/ Ih(t) 2 dt = 217
-1

etdonc:
L~ S
S|n2 i B n:z—oo (a - n)Z'

Corrigé de I'exercice 6.2

1) Ona
m 1 N ,m
/nFN(t)dt:N—_i_lkzo/nDk(t) 2nN+1ZZ" 1.
I2) Ona
1 N 1 N Kk x_ N »
FN(X):N—+1kZODk(X>:mk;n:—keI N+1 Z (N+1= k)€™,
et

1 e|mx imx | _ 1 k e|m n)x
2n(N+ 1) Z Ze NTD) 2

m,n:O
1 A ikx
= NTD) I(:ZN(N +1—1|k) e
Ces deux fonctions sont donc bien égales et on en déduit :
1 [1 — d(N+Dx] [1 _ @i(N+1)x
N =N | T 1_e™
1 [dNFD%2gin((N+1)x/2) | [~ N+D%/2sin(— (N + 1)x/2)
~ 2m(N+1) e%/2sin(x/2) ] e X/2sin(—x/2)
1 :sin((N-l—l)x/Z)r
2n(N+1) | sin(x/2)
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| 3) On calcule :

Sfu) = Z Cn( )M = 2n Z e’“”/nf(t)ei”tdt

n=—k
:/fiie'”“tdt/ka _t)dt,
T3

et

1 N 1 N T
Taf (U) :N—szoskf(u):N—Hk;/nf(t)t)km—t)dt
m N m
:/nmeinZODk(u—t)dt:/nf(t)FN(u—t)dt.

[I'1) On calcule :

i (U) /"f(t)FN( _t)dt= /ui_nnf(u—s)FN(s)ds
—/ f(u—s)k(s)ds

par changement de variables- u—t et par périodicité. D’ou en utilisant (C) :

f(u)—fN(u):/n[f(u)—f(u—t)]FN(t)dt.

—TT

Il 2) f est uniformément continue s{@, 2771 comme fonction continue sur un compact
et donc aussi sUR par périodicité. D’ou, pour towt > 0, il existea > 0 tel quejt| < o
implique que pour tout € R,

|f(u)—f(u—t)| <e.

On peut donc multiplier paify(t) et intégrer ent € [—a, a] : pour toutu € R,

/a £ (u) f(u—t)|FN(t)dt§/_a eFNa)dtge/_" Fu(t)dt< e.

—-a

en utilisant les hypothéses (A) et (C).
I1 3) (a,¢) étant donnés par la question précédente, d’apres I'hypetti®), il existeNg
tel que pour touN > Np, on a

/: FN(t)dt+/anFN(t)dt <e.

Donc

/__:|f(u)—f(u—t)\FN(t)dtJr/an\f(u)—f(u—t)\FN(t)dt
<2M UG FN(t)dt-i—/nFN(t)dt} < 2Me,

en utilisant I'hypothése (A).
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Il 4) On a montré que pour togt> 0 il existeNg tel que pouN > Ny, on a pour tout
ueR,

fa(u) — f(u) Z/n[f( u)— f(u—t)]FRu(t)dt
_/ U)— F(u—t)]F(t dt+/ u) — f(u—t)] F(t)dt
/ u) — f(u—t)]Fu(t)dt

< e+ 2Me.
La suitefy converge donc bien uniformément vdrsurR.

Il 1) Les fonctiondy de la partie | vérifient (A) d’apres I'expression obtenue 2nB)
car lesDy sont périodiques de périoder2t (C) d’apres la question I1.

l112) En prenantle résultat de la question | 2, comme pounteyt-r, 7] tel que|x| > a,
on a les majorations suivantes :

sin((N+1)x/2) <1 et sinx/2) > sin(a/2),

on en déduit :
Fu(x) < [2(N+ D)msirP(a/2)]

D'ou :

1 < (m—a) 1

/_n FN(t)dt-l—/a Fn(t)dt <2(m—a) 2(N+1)sird(a/2)] ~ msirf(a/2)N+1

(m—a)

Comme la suite

“nsir(a/2) N+ 1
vérifie bien I’hypoythese (D) de la partie Il.
[l 3) Sif estune fonction continue de périodr, 2es moyennes de Cesaro des sommes
partielles de sa série de Fourier sont les fonctink de la partie I. Les fonction§y de
la partie Il coincident, dans le cas ou Igg sont celles de la partie |, avec les fonctions
Tnf. On a montré dans la partie Il que cette suite de fonctionserge uniformément
versf surlR, ce qui prouve le résulat cherché.

tend vers 0 quantl — oo, la suite de fonctiongy

Corrigé de I'exercice 6.3

1) La fonction f est ewdemment paire. Comnfeest la composée de la foncti@? :

t — codt et de la fonctionx — pour démontrer qué estC! surR, il suffit de montrer
quex — |x| estC! surR. Or cette fonction est évidemmedt surR* et sa dérivée vaut
3sgrx X pourx # 0. Or, lorsquex — 0, cette dérivée a méme limite & droite et & gauche
égale a 0. Cette fonction est donc bien dérivable en 0, deaéniulle et cette dérivée est
continue suiR.

2) a)b, = 0 pour toutn > 1 car f est paire.
b) Pourn > 1, nimpair, on calcule :

1 /7 2 (T
an :7_1/ }cosgt}cosntdt:—/ |cos’t| cosntdt

/}cosgs\cosnn s)ds= (—1)"ay, = —ap.
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Donca, = 0 sin est impair.
3) a) On écrit

it _it\ 3
1, a0 - 1
cost = (el +2e ) =3 (e +3e" + 3"+ %) = Zcos3+§:cost.

b) On a aisémerdy = 4/3met sin > 1 est pair, on pose = 2p et alors

1/ 4 (/211 3

an :—/ ]coé"t]cosntdt:—/ ~cos3+ = cost| cosntdt
m/)-n mJo 4 4

4 1

:7_1/0"/2 [é(coin+3)t+coin—3)t)+g(coqn+ 1)t+cogn—1)t)| dt
1 [Si”(n+3>t+S‘“(n—3)tr/2+ 3 {sin(nJrl)t_‘_sin(n—l)t}"z'

“2m| n+3 n-3 |, 2m| n+1 n—1

0
D’ou
1 1 1 3 1 1
— _— (_1\bP _ _ = (_1\P _
%= oV G 3" 2p73 "2 Y (2pm1 T 2p1a
8x3(—1)P
- m(4p?—1)(4p*-9)’

)

c) Le terme
8 x 3p*

4 _
P faz0] = S 1y 9

3
tend verszT quandp tend vers+too,
4) La série de Fourier dé est donc :

i-l-% (—1)Pcos Pt
3m m %1 (4p2—1)(4p%2—-9)°

Par le théoréme de Dirichlet, puisqfiest de class€! surR, cette série converge sim-
plement suR et a pour sommé.
(—1)Pcos ot

C
< — la convergence est normale donc uniformelRur
(4p?2—1)(4p2—9)| — J

o

5) Comme




Chapitre 7
Intégrales de Riemann dépendant d’'un parametre

7.1 Théoreme de convergence bornée

Dans ce chapitre, nous allons utiliser un théoréme, le @merde convergence bornée,
dont nous admettrons la démonstration :

7.1.1 Théoréme.Soit ( fy)nen Une suite de fonctions intégrables sur un intervadie|
telle que :
1) La suite( fy)nen converge simplement sia, b] vers une fonction intégrable f.
2) Il existe Me R tel que :

vne NVt € [a,b],|fa(t)| < M.
Alors :

/f t)dt = lim fn()d

N—oo

7.1.2 Définition. Lorsqu'il existe Me R tel que Ia suite de fonction{dy)nen, définies sur
[a,b], vérifie :

vne N, vt € [a,b], [fa(t)| < M,
on dit que la suité fy) ey €St uniformément bornée.

Ce théoreme se démontre dans un cadre trés général, avaditegu® nous n’avons pas
développés ici.

On peut remarquer que c’est une extension du théoréme 4.5.1.

En effet, I'nypothese du théoréme de convergence bornéaeass forte que la conver-
gence uniforme de la suiteh,)nc Sur [a,b] : par exemple, la suite de fonctiotissur
[0,1] ne converge pas uniformément sur cet intervalle alors lgudeinverge simplement
et est dominée par la fonction constante égale a 1.

En revanche, la conclusion est la méme : I'intégrale de litdimbe la suite( fp) oy SUr
[a,b] est égale & la limite de la suite des intégrales des fonctitangy sur(a, b).

7.2 Continuité de l'intégrale de Riemann

Soitl un intervalle ouvert d® eta, b deux réels quelconques. On considére une fonction
de deux variable$(t,x) out € [a,b] etx € |, & valeurs danK = R ouC. On suppose que
pour toutx € |, la fonctiont — f(t,x) est Riemann-intégrable s|&;, b] et on s'intéresse a

la continuité de la fonction définie poxre | par

:/:f(t,x) dt
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7.2.1 Théoréme.Soit f: [a,b] x | — K, une fonction continue par rapport & chacune des
deux variables et bornée sia, b] x I. Alors la fonction F, définie pour % | par

F(x):/:f(t,x) dt,

est continue sur I. En particulier, on a :

b b
F (%) :/a f(txo) dt= [ fim f(t,
b
=|limF =i f(t dt
Jm Fx) = Jim . ftx)dt,

ce qui est une cas d’interversion de limite et d’intégrale.

Démonstration.Remarquons d’abord que I'hypothése de continuité de latifmmd par

rapport a la variableimplique que, quelque sotte |, la fonctiont — f(t,x) estintégrable
sur[a, by.

Soitxp € | etM € R tel quevt € [a,b],vx e |,|f(t,x)| < M.

On veut montrer la continuité de enxgp : soita > 0 tel que[xp — a,Xp+ a] C | et soit

(Xn)nen UNe suite d’éléments d&y — a,xo+ a] C | convergeant versy.

On pose, pour touh € N : fy(t) = f(t,X,). Alors, par continuité de la fonctiof par
rapport a la variablg, la suite( f,)neny CcONverge simplement verfgt, xo).

De plus, cette suite de fonctions est uniformément borneMp&®n peut donc appliquer
le théoreme de convergence bornée, 7.1.1 : la $Hit®,)) , _,, converge vers (xo).

Comme ce résultat est valable pour toute sQOifgncn convergeant verg, on en déduit
bien la continuité d& enxg et donc par suite surtout entier, ce qui prouve le théoreme.
]

1

7.2.2 Exemple.Soit f(t,x) = D)2

, définie surf0,1] x R}. La fonction

La fonction f est continue par rapport a chacune des deux variables sulosaaine de
définition. En revanche, elle n’est pas bornée[6ut] x R
On va donc utiliser un argument de saturation : acit 0, alors la fonctionf est bornée

1 . L :
sur[0,1] x [a,+oo[ par?. On peut donc appliquer le théoréme 7.2.1 sur ce domaine et on

obtient la continuité d& sur[0,1] x [a, +].
Comme ceci est valable pour taut>- 0, on en déduit quE est continue sui0, 1] x R;.

Ce résultat va permettre de calcufgl) facilement :
Pourx # 1, le calcul d&=(x) est simple. En effet :

1 -1

1 x2—1 x2—1

D) 2l e
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D'ou

/1 dt _ 1 [arctd]? ! 1[arctt]1
0 (24+1)(12+x2)  x2—1 o~ o 1% %o

. 1 1
Le développement de Taylor de la fonctlgarctg)—( quandx — 1 est

l)-l—O((x—l)Z).

1 T
—arctgu—z—(x 1)(4 >

Donc

lim ! T larct1 _n+l
x—1x2—1\4 x g)—( -8 4

Par la continuité d& enxg = 1, on obtient alors :

[ —

1 dt :
F(l):/O m:llmF(x):g+Z

Donnons un exemple d’'une fonction de deux variables, quienigie’ pas les hypothéses
du théoréme 7.2.1 et pour laquelle I'interversion de latingt de I'intégrale n’est pas
vraie. Ce résultat est a comparer avec I'exemple d’'une slgittonctions qui converge
simplement vers 0 et dont I'intégrale ne converge pas versif4.1.8 :

. . S 1 1ha1-t2)
7.2.3 Exemple.Soit f la fonction dédinie suf0,1] x [0,1] par f(t,X) = )—(tei'”(1 ) i

t#£1etx#0etf(l,x) = f(t,0)= f(0,0) =0. La fonctionf est continue séparément
par rapport d et ax.
En revanche, en remarquant que la fonction définie peut etx # 0 par

(-1 1pnay
P =—5x51)°

est une primtive de la fonctian— f(t,x), on voit que, poux # 0 :

1
2(x+1)

— /1 f(t,x)dt=lim ®(t,x) — P(0,x) =
0 t—1

Donc

lim F(x :—;é/ (t,0)d

x—0

On peut vérifier que la fonctiohn’est pas bornée s(0,1] x [0,1]. En effet son maximum

1
ln(x+2) ~

1
\/x x+2 x=0 V 2ex

. X
ent est atteint pout = et vaut————= — 400 quand

X— 0.
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7.3 Derivabilité de I'intégrale de Riemann

De méme, soit un intervalle ouvert d& et a,b deux réels quelconques. On considére
une fonction de deux variabldgt,x) out € [a,b] etx € |, & valeurs dan¥ = R ou C.

On suppose que pour toxE |, la fonctiont — f(t,x) est Riemann-intégrable s(a, b]

et on s’intéresse a la dérivabilité de la fonction définierpoa | par

b
F@:/fmmm
a
7.3.1 Théoréme.Soit f: [a,b] x | — K, une fonction continue par rapport & chacune
des deux variables et bornée darb] x I. Si f a une dérivée partielle par rapport a X,

of . . : ]
I continue par rapport a chacune des deux variables et bosuééa, b] x |, alors la
fonction F, définie pour x | par

Hmzéﬂmmm,

est dérivable sur | et

Pu):<éﬂ¢©d0/

ce qui est un cas d'interversion de dérivée et d’'intégrale.

Démonstration.Comme dans le théoreme 7.2.1, I'hypothése de continuitéotesions

f et% par rapport a la variablemplique que, quelque sotte |, les fonctionsg — f(t,X)

ett — %(t,x) sont intégrables sya, b].

Soitxg € | et soitM € R tel que

vt € [a,b],vxel,|[f(t,x)| <M et <M.

of
&(LX)

Comme précédemment, on fige> 0 tel queXo — a,Xp+ a] C | et soit(Xn)nen UNE SUite
d'éléments déxo — a,Xp+ a] C | convergeant vergy. On peut supposer sans perte de
généralité quey, # Xp pour toutn € N.

Pour démontrer la dérivabilité de la fonctiBnenxg, on écrit, pour touh € N :

R

On définit la suite de fonctiothn)ncy pourt € [a, b] par :

NSRS

Puisque la fonctiorf est continlment dérivable par rapport a la variabkn xg, cette

. : o0f . . o
suite converge simplement vers la fonctrg)F(l (t,X0), qui par hypothése est intégrable par
rapport a la variable
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De plus, par le théoréme des accroissements finis, il existe]xo — o, %+ a] tel que

of : : ) )
hn(t) = = (t,yn). Donc, les fonctions, sont donc uniformément bornées pdrsur

X
[a,b.
En appliquant le théoréme de convergence bornée, 7.1.1h dédrliit que la suite

(=t

bof
converge ver# — (t,%p) dt quandn — oo.
a Ix
Comme ceci est valable pour toute suig) -y convergeant versy, on en déduit que
(F(x) —F(xo)) _ [Pof

lim = [ ——(t,xp)dt
X—X0 X—Xo a 0X(,Xo) ’

ce qui prouve la dérivabilité deé enxg et I'égalité

F'(xg) = bﬂt dt O
(x0)= | 5 (t:x0) dt.

Puisquexg est quelconque, ceci montre bien la dérivabilité-dgour toutx € 1.

7.3.2 Exemple.Pour n> 1, on pose, pour X 0,

1 dt
Fn(X) :/0 Zan

of —2nx
Il est facile de voir que—(t,X) = —5——5——.
. of . R .
Les fonctionsf et Ix sont continues par rapport a chacune des deux variablesisur |
domaine de définition. En revanche, elles ne sont pas bosuéfk 1] x R,.
On va donc a nouveau utiliser un argument de saturationasdit- 0, alors les fonctions

of . 1 .
f et& sont bornées su0, 1] x [-A, —a] U [a,A] par% etm respectivement. On

peut donc appliquer le théoreme 7.3.1 sur ce domaine et eenold dérivabilité de-
sur[0,1] x [-A,—a]U[a,Al.
Comme ceci est valable pour tautA > 0, on en déduit quE est dérivable suo, 1] x R,.

Ce résultat permet de calculer les fonctigqgar récurrence :
Pourx#0,0na:
1 dt
/ P — _—
Fa(X) = 2nx/0 @t
D’ou la relation de récurrenceR, (x) = —2nxF1(X).

1 1 : :
Sachant qué&y(x) = )—(arctg)—(, cette relation permet de calculer les fonctiéns
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7.4 Cas ou les bornes d’intégration dépendent du parametre

Comme précédemment, on considéere une fonction de deublesfdt, x) out € [a, b et

x €1, | étant un intervalle ouvert dg, a valeurs dan& = R ou C. On suppose que pour
toutx € I, la fonctiont — f(t,X) est intégrable suia,b] et on s’intéresse aux propriétés
de la fonction définie pout € | par

v(X)

F(x) :/ F(t,) dt,

a

ou la fonctionv est définie sut, a valeurs dang, bJ.
On étudie la continuité et la dérivabilite &e

7.4.1 Théoreme. 1) Soit f une fonction continue par rapport a chacune des deux
variables et bornée syg,b] x I. Si la fonction v est continue sur I, alors, la fonction F
est continue sur .
2) Soit f une fonction continue par rapport a chacune des dadables et bornée
e . df . .
sur[a,b] x | telle que la dérivée partlell%—X existe, est continue par rapport a chacune

des deux variables et bornée darb] x I. Sila fonction v est dérivable sur I, la fonction
F est dérivable sur | et

F'(%) :/av(x)%(t,x) dt-+V () f (V(X),%).

Démonstration.Soitxg € | et soitM € R tel quevt € [a,b],Yx e I, |f(t,x)] < M.
Sous les hypothéses d on écrit :

v(Xo) v(x) V(X0)
F(x)—F(xo):/ £(t, %) dt + f(t,x)dt—/ £(t, %) dt.
a V(Xo) a
D’apreés le théoreme 7.2.1,

V(Xo) V(Xo)
/ f(t,x)dt—/ f(t,xo)dt‘:O.

a a

lim
X—Xo

De plus, on peut écrire :

V(X) V(X)
/v f(t,x)dt'g/v(xo)|f(t,x)|dt§M|v(x)—v(xo)|.

(X0)

On en déduit, par la continuité de la fonctioenxg que

lim
X—Xo

v(%o)
/ f(t,x)dt' _o.
v

Ceci prouve que
Jim |F(x) —F(x0)| =0.

La fonctionF est donc bien continue e@g et donc aussi surtout entier.

Sous les hypotheses @), quitte & changer sa valeur, on supposeMuest tel que, pour

of

—(t,X

ax( Y )

toutt € [a,b] etx e, < M et on écrit :
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V(o) V(9 v
F(x):/ f(t,x)dt+/ f(t,xo)dt+/ (F(t.X) — f(t,%0)) dit.
a v(x0) V(%o)

, v(xo) L. L ) (V0 g f
La fonctionx — f(t,x)dt est dérivable de dérivée ep égale a/ &(t,xo) dt
a

d’'apres le théoré%e 7.3.1.

y
D’aprés le théoreme 3.3.3, la fonctign— /( | f(t,xo) dt est dérivable de dérivée en
V(X

V(xo) €gale af (v(xo), o).
V(X)
D’ou en composant par la fonction la fonctionx — o) f(t,Xo)dt est dérivable de
v(Xo

dérivée eng égale & (xo) f (V(X0),Xo)-
Finalement, on peut écrire :

V(X

/VV(X)(f(t,x)—f(t,Xo))dt' S/V "6t~ 1t ot

(Xo) (X0)

< V(X) = v(x0)| sup [f(t,x) — f(t,x0)l,
telab]

Par le théoréme des accroissements finis,

f t,X)

—-— < —Xo| -
ox (LX) < Mx—X|

sup [f(t,x) — f(t,x0)| < [x—Xo| sup

telab] te[a,b],xel

Par continuité de la fonction le terme|v(x) — v(Xp)| tend vers 0 quang tend versx, et
ceci implique que :

V(X)
[0 (1630 it o =0t 0).

(xo)
On déduit de ces trois résultats que la fonctoast bien dérivable exy avec
V(xo) 9 f
Fio0)= [ 5 (t0) dtv o)t (Vi) o).

Puisquexg est quelconque, ceci prouve bien le théoreme.
]

7.4.2 Exemple.Soient ac R et f une fonction continue siia, +[. On pose, pour tout
X €|a, 4o,

X
Fi(x) = / (x—t) f(t)dt.
a
Pour pouvoir appliquer les résulats de ce chapitre, fixarg, +co[. On va raisonner pour

t € [a,b] etx €]a,b.
Par le théoreme 7.4.F; est dérivable suja,b[ et on a:

Fx = [ fodex-0 100 = [ 1o

On en déduit :
F'(x) = f(x) pourx €]a,b.
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Comme cette identité est vraie pour tbut|a, +|, elle est vraie également pour sur tout
l'intervalle |a, +-oo|.
De la méme fagon, on montre par récurrence que, pala, +o/, Si

= [ et

a n!

alors : .
R %) = f(x).

7.5 Exercices sur le chapitre 7

+T1
7.1 Exercice.SoitF(x):/ In (1+x*— 2xcosf) de.
T

1) Montrer queF est continue et dérivable sur l'intervalle- 1, +1].
2) CalculerF’ sur I'intervalle] — 1, +1[ (On pourra effectuer le changement de variable

t= tane)
= tan).
3) En déduireF sur lintervalle] — 1, +1][.

7.2 Exercice.Pourx € R, on définit la fonction
T
F(x) = / /T =xcost]dt.
0

1) Verifier quef est bien définie pour toxtc R et quef est une fonction continue si.
2) Montrer quef est une fonction paire de
3) Montrer quef et 2 fois dérivable pou| < 1 et gqu’elle vérifie la relation :

xR — 1) (x) +40& — 1) ' (x) — xF(x) — /OHR(t,x) dt,

ou I'on a posé :
17} 2sint
R(t,X) = — [ ——— ).
(t,X) ot (x/l—xcost)
4) En déduire qud vérifie I'équation différentielle :

Ax(x% — 1) 1" (x) + 4(x2 — 1) ' (x) —xf(x) = 0.

7.3 Exercice.Pourx € R, on définit la fonction :

T

+3
F(x) = / ? gsint gt

1) Verifier quef est bien définie pour toxtc R et quef est une fonction continue si.
2) Montrer quef est dérivable suR et que :

+ .
f/(x) = —/ e Msintdt.
2
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3) De méme, montrer quket 2 fois dérivable et qu’elle vérifie la relation :
xf”(x) 4+ f'(x) —xf(x) = 0.

(On pourra faire une intégration par parties dans l'intkgdéfinissant’)
4) Résoudre les mémes questions avec la fonction :

T
g(x) = / e % dt,
0

7.4 Exercice.Pourx € [0,1] ett € [0,1], on définit la fonction de deux variabldspar :
f(t,x) = gx(t), ou la fonctiongy est définie pagp(t) =0 et six#0:

2 . ,
ox(t) = 0 pourt > x, gx()—z() = ox(0) = 0 etgy est affine continue suo, g] et sur[)—z(,x].
1) Pourx # 0 fixé, expliciter les fonctions — gx(t) pourt € [0,x] et les représenter sur
un graphe.

2) Veérifier quef est séparément continue par rapport a chacune des varsaip[8s1] x
[0,1]. Montrer en particulier que pour tout [0, 1], f(t,x) — 0 quandx — O.

1
/ £(t,x) dt =
0

4) Pourquoi le théoreme 7.2.1 ne s’applique t-il pas ?

3) Montrer que pour tout € [0,1] :

7.6 Corrige des exercices sur le Chapitre 7

Corrigé de I'exercice 7.1

T
Soit F (x) :/ In(1+x? — 2xcosH) dé.

-
1) La fonction de 2 variable$(8,x) = In(1+ x? — 2xcosB) est continue sur le rectangle
A défini par les inégalités|@| < 1, |x| < 1 car le terme 2 x? — 2xcosf est positif et ne
s’annule pas sur cet intervalle.

De plus, la dérivée partielle depar rapport & vaut :

0 2(x—cosb)

a_xf(e’x) T 14 x2—2xcosh’

Cette fonction est également continue continuelsur
La fonctionF est donc dérivable sy 1,+1[etona:

9 2(x—cosf)
/ ] N
P _/ f 9,x)d0 = /n 1+ x2 — 2xcosO

. 6
2) On supposéx| < 1. Le changement de varialile- tanE donne alors:
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e
F'(x) :4/ ~

—o 2 _ oylt? 2
14+X2 = 2% 1+t
/+°° t?(x+1)+(x—1) dt
—w 2(X+1)24+ (x—1)2 1412
_4/+°° 1 t’(x4+1)2+(x—1)(x+1) dt
e (xH1) t2(x+1)24(x—1)2  1+t2

1 1 (Xx—1)(x+1)— (x—1)2
_4/_00 (x+1) 1+t2+[tz(x+l)2+(x—1)2][l+t2]) at

B T 1 1 X a(x)
_4/00 x+) \ 112 T 2Pt 12+ (x=1)2 1+t2) at,

ol 'on calcule :f (x)(1+t2) + g(x) (t3(x+1)2 + (x— 1)?) = (x— 1)(x+ 1) — (x—1)2, ce
qui donne, si'on suppose# 0 :

_ (x=1) L (x+1)2(x—1)
9 =~ ) =+—7 —
On en déduit donc :
, +oo 1 (x+1)3(x-1) 1 (x—1) 1
P _4/ x+1)(1+t2+ X RxiDZr(x—12 2 l+t2) at
4m 1 (x+1)2(x—1) 1 (14+x) (x=1)
T G A VR (R A R R )
_ 4m (x+1) (x—1)
T x+1) 7 2 2 )

DoncF’(x) = 0 pourx # 0.
Par continuité, on obtient bigf (x) = 0 pour toutx €] — 1, + [
3) La fonctionF est donc constante et par suitgx) = F(0) =

Corrigé de I'exercice 7.2

1) La fonction ¢ (t,x) = /|1 —xcost| est continue suf0, 1] x R donc intégrable pour
t € [0, 11} et sa primitivef (x) est continue SuR.

2) On calculef (—x) en posanti= m—t :

n 0
:/ \/\1+xcost|dt:—/ v/|1—xcosu|du
0 m
——/ v/ |1—xcosu|du= f(x)
0

3) La fonction¢ (t,x) est 2 fois continlment dérivable &rsur[0, 1] x| — 1, +1] avec :

—codt 92 —(cost)?

17}
—P(t,X) = —— et .
0x¢( ) T_xcos . oxX e ?tX) = 4(1—xcogt)3/2

Donc f est bien 2 fois dérivable siit avec :

T  —cost cost
f'(x) = dt.
/1—xcost xcost 4(1—xcost)3/2
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On peut alors calculer :

2
X (X2 — 1)%¢(t,x) +4(x% 1);—)(¢(t,x) —x¢ (t; )
—x(x2 —1)cogt — (x* — 1) cost (1 — xcost) — x(1 — xcost)?
(1—xcost)3/2
—x(cogt + 1) +2cod
(1—xcost)3/2

Or, on vérifie que

Ritx) — 9 ( 2sint _ —2cog(1—xcogt) —sirft
ot \V1—xcost) (1—xcost)3/2
_ —x(cogt+1)+2cog
 (1—xcog)3/2
D’ou I'égalité :

Ax(x? — 1):—)(22¢(t,x) +4(x - 1)i¢(t,x) —x¢(t;x) = R(t,X),

o0x
qui implique bien I'égalité cherchée par intégrationt eur [0, 71].
n 2sint 1"
4) Puisque/ R(t,x)dt= |————| =0, on en déduit bien qué vérifie 'équation
) Puisque/ " R(t,x) [ m]o q q

différentielle :

Ax(x% — 1) " (X) + 40 — 1) f'(x) —xf(x) = 0.

Corrigé de I'exercice 7.3

1) La fonctiong (t,x) = €™ est continue suf—1/2, /2] x R donc intégrable sur I'in-
tervalle[—11/2, 11/2] et sa primitivef (x) est continue suR.

: = L m T
2) La fonction¢ (t,x) est continment dérivable etnsur[—z,JrE] x R avec:

J _ ; —Xxsint
a_x‘l’(t’X)_ sinte .

Donc f est bien dérivable siR avec :

/ 2 i sint
f(x):—/ sinte’>"™ dt.

2
.0 o - m T
3)La fonctlond—xtp(t,x) est continlment dérivable e«sur[—E,JrE] x R avec :

0? i
W¢ (t, X) - XSinzte_XS'nt.

Donc f est bien deux fois dérivable sRravec :

+3 :
£(x) = / ? xsintessin dit.

m
2
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On intégre par partie I'intégrale définissdnten posant :
u=e X" du=xcoge " dv= —sint, v=cog,

et on obtient :

f(x) = [Coste—xsintr_r

Ny NIy

+3 :
+/ : xcoste XS gt
-2
+3 :
:o+/ (1 sirPt)e XS dt = xf(x) - x 1" (x).
-2

4) En suivant les mémes étapes, on trouve gjuérifie I'’équation différentielle :

xg'(X) +g'(x) = xg(x) = 0.

On en déduit qué = g, ce que I'on aurait pu voir directement en effectuant le geament
. T o, e
de variabld = u— > dans l'intégrale définissagt

Corrigé de I'exercice 7.4

1) Pourx#0fixéona:
. X 4
S|t € [0, é], gx(t) == Qt

Sit e [)—Z(,x], Ox(t) = —%(t—x)

2) Pourx € [0, 1] fixé, la fonctiont — f(t,x) est continue sui0, 1] puisque par construc-
tion les fonctiong — gx(t) sont continues syo, 1.

Pourt fixé, d’apres la question 1), les fonctioxs- gy(t) sont également continues pour
x €]0,1].

Pour étudier la continuité en= 0, on distingue 2 cas :

ou bient = 0, alorsgy(0) = 0 et on voit quef (0,x) — 0 quandx — 0

ou bient # 0 et alors sk <t, gx(t) = 0 donc on a ausdi(t,x) — 0 quandx — O.

Donc quel que soit€ [0,1], on a: limk_o f(t,x) = 0= f(t,0).

. . o 2 .
3) On remarque que l'aire du triangle isocele de basede hauteui est 1. C'est l'aire
comprise entre I'axe de<et le graphe de le fonctidn— gx(t) = f(t,x), donc

1 1
/Of(t,x)dt:/o ge(t)dt = 1

4) Linterversion de la limite quanat — 0 et de l'intégrale n’est pas veérifiée puisque
1 1

Iirré) f(t,x)dt=1 et/ Iimof(t,x)dt = 0. On remarque que la fonctiohn’est pas

X— 0 0 X—

bornée suf0, 1] x [0, 1] et donc qu’elle ne vérifie pas les hypothéses du théoreme. 7.2.



Chapitre 8
Intégrales généralisées dépendant d’'un paramétre

Soitl un intervalle ouvert d®. On considére un intervalle semi-ouvgtb| et une fonc-

tion de deux variable§(t,x) out € [a,b[ etx € |, a valeurs dan& = R ouC. On suppose

ou bien québ = 40 ou bien qué < + et que pour certainse |, la fonctiont — f(t, x)

n’est pas définie eb. On suppose que pour tauk |, la fonctiont — f(t, x) est intégrable

sur l'intervalle semi-ouveria, b[ au sens des intégrales généralisées et on s'intéresse aux
propriétés de la fonction définie supar I'intégrale généralisée

F(x) = /:f(t,x)dt.

On étudie la continuité et la dérivabilité &esurl .

8.1 Théoreme de convergence dominée

Dans ce chapitre, nous allons utiliser le théoréme de cgamee dominée qui est une
conséquence du théoreme de convergence borné, 7.1.1:

8.1.1 Théoréme.Soit (fn)nen UNe suite de fonctions intégrables sur un intervalle semi
ouvert[a,b| telle que :

1) La suite(fy)nen converge simplement sie, b[ vers une fonction localement
intégrable f.

2) Il existe une fonctio, intégrable sur 'intervalle semi ouvefa, b| telle que :

vne NVt € [a,b], [fa(t)] < w(t).

Alors f est intégrable sur I'intervalle semi ouvéat b| et

n—oo

/ F(t)dt= lim fn( dt.
Démonstration.Remarquons d’abord que I'’hypothé®amplique en particulier que :

vt e [a,b],[f(t)] < @(b).

Pour montrer I'intégrabilité de la fonctioh sur I'intervalle semi ouverfa, b[, on écrit,

pour toutA € [a, b, :
/A|f(t)\ dt < /AL,U(t)dt.
a a
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Puisque par hypothése, la fonctigrest intégrable sur I'intervalle semi ouvéat b[, cette
inégalité implique que la fonctioh est absolument intégrable donc intégrable[aLl|.

Pour calculer 'intégrale dé sur[a, b[, on se donné € [a, b| et on utilise le théoréme de
convergence bornée, 7.1.1 sarA| : puisque la fonctiorf est intégrable sug, A elle est
bornée sur cet intervalle. Donc, on a bien, pour et [a, b :

/f dt = lim fn()d

n—oo

De plus,e > 0 étant fixé, on peut choisk € [a, b[ tel que

b
[wons
A

b
VneN,/ |fn(t>|dt§%et/ ()] dt <
A

Alors, il existeN € N tel que, poun > N :

g (t)dt—/aAfn(t)dt' < g

Alm

On en déduit :

€
4

Donc, poum> N, on a:

[rwa [Mnwal <| [“ra- [Cuoaf+ o [no)a

/aAf(t)dt—/aAfn(t)dt

Ceci prouve bien que l'intégrale desur[a,b[ est égale & la limite des intégrales dgs
sur cet intervalle.

< —|—2£<€
J— 4_ .

O

8.2 Continuité de I'intégrale généralisée

8.2.1 Théoréme.Soit f: [a,b[x| — K, une fonction continue par rapport a chacune
des deux variables sum, b[xI. On suppose gu'il existe une fonctign: [a,b[— R,
intégrable sur l'intervalle semi-ouvefd, b| telle que :

v(t,x) € [abxI, [f(t,x)] < @(t).
Alors la fonction t— f(t,x) est intégrable sur I'intervalle semi ouveg, b| et la fonction
F, définie pour x | par

b
F(x):/ £(t,x)dt,
a
est continue sur I. En particulier,on a :
/ ftxg) dt= [ lim f(t.x) dt
a X—)XO

=limF(x)=li f(t,x) dt
Jim F(X) X;ngoa (t,%) dt,

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’intégrale ge&tisée.
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Démonstration.Remarquons d’'abord que, pour tout |, la fonctiont — f(t,x) est lo-
calement intégrable sia, b[ car elle est continue par hypothése.

Pour montrer l'intégrabilité de la fonction— f(t,x) sur l'intervalle semi ouverfa, b|
pour toutx € I, on écrit, comme dans le théoréme du convergence dominée Bdur
toutA € [a,b], :

/A\f<t,X>|dt§/Aqo<t)dt.

Puisque par hypothése, la fonctigrest intégrable sur I'intervalle semi ouvéat b|, la
fonctiont — f(t,x) est absolument intégrable donc intégrable[aLl|.

On procede alors comme pour le théoreme 7.2.1.
Soitxg € | . On veut montrer la continuité deenxg : soita > 0 tel quelxg—a, X+ a] C |
et soit(Xn)ney UNE Suite d’éléments d&y — o, %o+ o] C | convergeant vers.

On pose, pour tout € N : fy(t) = f(t,x,). On remarque que les fonctioriig sont inté-
grables sur l'intervalle semi ouved, by.

Par continuité de la fonction — f(t,X) , la suite(fn)neny cOnverge simplement vers la
fonction f (t,xp), qui elle aussi est intégrable darb[. De plus, cette suite de fonctions est
majorée par la fonctiop. On peut donc appliquer le théoréme de convergence dominée,
7.1.1: la suitg(F (xn)) .y CONverge vers (xo).

Comme ce résultat est valable pour toute sukgn-n convergeant vergy, on en dé-
duit bien la continuité dé& enxg et donc par suite surtout entier puisqueg € | est
guelconque, ce qui prouve le théoreme.

]

8.2.2 Exemple.Soit

e xt
f(t,X) — m,

définie pour(t, x) € [0, +oo[x]0, +oo].
La fonction f est continue par rapport a chacune des deux variablg®,stw|x]0, 4-oo|

et

V(t,X) € [0, +oo[x]0, 400 , [f(t,X)] < e

qui est une fonction intégrable s, o[ (voir chapitre 3).

La fonction
+o00 eth q
F(x) = —dt
> /o 1+t277

est donc continue sy, +-oo|.

Remarque. Comme pour la continuité des intégrales de Riemann dépeddanpara-
meétre, en général, on ne peut pas raisonner sur l'interatiat entier. On cherche des
dominations sur des sous-intervallesidet on utilise un argument de saturation pour
obtenir le résultat surtout entier. Voir I'exemple de la fonction Gamma ci-dessous

8.3 Dérivabilité

8.3.1 Théoreme.Soit f: [a,b[x| — K, une fonction continue par rapport & chacune des
deux variables sufa, b] x I. On suppose que f admet une dérivée partielle par rapport a
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of : R -
X, ax’ continue par rapport a chacune des deux variables/aLl] x |.
On suppose qu'il existe deux fonctiopset ¢ : [a,b[— R™T, intégrables sur l'intervalle

semi-ouverfa, b telles que

of

v(t,x) € fablx1, [f(t3)] < @(t) et| 3 (1%

< Y(t).

: of o :
Alors pour tout x 1, les fonctions t- f(t,x) ett— &(t,x) sont intégrables sur l'inter-
valle semi ouverfa, b] et la fonction F, définie pour % | par

F(x) = /abf(t,x)dt,

est dérivable sur | et

Foo=( [ 1ena) = [ Tena

ce qui est un cas d’interversion de dérivée et d'intégraledyalisée.

Démonstration.Remarquons d’abord que, pour tout I, les fonctions — f(t,x) et
of o N :

t— &(t,x) sont localement intégrables sur 'intervalle semi ouVar| car elles sont

continues par hypothése.

. I : of : .
Pour montrer 'intégrabilité des fonctions- f(t,x) ett — &(t,x) sur l'intervalle semi

ouvert[a, b[ pour toutx € I, on écrit, comme dans le théoréme du convergence dominée
8.1.1, pour touA € [a,b, :

A A Algf
/ |f(t,x)|dt§/ (p(t)dtet/
a a a

t,X)

- dtg/:t,u(t)dt.

Puisque par hypothése, les fonctignet ¢ sont intégrables sur l'intervalle semi ouvert

: of _ o
[a,b], les fonctionst — f(t,x) ett — &(t,x) sont absolument intégrables donc inté-
grables sufa, b.
On procéde alors comme pour le théoréme 7.3.1. Orofixed tel que[xo— a,xp+a] C |

et soit(Xn)neny UNe suite d’éléments de&y — o, xo+ a] C | convergeant versy. On peut
supposer que, # Xp pour toutn € N.

Pour démontrer la dérivabilité de la fonctiBrenxg, on écrit, pour touh € N :

S

On définit la suite de fonctiothn),cy pourt € [a, b] par :
f(t,xn) — f(t,%o0)
Xn—Xo
Puisque la fonctiorf est dérivable par rapport a la varialdlen xp, cette suite converge

hn(t) =

simplement vers la fonctlo% (t,Xo), qui bien est intégrable par rapport a la variable
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De plus, par le théoréme des accroissements finis, il existe]xo — o, %+ a] tel que

hn(t) = a—)f((t,yn). Donc, les fonction, sont donc dominées par la fonctignsur [a, b].

En appliquant le théoréme de convergence dominée, 8.1€ln daduit que la suite

(F(Xn)_F(XO>)

Xn _XO neN
bof
converge ver# &(t,xo) dt quandn — oo,
a
Comme ceci est valable pour toute suig)neny CONvergeant versy, on en déduit que
_ F(x)—F b f
lim (M) = d—(t,xo)dt,

X—Xo X —Xo ~Ja ox

ce qui prouve la dérivabilité deé enxg et I'égalité
bof
F/(xn) = / — (t,%o) dt. [
x0)= | G (1:0)
Puisquexg € | est quelconque, ceci montre bien la dérivabilitd=deur| .
Remarque. Pour la dérivation sous le signe somme, on a la méme rematgupayr la
continuité : en général, on ne peut pas raisonner sur Riatierl tout entier. On cherche

des dominations sur des sous-intervalle$ deon utilise un argument de saturation pour
obtenir le résultat surtout entier. Voir I'exemple de la fonction Gamma ci-dessous

8.3.2 Exemple.La fonctionr.
Pourx €]0,+|, on pose

40
r(x) = / et dt.
0

Définition:
Comme il y a deux problemes d’intégration, en O et{en, on sépare cette intégrale
généralisée en deux intégrales généralisées :

1 +00
M1(x) = /0 e 't ldt, () = /1 e 't 1dt.

On a bien sdr,

M=r1+0>.
La fonction a intégref (t,x) = e't*~* est positive. On peut donc poxr> 0 fixé, appli-
guer le théoréme 3.8.2 :

-Soitx €]0, +oo] fixé. Quand — 0, f(t,x) est équivalente &1 qui est intégrable en 0
d’apres la proposition 3.8.3. Domg (x) est bien définie poux €]0, +oo].

-Soitx €]0, +oo[ fixé. Quand — +o, on a

lim €/2f(t,x) = lim e /2%t =0.

t—-+o0 t——+o

Donc f(t,x) est dominée au voisinage deo pare'/2 qui est intégrable en-c. Donc
2(X) est également bien définie poug]0, +-oo|.
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On vérifie sans difficulté quE(1) = 1 et quevx > 0, I'(x+1) = X (x). On en déduit
en particulier qué/n € N* | I'(n) = (n— 1)!. La fonctionI" apparait donc comme une
extension & de la fonction “factorielle”.

Continuité: La fonction f (t,x) = e~'t*~1 est continue suj0, +oo[x]0, +oo].
Soita >0.0na:
Vx € [a,+oo[, Vt €]0,1], e 't <e it

La fonctiony (t) = e 't? 1 est intégrable en 0. D’aprés le théoréme 8.2.1, la fonction
1(X) est continue sufa, +o[. Ceci étant vrai pour toutr > 0, on en déduit qu€;(x)
est continue sul, +oo|.

Soit3 > 0. On a de la méme fagon :

Vx€]0,B], Vt € [1, +oof, [e 't | <e'tP L

La fonctiony,(t) = e 'tP~Lestintégrable errc. De nouveau, d’aprés le théoréme 8.2.1,
la fonctionl™»(x) est continue sul0, B]. Ceci étant vrai pour toy# > 0, on en déduit que
2(X) est continue sU0, +oo|.

La fonctionl” est donc continue sy@, +o|.
Dérivabilité : La fonctionf (t,x) = e't*~! admet une dérivée partielle par rappoxtGui
est continue sui, +o[x]0,+o]. En effet, pour touft, x) €]0, 4-0[x]0, +oo],
of et

—(t,x) = e 't* “Int.
ax( ’ )
Soita, B > 0. Comme pour la continuité, on écrit :

VX € [a,+o], ¥t €]0,1],|e 't* int| < et tint,

vx€]0,B], Vt € [1,+oo[, [e”'t* LInt| < e 'tP~tInt.

La fonctione 't~ 1Int est intégrable en 0 et la foncti@en't?—1Int est intégrable en-.
On en déduit par le théoreme 8.3.1 que les fonctlonet ', sont dérivables respective-
ment surja, +oo[ et]0, B]. Comme c’est vrai pour tous, 3 > 0, ces deux fonctions sont
dérivables suf0, +oo. Il en est de méme podireton a :

4o
Wx €]0, oo, [ (X) = / et Lntdt.
0

Remarque.L’hypothése de domination de la fonctidft, x) ou de la dérivée partiell%

par une fonction intégrablgy sur I'intervalle semi-ouverfa, b[ dans les deux théorémes
8.2.1 et 8.3.1 est trés forte. On peut envisager une hypothems forte, la convergence
uniforme :

8.3.3 Définition. On dit que l'intégrale généralisée dépendant d’'un parameéetr
b
F(x) = / F(t, %) dt,
a
est uniformément convergente sur | si:

Ve >0, dce [a,b[ tel quevxel

b
/ f(t,x)dt’ <e&.
Cc
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On peut montrer que la conclusion des théoremes 8.2.1 dt @&e valide si on rem-

o f R
place I'hypothése de domination (stiou sur%) par cette hypothése de convergence
uniforme.

8.4 Application : transformée de Laplace

8.4.1 Définition. On pose :
&={f cC(R",K)|3M; >0,3r; >0,vt e R" | f(t)] <M}

et pour fe &, on définit la transformée de Laplace de f, quand elle existe;

L(F)(X) = /0+°° f(t)e dt.

8.4.2 Proposition. 1) Soit fe . Alors, pour tout x> r, L(f)(x) est bien définie.

2) L'application L est une application linéaire de I'espace vectorietians I'es-
pace des fonctions de class& C

3) Pour toute fonction &£ L, L(f)(X) tend vers 0 ainsi que toutes ses dérivées
lorsque x tend versg-co,

Démonstration.: 1) Pour f € &, la transformée de Lapladg(f)(x) est définie par une
intégrale généralisée si@);, +oo[. Pour toutx > r¢, on peut écrire :

|f(t)e ™| < Meel X,

La fonctionel"t )t est intégrable sul0, +oo[. Donct — f(t)e ™ est absolument inté-
grable surf0, +oo[ pour toutx > r¢ et L(f)(x) est bien définie pour ces valeursxde

2) Il est facile de voir qué& est un sous-espace vectorield&R ™, K) et quel est linéaire.
Montrons que pouf € &, L(f) est de class€” :

La fonction(t,x) — e f(t) est continue sul0, +oo[x]r ¢, +o[, dérivable par rapport@
avecs (e7f(t)) = —te ™ f(t) qui est continue sUO, +-oo[x]r ¢, oo

708
De plus, soita > r¢. On peut écrire, poure [0, +-o[ etx € [a, +] :

9
ox

(e‘th(t))‘ = [—te ™ f(t)| < Mytel 3N,

La fonctiont — tel"—at est intégrable sul0, +o[. On peut donc appliquer le théoréme
8.3.1: pour touk € [a,+o[, 0N a

d [te o
—/ e X f(t)dt= —/ te ™ f (t)dt.
dx.Jo 0

Commea > r; est quelconque, cette égalité est vérifiée|sur-oo].

Le méme argument appliqué a la foncti@ ™ f (t) permet d'itérer le raisonnement. Le
résultat a I'ordren est alors immédiat et on obtient bien quéf ) est de class€®.

3) Pourx > r¢, la majoration :

’e_th(t” < Mfe(rf—x)t,
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implique que

NOICTE

0

—+00 —+00 M
}e‘“f(t)]dthf/ el Mt — —
0 X—TIf

Donc|L () (x)| tend bien vers O quand— +co.
Pour la dérivée, un calcul analogue donne, pouir ¢ :

|—te™f(t)| < Metel Tt

dou: g
LN

Or par une intégration par parties, on a, pour %ut O :

X
/Xte(rf—x)tdt _ [te(rf X)t] B 1 /X e(l’f—X)tdt‘
0 N —X 0 rs —XJo

Le terme tout intégré tend vers 0 quaXd— + et le second terme tend v

+o00 ~+o00
g/ ]te’“f(t)\dtgl\/lf/ tel g,
0 0

X—1r¢)2
donc, .
/ el Mg — =
0 (X— rf)2
On en déduit que
d M+
— L (f < —
AU
donc la dérivée dé (f) tend bien vers 0 a I'infini.
Cet argument s’applique aussi a toutes les dérivées defoptton. O

8.4.3 Proposition. Soit f € €. Alors, si x> r; +a,
L (e (t)) (x) = L(f)(x—a).
Démonstration.: Six > r; 4+ a, par 'argument précédent, les deux intégrales :
+oo

400
/ f(t)edt et / f(t)e@ gt
0 0

existent et sont évidemment égales. O

8.4.4 Proposition. Pour x> A, pour tout n> 1

n!
(X_A )n-ﬁ-l.

L(t"eM) (x) =

Démonstration.: Soitx > A. Pour toutX > 0, par intégration par parties, on a :

X
X Na(A —X)t X $N—1a(A—X)t
/ t"eA Xt gt — [t € ] —n/ teidt.

0 0

A—X A—X
QuandX — 4o, le terme tout intégré tend vers 0. Donc on obtient I'égalité

/+°°tne()« T /+°°tn—1e(/\ Xty
0 0

A —X
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On itére ce calcuh fois et on trouve :

/+°°tne()\ *X)t dt — —N /’+°°tnle()\ *X)t dt — ...
0 A —XJo

N /+°° A=)t g _ n!
= (VG = e O

8.4.5 Proposition. Soit f € €. Pour x> r¢, pour tout n> 1,

L") (x) = (—1)”;—; (L(H)(¥)-

Démonstration.On procede par récurrence sur
Vérifions cette propriété a I'ordre 1 :
D’apreés la proposition 8.4.2, on a :

o%( /O et )dt= — /0 et .
D'ou d
Lf(1) (%) = — 5 (L(1) (X))

Le méme calcul appliqué a la fonctioe ™ f (t) permet d'itérer le raisonnement. Le ré-
sultat a 'ordren est alors immédiat. O

8.4.6 Proposition. 1) Sifetfecg, alors, pourx>rs,r :

£ () () =X () (x) — 1(0).

2) Sif,f,..., W g, alors, pourx>re,re,...,rem

I (f<”>) (X) = XL () (X) —X"LF(0) — ... — £0-D)(0).

Démonstration.La deuxieme propriété se démontre par une récurrence inatecdpartir
de la premiere.

Montronsl) : SoitX > 0. Par intégration par parties, on trouve, pour toutr¢, r¢ :

/OX P/(t)edt = [f ()e )X +x/0x F(t)e "dt.

QuandX — +oo, le terme tout intégré tend versf(0) et on obtient :

/+°° #/(t)edt = — £ (0) +x/+°° f(t)e dt,
0 0
c’est-a-dire
£ () () =X (F) (%) — £(0). 0

Les propriétés que nous venons de démontrer permettensagdi@ des systémes diffé-
rentiels linéaires a coefficients constants et des équatidiérentielles linéaires a coef-
ficients constants, par la méthode de la transformée de ¢gpal’'on admet le résultat
Suivant :
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8.4.7 Théoreme.La transformée de Laplac® est une application injective sdr.

8.4.8 Exemple.On considére I'équation différentielle :

y'(t) =3y (1) +2y(t) = €,y(0) = 1.Y(0) =

On sait que cette équation admet une solution uniqué&ks®Wn cherche cette solution
dans€. On transforme cette équation par.

L(y'(t) —3L(Y(t) +20(y(t) =L ().

En utilisant les propositions 8.4.2 et 8.4.6, on écrit :

L(y'(1) () =xL(¥(t))(x) —xy(0) =¥ (0) = XL (y(t)) (x) — X

Lym)x = 1( y(1)) (x) —y(0) = XL (y(1)) (x) -1
L)X =3_1

La fonctionL (y(t)) vérifie donc :

(= 3x+2)L(y(t))(X) —x+3= lel

D'ou

—4x+4 X—2 -1 1
L(y(t»(X) = (X—l)Z(X—Z) :éx_1>2 - (x—1 2+ x—1)

)2
=L (te)(X)+L () (x) =L ((L-t)&) (x).
Par l'injectivité del (théoreme 8.4.7), on obtient donc :
y(t) = (1-1)€.

Par suite, cette fonction est I'unique solution de I'eéqoiadlifférentielle suiR.

8.4.9 Exemple.On considére le systeme différentiel :

D =2xt)+2y(0) +¢.
dy

O =XV +3y(t) €,

avec les conditions initiale§®) = 1,y(0) = 4.

Comme dans I'exemple précédent, on sait que ce systeme admsoblution unique. On
cherche cette solution dafiset on transforme ce systeme garOn obtient :

1
u—1’

1
(u-1)2’

ul (x(t)) (u) =1 =20 (x(t)) (u) + 2L (y(t)) (u) +
ul (y(t)) (u) =4 =L (x(t)) (u) +3L (y(1)) (u) -

Oou encore




88.5. Exercices sur le chapitre 8 161

Ce systéme admet pour solution :

3_ 2 _
£00) () =

3_ 2 _
£ 00) () =

On décompose ces fractions rationnelles en éléments sirapten utilise la proposition
8.4.4 pour inverser la transformée de Laplace grace aueaheon8.4.7.

Remarque.Cette méthode ne s’appligue que si 'on connait |la transéerde Laplace du
deuxiéme membre de I'équation différentielle ou du systdifiérentiel.

8.5 Exercices sur le chapitre 8

8.1 Exercice.On étudie ici I'intégrale généralisée dépendant d'un pateex € R

F(x) :/;oof(t,x)dt,

avec

1) a) Montrer que cette intégrale existe pour tawt R, c’est-a-dire qué est définie sur
R tout entier.
b) Montrer queF est continue et bornée sBt
2) Montrer queF (x) est paire et calculd? (0).
3) Montrer que poux > 0, on a
F(x) = xG(x),

G(X)Z/ ﬂdu
0

u2+x2

ou G(x) est donnée par

4) Montrer queG(x) est deux fois dérivable si®, +o[ et exprimerG'(x) et G”(x) sous
la forme d’intégrales généralisées dépendant du paramé&te +oo|.

5) En déduire qud- est deux fois dérivable syf, | et que sa dérivée seconde est

donnée par
© 2x% — U2
F”(x :x/ ——————=cosudu
() 0 (LZ+x2)3

6) a) Montrer que poufu,x) # (0,0), les fonctions

2x2 — 6U? -1
h —Z 7" etk - =
(U7X) (U2+X2)3 Et (U7X) U2+X27
vérifient )
2k
h(U,X) = W(LI?X)'

b) En déduire qué& vérifie sur]0, +oo[ I'équation différentielle="” = F.
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[On pourra faire des intégrations par parties en les justifia partir de I'expression :
+° 92k
" _ el
F"(x) _x/o 02 (x,u)cosudu]
c) En déduire qué& est de la forme
F(x)=ag'+be™, abeR,

pourx €0, 4.
7) Calculer les valeurs deetb a I'aide des informations obtenues $uenl) et2) et en
déduire une expression simple Bevalable pour touk € R.

8.2 Exercice.Pour toutn € N* et pour toutx > 0, on pose :

e dt
09 = [ Gy

1) Montrer quehy, est bien définie suR;".
2) Montrer quehy, est continue suR;' .
3) Montrer queh,, est dérivable suR; et que sa dérivée vérifie :

h,(X) = —4nChns1(X).

4)a) Calculerhy(x).

4)b) Montrer par récurrence qug est de la formda,(x) = anx2~ ol a, € R vérifie une
relation de récurrence que I'on précisera.

4)c) En déduirehn(x) pour toutn € N*,

8.3 Exercice. Soit f une fonction indéfiniment dérivable sk telle quef(0) = 1 et
0 < f(t) <1 pourtout €]0,1]. On noteg(x) = sUpc 1 f(t), pourx < 1.
+00 e—t

1) Pour quelles valeurs réelles del'intégrale generallse?[ existe-t-elle? On
0

a
notel (1— a) la valeur de cette intégrale généralisée si elle extiste.
2) Montrer que sk €0, 1], alorsg(x) < 1.
3) Montrer quef’(0) < 0.
Désormais, on fixe un réel €]0,1[ ; on suppose qué’(0) # 0 et on notef’(0) = —A
avecA € RY.

4) Montrer que

- f(t)—e Mt
M=t =HA

[Pour la suite, on rappelle que toute suite de réels admetinnite supérieure et une
limite inférieure (éventuellement infinies) et que la swt@verge si et seulement si la
limite supérieure et la limite inférieure sont finies et &gl

5)a) Soit 4 > A. Montrer a l'aide de 4) qu'il existe, €]0,1] tel que f(t) > e M pour
toutt € [0, X].

5)b) En déduire que poyr > A,

Lo dt L% dt
/Of”(t)t—az(nu)“ /O et
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5)c) En déduire que poyr > A,

o rMl—o
liminf nt~ "/ () > ——— ).
n—-+oo t u

puis que
. o [t dt _ F1l-a)
1-a n
imint =< | "0 =

6)a) On suppose maintenant quecQu < A. Montrer a l'aide de 4) qu'il existg, €]0,1]
tel quef (t) < e M pour toutt € [0,x,].

6)b) En déduire que pour@ u < A,

[0S <merra-a

our :=g(Xy).
6)c) En déduire (en utilisant 2)) que pourOu < A,

: o [t dt r(1-a)
| ! O’/ i) < —— 2.
msupnt « [7170) < g

puis que

. rl-a)
limsupn!~ "/ fN(t .
n~>+oop ta - )\l a

7) Déduire des questions 5) et 6) que

n — 4o,

/1fn dt T(l1-a)
0

(t>ta “Alapl-a’

8.4 Exercice. 1)Soitze C, tel quelJlez > 0. Montrer que I'intégrale généralisée

+00
/ e Zdt,
0
existe et donner sa valeur.
2) Soitx € R?.. Déduire de 1) que l'intégrale généralisee
o0 _
G(X) = / e sintdt,
0

existe et montrer que
1

3) Soitx € R%.. Montrer que l'intéegrale généralisée

+oo
F(x) :/ *X‘S'”t dt,
0

existe.
4) Montrer queF est dérivable suR’. et queF’(x) = —G(x).
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1 . . o
5) Montrer que pour toux € R* , |[F(x)| < ' puis en utilisant 2) et 4), en déduiFeéx)
pour toutx € R*, .
6) Montrer que l'intégrale généralisée

T sint
| = / W,
0 t
est semi-convergente.

7) Le théoreme de continuité des intégrales généraliséendaped’'un paramétre per-
met-il de conclure qué= limy_oF(x) ?

8.6 Corrige des exercices sur le Chapitre 8

Corrigé de I'exercice 8.1
1) On remarque que
1

X <h(t) =T

—+00
Ceci nous montre tout d'abord qée€x) est bien définie puisquf h(t) dt est conver-
0

gente (théoréme de comparaison). D’autre part puisque) est continue, et uniformé-
ment dominée par la fonctidmt), on peut appliquer le théoreme de continuité des inté-
grales généralisées dépendant d’'un paramétre. La forfefionest donc continue siR.

+00 T
De plusF(x) est bornée pa/ h(t)dt= >

0

2) Il estimmediat qué- (x) = F(—X) puisque codx) = cog —tx). D’autre part,

+00 1
F(0) = dt= _Ilim arctgT)—arctg0) = /2.
= [ Trpdt=lm_arcigT)-arctg0) =/

3) En utilisant le changement de varialble- xt, on obtient

+®  cosu du +® cosu
F(x)= — = ———du= xG(x).
) /o 1+ (u/x)2 x X/o T A X

4) On calcule tout d’abord
@(u X) = —2Xxcosu
ox T (X4 u2)2
C’est une fonction continue si, 4| x]0,+oo[. Soita > 0 donné. Poux > a, on a
2X 2X 2 2

a9

400 2
Puisque ———du converge, on peut appliquer le théoreme de dérivation des
q /0 @+ ) g P pphq

intégrales généralisées dépendant d’un paramétre quimonise ques est de classe?!
sur[a,+oo[ et sa dérivée est donnée par

iy +°°@ _/+°° —2xcosu
G(x)_/o dx(u,x)du_ A 7(x2+u2)2du'
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De méme, on calcule

0_Zg(u ) = 8x2cosu 2cou  (6x2—2u?)cosu

C’est une fonction continue s, +oo[x]0, +oo|.

Pourx>a,ona

6x2 — 22U B6(X2+UP) __ 6
Z+w2)3 = (+w2)3 = (@+w)2

9%

<
x| <

+00
Puis ue/ ————duconverge, ceci nous permet d’appliquer le théoréeme de déri-
q o ([@+2)2 g p pphqg

vation des intégrales généralisées dépendant d’'un paemétnous montre qué’ est
Cl sur[a, [, c’est-a-dire queés est de class€? et que sa dérivé&” est donnée par

+° §2g + (6x2 — 2u?) cosu
// pu— —_— pu—
G'(x) = A 0X2(u,x)du /0 CARTAE du.

5) PuisqueF (x) = xG(x), F est aussi deux fois dérivable giat+o[ pour touta > 0 et
par conséquent s, +oo[. Sa dérivée est donnée F&Kx) = xG (x) + G(x), et sa dérivée
seconde par

F’(x) =xG"(x) +2G'(x) =

/+°° X(6x%> —2u?)cosu  4xcosu
0

B /+°° (2x% — 6U?) cosu .
- 0 (X2 + u2)3 :

6) Pour(u,x) # (0,0) on peut calculer les dérivées partielleskde, x) et on trouve
%(u X) = A
ou " (X2 u2)2’

et
d_2I<(u ) = 2 8u? 2% —6u?
oul' - (X2—|—u2)2 (X2—|—u2)3 - (X2+u2)3 -

Ceci montre que

h(u,x).

F’(x) =x +0° azkk(u X) cosudu
T Jo 0w
On effectue deux intégrations par partie successives sutemvalle[A B] ouB > A > 0.
On remarque que les termes tout intégrés tendent vers Qukdse> 0 etB — +oo, et on

trouve donc :
—+00 ak +00

F”(x):x/0 %(u,x)sinudu:—x/o k(u,x) sinudu= F(x).

Toute solution de cette équation sur un intervalle est ungbamaison linéaire des solu-
tions élémentaireg’ ete ™ d’ou la forme deF.
7) PuisqueF (x) est bornée quand— -+, on a nécessairemest= 0 (sinonF (x) tendrait
vers+oo ou —o). CommeF est continue en 0, onta= F (0) = 7—2T SoitF (x) = 7—2Te‘X sur
[0, ++oo[. Par parité, on a donc

F(x) = 7—2Te*\x\.
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Corrigé de I'exercice 8.2

1) La fonction posmvem est définie et continue slid, +o[xR;". Elle est donc

s : 1 .
intégrable sur tout intervall@®, A] C [0, 4. Pourt — o0, on a 0< o < 20 AU
est intégrable en-c. On en déduit que cette fonction est intégrable[8uoo|.

2) Soita> 0. Pourt € [0, 4| etx € [a, 4|, On peut écrire :

1 1
0< < .

: 1 . : :
La fonctiont — ————— est intégrable suia, +| et donch, est continue sur l'inter-
(te4+a*)n
valle [a, +oo].
Comme ceci est vrai pour toat> 0, on en déduit qub, est continue su0, +oo|.
3) Soit 0< a < A. Pourt € [0,+o] etx € [a,A], on peut écrire :

o 1 | —2nd _ 2nA3
: 2nA3 o .
La fonctiont — {2+ ad)i est intégrable sup, +oo[ et donchy, est dérivable suja, Al

et sa dérivée vérifie bien :
h,(X) = —4nxChns1(X).

Comme ceci est vérifié pour touta < A, on en déduit qué,, est dérivable suR; et
que cette relation est également vérifiée pour xaaiR;".
® 1 t® s
4)a) hy(x :/ —— _dt= [xzarctan—} = .
JA) () o (t2+x%) x2lo 2%

4)b) Sin= 1, on a bierh;(x) = a;x 2, aveca; = g

Supposons quk, est de la formé,(x) = ax?~*" et calculongh, 1, pourx > 0, par la
relation trouvée en 3) :

1 1 a1 An—2,
Mns1(X) = =7 —3Mh(0) = = —5(2— dn)anx® " = a——x° 4(n+1)

L'hypothése de récurrence est bien vérifiée au randl eta, € R vérifie la relation de
, T 2n—1
récurrence; = — = :
u 1 2 , Ant1 an n
m(2n—-3)(2n—5)...1 5 4,

4)c) On en déduit quén(X) = > (2n—2)(2n—4) 2x pour toutn € N*.

Corrigé de I'exercice 8.3

1) En appliquant le résultat du cours sur la fonctignon voit aisément que l'intégrale
+o gt . . .
existe si et seulementai< 1.

généralisée/
o t¢

2) Il est clair queg(x) < 1 pour toutx €]0,1]. Supposons gu'il exista €]0,1], tel que
g(a) = supeja g f(t) = 1. Alors, puisque la fonctiorii est continue, elle atteint sa borne



8§8.6. Corrigé des exercices sur le Chapitre 8 167

supérieure et donc il existec [a, 1] tel quef (b) = 1. Ceci contredit I'hypothése siiret

on a donc biemy(x) < 1 pour toutx €]0, 1].

3) Supposons qué& (0) > 0 et soit 0< € < f/(0). La formule des accroissement finis nous
dit qu'il existea > O tel que si0<t < a, alors|f(t) — f(0) —tf'(0)| <te.

On en déduit que, si@t <a, f(t) > 1+t (f'(0) — ) > 1. Ceci contredit I'hypothese et
donc on a bierf’(0) < 0.

4) On applique la formule des accroissements finis aux 2 fonsticet e H! : il existe
deux fonctions; et ey, tendant vers 0 lorsque— O telles que

f(t)=1-At+te(t), e=1—put+te(t).

On en déduit que
f(t)—e M
Uf =U—A+e(t)+et).
D'ou : ‘(o "
. t)—e
M=t =HA

5)a) Soitu > A. Supposons que pour toxiE]0, 1], il existet € [0,x] tel quef(t) < e M
etsoit0< e < u—A. Alors, d’apres 4), il exister tel que pour tous € [0, a],

|f(s)—e M~ (u—A)s| <es.

Ceci implique en particuliers que pour ta [0,a], f(s) > e H5.

Ceci contredit I'hypothése que nous avons faite et donc deraltexistence dex, €]0, 1]
tel que pour tout € [0,x,], f(t) > e H.

5)b) Pouru > A, on peut écrire

1 dt Xu dt Xu dt NEXy dt
n > n > —nut It a—1/ ~t2h
/o f (t>t°’ _/o : (t)t“ _/o © ta — (nw) 0 © ta

en ayant effectué le changement de variablenpt.
NHXu _ dt
ta

NMli—a)

5)c) Lorsquen — «, la suite (u“‘l/ ) tend vers————. Donc toute
0 neN H

: 1 dt - . -
valeur d’adhérence de la sw(ml‘“/ f”(t)t—a) est supérieure a cette limite. En
0 neN
particulier, on en déduit bien que pour> A,

. o [t dt _ Fl—a)
m 1-a n
IrIHLnoIn /o f <t)t"’ = pl-a -

Cette inégalité étant vraie pour tqut> A, on a aussi :
1 dt _r1—a)
S 1-a n
m _ > 7
I#Hﬂ! : /0 f (t)ta — Ala

6)a) SoitO< u < A.
Supposons que pour taut |0, 1] il existet € [0, ] tel quef (t) > e H. Soit 0< £ <A — L.
Alors, d'aprés 4), il exister tel que pour tous € [0, a],

|f(s)—e M- (u—A)s| <es.
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Ceci implique en particulier que pour tasi€ [0, a], f(s) < e HS.

Ceci contredit 'hypothése que nous avons faite et donc deraltexistence de, €]0, 1]
tel que pour tout € [0,x,], f(t) <e M.

6)b) Pour O< U < A, on peut écrire :

1 dt Xu dt 1 dt
Mg < [ oG+ [ Mg
JSACE Y ACE R UG

X dt 1dt
< e "Mt 4 g"(x —

o [ e i g

6)c) Or, lorsquen — oo, les suites

nux 1—
<Ilal/o “e‘%) et (nlag”(xu)( Xaxu>)
neN H neN

MNl1-a)

tendent Versw et 0 respectivement cg(x,) < 1. Donc, toute valeur d’adhérence

: 1 dt o . -
de la swte(nl"/ f”(t)t—a) est inférieure a la somme de ces 2 limites.
0 neN

En particulier, on en déduit bien que poutQu < A,

rl-a)

ul a '

et puisque cette inégalité est vraie pour taut A, on a aussi I'inégalité :

1—q r,dt ri- a)
[ g < e

H 1-a n
limsupn /f ta—

n— 4o

limsupn
n—-o

. : ( 1 dt A :
7) On déduit des questions 5) et 6) que la SLGtel“/ f”(t)t—a) a mémes li-
0 neN
mites supérieure et inférieure, elle est donc convergesrte cette valeur commune qui
(1
M D’ou le résultat :

A1-a
1 dt r(1-a)

Corrigé de I'exercice 8.4

1) SoitA > 0 fixé. En intégrant par parties sj@; A], on trouve :

A —zt7A
/ e Zdt= {e } :}(1—e‘AZ).
0

—Z ]y V4

Or |e "2 = e A7®2 —, 0 quandA — +eo carCez > 0.

o 1 1
D'ou : / e 2dt= lim Z(1-e "9 ==
0 Ao Z z
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_ e —xt e —e _i 1 — 1 = -
2)G<X>—/O & 2i )dt_Zi(x—i x+i)_x2+1'

—+o0
reste bornée par 1 et I’intégra% e 'dt converge. Donc
0

, sint
3) La fonctiont — ’T

o sint
/ e*X‘T dt converge absolument.
0

4) Soit a > 0. Lapplicationg : [0,4[x[a,+o[— R telle queg(t,x) = e_Xt%nt est

: . I Xt
continue par rapport au couplé, x) ainsi queﬁxg(t,x) = —e " sint. De plus, pour
(t,X) € [0, +oo[x [a,+oo],

d [+ t o . oo .
—/ gaSint dt_/ ig(t,x)dt50|tF’(x):/ —e %sintdt = —G(x) sur tout
dx.Jo t 0o OX 0

intervalle[a, +oo[ (aveca > 0 quelconque), donc s, +oo|.

5)Ona:
400 1
Fool< [ edd=
0 X

D’ou limy_.» F(X) = 0. CommeF'(x) = —

e sint| < e ™ qui est intégrable su0,+c[. On a donc

1
alorsF(x) = —arct C, on a donc
T 1+x2 > g+
C= lim arct _—etF = — —arct.
Jim_arct= 2 () > X

. sint . .
6) La fonctiont — —— est continue en 0, donc le seul probléme de convergence est en
+0. SOitA>0.0na:
A
sint —cost Acost
[ g [

Cette derniere intégrale est absolument convergente. @nhpgsendre la limite quand
A — 4o et on trouve :

+% gint +oo cost
/ ——dt=cos1- /
1

T sint
Donc/ Tdt converge.
0

Par contre, I mtegraI?/ ——| dtdiverge car elle a le méme comportement que la série

o, (”+1) sint
de terme generaun:/ dt. Or up, Vérifie :

nrm

1 (n+m 1 n+hm
m/ |sint| dt < up < WT/ |sint| dt,
nrm nrm

soit
2 2
Uy <

- < —
(n+1)m— nr
La série est donc divergente et I'intégrale aussi.

. o sint .
7) Soitb > 0. L'applicationg : [0, +[x[0,b] — R telle queg(t,x) = e*X‘IT est conti-
nue par rapport au couple,x) mais il n’existe pas de fonction intégrabgetelle que
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' *thmt < ¢(t) sur[0,+o0[x[0,b] car sinon, pouk = 0 on aurait ,

'<¢()cequi

+o00
implique/0 ¢ (t)dt = +oco. Donc le théoréme ne s’applique pas.
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