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Chapitre premier
Quelques éléments de logique

1.1 Lettres grecques et symboles mathématiques

α alpha

β beta

γ gamma

δ delta

ε epsilon

ζ zeta

η eta

θ theta

ι iota

κ kappa

λ lambda

µ mu

ν nu

ξ xi

o omicron

π pi

ρ rho

σ sigma

τ tau

υ upsilon

ϕ phi

χ chi

ψ psi

ω omega

Γ Gamma

∆ Delta

Θ Theta

Λ Lambda

Ξ Xi

Π Pi

Σ Sigma

ϒ Upsilon

Φ Phi

Ψ Psi

Ω Omega

∀ Pour tout

∃ Il existe

⇒ Implique

⇐⇒ Equivalent

∩ Intersection

∪ Réunion

φ vide

∈ appartient

⊂ est inclus

1.2 Implications [A⇒ B] et équivalences [A ⇐⇒ B]

Dans ce paragraphe, les symbolesA et B désignent des propriétés logiques, c’est-à-dire
des objets mathématiques exprimés à l’aide d’assemblages de signes : quantificateurs,
égalité, fonctions,. . .

A toute propriété logiqueA, on peut attribuer des valeurs de vérité :A peut être vraie ou
fausse.
La démarche du mathématicien consiste, par application de règles logiques, à déterminer,
à partir d’axiomes précisés, si une proposition est vraie oufausse.

1.2.1 Définition. Implication.
La proposition [A⇒ B] veut dire : si la propriété A est vraie, alors la propriété Bl’est
aussi.

En revanche, si la propriétéA n’est pas vraie, on ne peut rien dire de la propriétéB.

1.2.2 Exemple.a = 1⇒ a2 = 1.

Cette proprosition s’exprime en disant que la propriétéA implique la propriétéB. La
propriétéA s’appellel’hypothèseet la propriétéB s’appellela conclusion.
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Le raisonnement logique qui permet de passer de l’hypothèseAà la conclusionBs’appelle
la démonstration.

Un énoncé logiquement équivalent à la proposition [A⇒ B] est [nonB⇒ nonA] :
lorsque l’on veut démontrer [A ⇒ B], on peut procéderpar contraposéeet démontrer
[non B⇒ nonA].

1.2.3 Exemple.La propriété de l’exemple 1.2.2 s’exprime par contraposée en :

a2 6= 1⇒ a 6= 1.

Une autre façon de démontrer la proposition [A⇒ B] est de procéder parl’absurde, c’est-
à-dire de supposer que les propriétésA et nonB sont vraies toutes les deux et d’en déduire
unecontradiction.

1.2.4 Exemple.La propriété de l’exemple 1.2.2 s’exprime par l’absurde en :

a = 1 eta2 6= 1 est une contradiction.

1.2.5 Définition. Equivalence.
La proposition [A⇐⇒ B] veut dire que les propriétés A et B sont vraies en même temps
et donc aussi fausses en même temps, c’est-à-dire : si la propriété A est vraie, alors la
propriété B l’est aussi, c’est-à-dire [A⇒B] et si la propriété B est vraie, alors la propriété
A l’est aussi, c’est-à-dire [B⇒ A].
Cette proprosition s’exprime en disant que la propriété A est équivalente à la propriété B.

Comme précédemment, un énoncé logiquement équivalent à la proposition [A ⇐⇒ B]
est [nonA ⇐⇒ nonB]. Lorsque l’on veut démontrer [A ⇐⇒ B], on peut procéderpar
contraposéeet démontrer [nonA ⇐⇒ nonB].

1.2.6 Exemple.DansR, la propriété a2 = 1 n’est pas équivalente à la propriété a= 1.

En effet, le réela = −1 est tel quea2 = 1 eta 6= 1.
Donc [a = 1⇒ a2 = 1] et [a2 = 1 6⇒ a = 1].

Des panachages entre les démonstrations directes et les démonstrations par contraposée
sont possibles mais dangereux : il faut s’assurer qu’on ne démontre pas deux fois le même
sens !

1.2.7 Exemple.Pour démontrer que[A ⇐⇒ B], on peut démontrer au choix :
ou bien [A⇒ B ]et [B⇒ A]
ou bien [A⇒ B] et [nonA⇒ nonB]
ou bien [B⇒ A] et [nonB⇒ nonA]
ou bien [non B⇒ nonA] et [non A⇒ nonB].

1.3 Intersection et réunion

Dans ce paragraphe,P et Q désignent des ensembles ou des sous-ensembles d’un en-
semble plus grand.

La propositionx∈ P∩Q veut dire quex appartient à la fois àP et àQ, c’est-à-dire :

x∈ P et x∈ Q.
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P∩Q s’appellel’intersectiondeP et Q.

La propositionx∈ P∪Q veut dire quex appartient àP ou àQ, c’est-à-dire

x∈ P oux∈ Q.

P∪Q s’appellela réuniondeP et Q.
On notera que leou ici n’est pas exclusif : siP et Q ont une partie commune,x peut être
dans cette partie-là.

Si P et Q sont des sous-ensembles d’un ensemble plus grand, désignons parPc et Qc les
complémentaires dePetQ. La négation de la propriétéx∈P∩Q s’exprime parx∈Pc∪Qc

et la négation dex∈ P∪Q parx∈ Pc∩Qc. En d’autres termes, la négation deetestouet
celle deou estet.

La propositionx∈ P∆Q veut dire quex appartient àP et n’appartient pas àQ ou l’inverse,
x appartient àQ et n’appartient pas àP, c’est-à-dire :

x∈ P∪Q et x /∈ P∩Q.

P∆Q s’appellela différence symétriquedeP et Q.
Ici, le ouest exclusif : l’élémentx ne peut pas être pris dans l’intersection deP etQ.

1.4 Quantificateurs

Les quantificateurs servent à exprimer des propositions. Lequantificateur∀ se lit pour
toutet le quantificateur∃ se lit il existe.

1.4.1 Exemple.∃x∈ R tel quex2 = 1.

Cette proposition est vraie : le nombre réelx = 1 convient.

1.4.2 Exemple.∀x∈ R , |x| = ±x.

Cette proposition est vraie : si le nombre réelx est positif, il est égal à sa valeur absolue,
s’il est négatif il est égal à l’opposé de sa valeur absolue ets’il est nul, il est égal à la fois
à sa valeur absolue et à l’opposé de sa valeur absolue.

Une proposition exprimée avec des quantificateurs peut êtrevraie ou fausse selon le cadre
dans lequel on se place. Pour montrer qu’une proposition estfausse, il suffit d’exhiber un
contre-exemple, c’est-à-dire un exemple qui nie la proposition en question.

1.4.3 Exemple.∀x∈ C , |x| = ±x.

Cette proposition est fausse, on peut trouver un nombre complexe qui ne la vérifie pas :
en effet le nombre complexex = 1+ i est tel que|x| =

√
2 6= ±(1+ i).

Il faut donc préciser le domaine où l’on travaille.
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1.5 Ordre des quantificateurs

Une proposition peut s’exprimer à l’aide de plusieurs quantificateurs. Dans ce cas, l’ordre
dans lequel ils sont écrits est primordial, le sens de la proposition peut être radicalement
modifié si l’on intervertit certains quantificateurs.

1.5.1 Exemple. i) Continuité de f surR :

∀t0 ∈ R , ∀ε > 0 , ∃α > 0 tel que∀t ∈]t0−α, t0+α[ , | f (t)− f (t0)| ≤ ε.

ii) Continuité uniforme de f surR :

∀ε > 0 , ∃α > 0 tel que∀(t, t ′) ∈ R
2 tels que

∣

∣t − t ′
∣

∣≤ α ,
∣

∣ f (t)− f (t ′)
∣

∣≤ ε.

Dans l’assertioni), le nombreα dépend det0 : si l’on change le pointt0 en lequel on
étudie la continuité def , ce nombre peut être modifié.

Dans l’assertionii) , le nombreα ne dépend pas du pointt : le mêmeα convient pour tous
les pointst en lesquels on étudie la continuité def .

Evidemment, on peut remarquer que la propositionii) implique la propositioni) mais que
l’inverse est faux.
Ces deux propositions ne sont donc pas équivalentes.

La règle pour ne pas modifier le sens d’une propriété comprenant plusieurs quantificateurs
est la suivante : on ne peut pas intervertir deux quantificateurs consécutif distincts ; en
revanche, deux quantificateurs consécutifs de même nature sont indiscernables donc leur
ordre d’apparition n’a pas d’importance.

Il existe une notation différente, qui est équivalente à celle des propriétési) et ii) , mais où
le dernierquantificateur∀ est omis :

1.5.2 Exemple. i) Continuité de f surR :

∀t0 ∈ R , ∀ε > 0 , ∃α > 0 tel que|t − t0| ≤ α ⇒ | f (t)− f (t0)| ≤ ε.

ii) Continuité uniforme de f surR :

∀ε > 0 , ∃α > 0 tel que
∣

∣t − t ′
∣

∣≤ α ⇒
∣

∣ f (t)− f (t ′)
∣

∣≤ ε.

1.6 Négation

Pour nier une phrase mathématique, c’est-à-dire pour écrire le contraire d’une propriété
comprenant des quantificateurs, on inverse tous les quantificateurs, c’est-à-dire que l’on
remplace∀ par∃ et∃ par∀, sans en changer l’ordre et on nie la conclusion.

1.6.1 Exemple.Discontinuité de f en t0 :

∃ε > 0 tel que∀α > 0 , ∃t ∈]t0−α, t0+α[ tel que| f (t)− f (t0)| ≥ ε.

Attention, il ne faut pas oublier d’inverser le quantificateur ∀ lorsqu’il est sous-entendu,
comme dans l’exemple 1.5.2 !

On peut aussi préciser la notion decontre-exemple: si on veut montrer qu’une propriété
[∀x,R(x)], comprenant le quantificateur∀, est fausse, il faut montrer que la proposition
contraire [∃x,nonR(x)] est vraie c’est-à-dire qu’il existe un élémentx qui ne vérifie pas
R(x). Cet élément est appelé uncontre-exemple
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1.6.2 Exemple.On reprend l’exemple 1.4.3 : il est équivalent de dire :
la propriété[∀x∈ C , |x| = ±x] est fausse et la propriété[∃x∈ C , |x| 6= ±x ] est vraie.

Le nombre complexex = 1+ i est un contre-exemple à la propriété [∀x∈ C , |x| = ±x],
qui est donc fausse.

1.7 Raisonnement par récurrence

On cherche à démontrer qu’une propriétéP(n) dépendant d’un entiern, est vraie quelque
soit n∈ N. Pour cela, on démontre la première propriété, en généralP(0) ou P(1). Puis,
on prouve que pour unn quelconque, si les propriétésP(0),P(1), . . .,P(n) sont vraies, la
propriétéP(n+1) l’est aussi. Alors, de proche en proche à partir de la première propriété,
on peut montrer que toutes les propriétésP(n) sont vraies. Le schéma de démonstration
est donc le suivant :

{

P(0) vraie
(P(0),P(1), . . .,P(n)) ⇒ P(n+1)

}

⇒∀n∈ N , P(n) vraie.

Très souvent, la propriétéP(n) suffit à entraîner la propriétéP(n+1). Le schéma suivant,
moins général mais plus fréquent, est aussi une démonstration par récurrence

{

P(0) vraie
P(n) ⇒ P(n+1)

}

⇒∀n∈ N , P(n) vraie.

1.7.1 Exemple.1+3+ · · ·+(2n−1) = n2

La propriétéP(1) est vraie : en effet, en faisantn = 1 ci-dessus, on trouve 1= 1.
Supposons donc que la propriétéP(n) soit vraie. A partir de

P(n) : 1+3+ · · ·+(2n−1) = n2,

on calcule

P(n+1) : 1+3+ · · ·+(2n−1)+(2n+1) = n2+(2n+1) = (n+1)2.

DoncP(n) ⇒ P(n+1).
On peut donc passer de l’ordren à l’ordren+1.

On en déduit queP(n) est vraie pour toutn∈ N.

1.8 Bornes supérieures et bornes inférieures dansR.

Rappelons les notions de borne supérieure et borne inférieure d’un sous-ensemble borné
deR, dont l’existence est une conséquence de la construction deR, voir par exemple [9] :

1.8.1 Définition. Soit A⊂ R, borné.
1) La borne supérieure de A, notéesupA, est l’élément deR défini par :

∀a∈ A , a≤ supA et ∀b∈ R tel que∀a∈ A , a≤ b , alors supA≤ b.

2) La borne inférieure de A, notéeinf A, est l’élément deR défini par :

∀a∈ A , a≥ inf A et ∀b∈ R tel que∀a∈ A , a≥ b , alors infA≥ b.
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On résume ces propriétés en disant que la borne supérieure est le plus petit majorant de
l’ensemble et la borne inférieure le plus grand minorant de l’ensemble.

Ces nombres sont caractérisés par les propriétés suivantes:

1.8.2 Proposition. 1) s= supA si et seulement si s est un majorant de A et

∀ε > 0 , ∃a∈ A tel ques− ε ≤ a≤ s

2) t = inf A si et seulement si t est un minorant de A et

∀ε > 0 , ∃a∈ A tel quet ≤ a≤ t + ε .

On remarquera que la borne supérieure et la borne inférieured’un ensemble ne sont pas
nécessairement dans l’ensemble.

1.9 Exercices sur le chapitre 1

1.1 Exercice.Contredire les assertions suivantes :
1) Dans toutes les prisons, tous les détenus détestent tous lesgardiens.

2) Pour tout entier naturelx, il existe un entier naturely tel que pour tout entier naturelz,
la relationz< x+y est vérifiée. Cette assertion est-elle exacte ?

1.2 Exercice.André, Bernard et Claude sont trois frères. L’un est médecin, l’autre phar-
macien et le troisième dentiste. On cherche à déterminer la profession de chacun d’eux
sachant que : si André est médecin, alors Bernard est dentiste ; si André est dentiste,
alors Bernard est pharmacien ; si Bernard n’est pas médecin,alors Claude est dentiste ; si
Claude est pharmacien, alors André est dentiste.
En utilisant les notations de la logique pour exprimer les propositions ci dessus, trouver
la profession de chacun.

1.3 Exercice.Examiner les relations logiques existant entre les assertions suivantes :
A Tous les hommes sont mortels
B Tous les hommes sont immortels
C Aucun homme n’est mortel
D Aucun homme n’est immortel
E Il existe des hommes immortels
F Il existe des hommes mortels

1.4 Exercice.Soienta,b deux réels fixés tels que 0< a < b.
On cherche à montrer que les suites(un)n∈N et (vn)n∈N, définies par :

u0 = a , v0 = b , un+1 =
1
2
(un+vn) , vn+1 =

√
un+1vn,

admettent une limite commune.

1) Montrer par récurrence que∀n∈ N , un < vn.

2) En déduire que les 2 suites convergent dansR.

3) Montrer que ces limites sont les mêmes.
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1.5 Exercice. Soit f une fonction continue sur un intervalle[a,b], dérivable sur]a,b[,
ayant une dérivée strictement positive en tout point.
Montrer en utilisant un raisonnement par l’absurde quef est croissante sur[a,b].

1.6 Exercice. 1)Quelles sont les bornes supérieure et inférieure de l’ensemble

A = {(1
p

+
1
q
) / p,q∈ N

∗ , p 6= q}?

2) Ces bornes appartiennent-elles à l’ensembleA?

1.10 Corrigé des exercices sur le Chapitre 1

Corrigé de l’exercice 1.1

1) SoitA l’assertion :Dans toutes les prisons, tous les détenus détestent tous lesgardiens.
A s’exprime à l’aide de 3 quantificateurs∀. Sa négation s’exprime donc en remplaçant ces
3 quantificateurs par 3 quantificateurs∃ et en niant la conclusion. Cela donne :
non A : Il existe des prisons dans lesquelles il y a des détenus qui aiment bien certains
gardiens.

2) Écrivons cette assertion en termes mathématiques :

∀x∈ N , ∃y∈ N tel que∀z∈ N , z< x+y.

En renversant les quantificateurs et en niant la conclusion,cela donne :

∃x∈ N , tel que∀y∈ N , ∃z∈ N tel quez≥ x+y.

On peut énoncer cette assertion ainsi : Il existe un entier naturel x tel que pour tout entier
naturely, il existe un entier naturelz tel quez≥ x+y.

L’assertion est fausse carz= x+ y+ 1 ne peut en aucun cas être strictement inférieur à
x+y.

Vérifions que la négation de l’assertion est exacte : l’entier naturelx = 0 est bien tel que
pour tout entier naturely, z= y vérifie z≥ x+y.

Corrigé de l’exercice 1.2

On a 9 propositions :
A1 : André est dentiste
A2 : André est médecin
A3 : André est pharmacien
B1 : Bernard est dentiste
. . .
C3 : Claude est pharmacien

On doit trouver un tripletAi ,B j ,Ck vrai aveci, j,k tous trois distincts.

Les hypothèses s’expriment par les implications :
(I1) A2 ⇒ B1, (I2) A1 ⇒ B3, (I3) non B2 ⇒C1, (I4) C3 ⇒ A1.
On va procéder par élimination surC :
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-supposonsC3 vraie, alorsA1 est vrai par(I4) et doncB3 est vrai par(I2). Ce cas n’est pas
possible puisque les indices doivent être distincts.
-supposonsC2 vraie, alorsB2 n’est pas vraie puisque les indices doivent être distincts.Et
doncC1 doit être vraie, ce qui n’est pas possible.
-supposonsC1 vraie, alorsA1 et B1 ne sont pas vraies puisque les indices doivent être
distincts. Or siB1 n’est pas vraie,A2 n’est pas vraie non plus par la contraposée de(I1).
Donc c’estA3 qui est vraie et donc aussiB2.
Le triplet gagnant est donc :A3 , B2 , C1, c’est-à-dire : André est pharmacien,
Bernard est médecin et Claude est dentiste.

Corrigé de l’exercice 1.3

Les relations logiques existant entre les assertions suivantes sont :
nonA = E, nonB = F, A = D, B = C,
A et B sont incompatibles.

Corrigé de l’exercice 1.4

1) On procède par récurrence :
-Pourn = 0, on a bien(R0) u0 < v0 par hypothèse.
-Supposons que, pour un certainn ∈ N, on ait(Rn) un < vn. Alors, d’après la définition
de un+1, on a :un < un+1 < vn et donc par définition devn+1 et en utilisant l’inégalité
précédente, on a aussiun+1 < vn+1 < vn. On en déduit :

un < un+1 < vn+1 < vn.

-On en déduit que l’inégalité(Rn+1) est vraie. La récurrence est donc bien vérifiée et on
peut donc conclure que(Rn) un < vn est vraie pour toutn∈ N.

2) La démonstration précédente implique également que la suite (un)n∈N est croissante et
majorée parb et que la suite(vn)n∈N est décroissante et minorée para. On en déduit que
les 2 suites convergent dansR.

3) Supposons que(un)n∈N tend versl et que(vn)n∈N tend versl ′.

Alors la relationun+1 =
un+vn

2
implique en passant à la limite quel =

l + l ′

2
et donc que

l = l ′.

Corrigé de l’exercice 1.5

Soit f une fonction continue sur un intervalle[a,b], dérivable sur]a,b[, ayant une dérivée
strictement positive en tout point.
Soit x0 ∈]a,b[. Commef ′(x0) > 0, on a :

lim
x→x0

f (x)− f (x0)

x−x0
= f ′(x0) > 0.

Donc, il existeα > 0, avecx0+α ≤ b, tel que pour toutx∈]x0,x0+α[, f (x)− f (x0)≥ 0.
Soit E l’ensemble desx tels que cette inégalité ait lieu. Cet ensemble est non vide et
majoré parb. Il admet donc une borne supérieures.

Montrons par l’absurde quef (s) ≥ f (x0) :
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en effet sinon on auraitf (s) < f (x0) et par continuité def , il existeraitβ > 0, avec
x0 < s− β , tel que, pour toutx ∈]s− β ,s+ β [, f (s) < f (x0). Ce n’est pas possible car
tous lesx ∈]s−β ,s] ne seraient pas dans l’ensembleE et s ne serait donc pas la borne
supérieure deE.
Il y a donc contradiction et par suite,f (s)− f (x0) ≥ 0.

Montrons par l’absurde ques= b :
en effet si l’on avaits < b, comme f ′(s) > 0, en appliquant le raisonnement ci dessus,
il existeraitγ > 0, s+ γ < b tel que pour toutx ∈]s,s+ γ[, f (x)− f (s) ≥ 0, donc aussi
f (x)− f (x0) ≥ 0. sne serait donc pas la borne supérieure deE.
Il y a donc contradiction et par suites= b.
On en déduit donc que pour toutx∈ [x0,b], f (x) ≥ f (x0). Comme ceci est vrai pour tout
x0 ∈]a,b[, f est bien croissante sur]a,b[ et donc aussi sur[a,b] par continuité def .

Corrigé de l’exercice 1.6

1) La borne inférieure de l’ensembleA est 0. En effet 0 est un minorant de l’ensembleA et

pour toutε > 0, il existe un entiern tel quen >
2
ε

. Alors
1
n

+
1

n+1
< ε et

1
n

+
1

n+1
∈ A.

La borne supérieure de l’ensembleA est
3
2

. En effet,
3
2

est un majorant de l’ensembleA

et
3
2

=
1
1

+
1
2
∈ A.

2) La borne inférieure deA n’est pas dansA et sa borne supérieure y est.





Chapitre 2
Suites et Séries Numériques

2.1 Suites numériques

On suppose queK est l’un des corpsR ouC.

2.1.1 Définition. Une suite numérique(sn)n∈N est une application n→ sn deN dansK.

2.1.2 Définition. On dit qu’une suite numérique(sn)n∈N est :
- majorée s’il existe M∈ R tel que, pour tout n∈ N, sn ≤ M,
- minorée s’il existe m∈ R tel que, pour tout n∈ N, sn ≥ m,
-bornée s’il existe A∈ R tel que, pour tout n∈ N, |sn| ≤ A.

Il est facile de voir qu’un suite est bornée si et seulement sielle est majorée et minorée.

2.1.3 Définition. i) La suite numérique(sn)n∈N est convergente si :

∃l ∈ K , tel que∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel quen≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε.

ii) La valeur l est appelé limite de la suite(sn)n∈N et on notelimn→+∞ sn = l.
iii) Si la suite(sn)n∈N ne converge pas, on dit qu’elle diverge.

En niant la propritétéi), une suite(sn)n∈N diverge si :

∀l ∈ K , ∃ε > 0 tel que∀N ∈ N , ∃n≥ N tel que|sn− l | > ε.

Lorsque la suite(sn)n∈N converge versl , on noterasn → l quandn → +∞ ou encore
|sn− l | → 0 quandn→ +∞.

2.1.4 Proposition.Une suite numérique(sn)n∈N convergente a au plus une limite

Démonstration.Suposons que la suite(sn)n∈N soit convergente et ait deux limitesl et l ′.
Alors, par définition, pourε > 0 donné :

∃N ∈ N tel quen≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε.

∃N′ ∈ N tel quen≥ N′ ⇒
∣

∣sn− l ′
∣

∣≤ ε.

En appliquant ces propriétés pourn≥ sup{N,N′}, on obtient :
∣

∣l − l ′
∣

∣=
∣

∣l −sn+sn− l ′
∣

∣≤ |l −sn|+
∣

∣sn− l ′
∣

∣≤ 2ε.

Commeε est quelconque, ceci implique bienl = l ′ et la limite est unique.
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2.1.5 Définition. On dit qu’une suite numérique(sn)n∈N est de Cauchy si elle vérifie la
propriété :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel quep,q≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤ ε.

Rappelons quelques propriétés élémentaires des suites convergentes ou de Cauchy :

2.1.6 Proposition. 1) Toute suite convergente ou de Cauchy est bornée.
2) Les suites obtenues en faisant la somme et le produit de deux suites convergentes

(respectivement de Cauchy) sont convergentes (respectivement de Cauchy). Dans le cas
de suites convergentes les limites sont la somme et le produit des limites des suites de
départ.

3) La suite obtenue en faisant le produit par un scalaire d’une suite convergente
(respectivement de Cauchy) est convergente (respectivement de Cauchy). Dans le cas
d’une suite convergente la limite est le produit de la limitede la suite de départ par
ce scalaire.

4) La suite obtenue en prenant le module dans le cas deC ou la valeur absolue
dans le cas deR, d’une suite convergente (respectivement de Cauchy) est convergente
(respectivement de Cauchy). Dans le cas d’une suite convergente la limite est le module
ou la valeur absolue de la limite de la suite de départ .

5) Dans le cas d’une suite à valeurs complexes, une suite est convergente (respec-
tivement de Cauchy) si et seulement si sa partie réelle et sa partie imaginaire sont des
suites à valeurs réelles convergentes (respectivement de Cauchy). Dans le cas d’une suite
convergente la limite de la partie réelle est la partie réelle de la limite et de même, la
limite de la partie imaginaire est la partie imaginaire de lalimite de la suite de départ.

6) Toute suite convergente est de Cauchy.

Démonstration.Soit (sn)n∈N une suite convergente versl ou de Cauchy.

Pour démontrer le point1), on applique la définition de la convergence d’une suite ou de
la condition de Cauchy avecε = 1. SoitN ∈ N l’entier associé à cetε.
Pourn≥ N, on peut écrire :
-si la suite(sn)n∈N est convergente :

|sn− l | ≤ 1, soit encorel −1≤ sn ≤ l +1.

-si la suite(sn)n∈N est de Cauchy :

|sn−sN| ≤ 1, soit encore 1−sN ≤ sn ≤ 1+sN.

Ceci implique bien que la suite(sn)n∈N est bornée par sup{s0,s1, . . . ,sN, |l −1| , |l +1|}
dans le cas d’une suite convergente et par sup{s0,s1, . . . ,sN, |sN −1| , |sN +1|} dans le cas
d’une suite de Cauchy.

Pour démonter le point2) dans le cas de la somme de deux suites, on se donne une autre
suite(tn)n∈N convergente versl ′ ou de Cauchy et on utilise les inégalités :
-si les suites sont convergentes :

∣

∣(sn+ tn)− (l + l ′)
∣

∣≤ |sn− l |+
∣

∣tn− l ′
∣

∣ .

-si les suites sont de Cauchy :
∣

∣(sp+ tp)− (sq+ tq)
∣

∣≤
∣

∣sp−sq
∣

∣+
∣

∣tp− tq
∣

∣ .
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Donc, pourε > 0 donné, si on applique la définition de la convergence ou la condition de

Cauchy avec
ε
2

pour chacune des suites, on obtient deux entiersN etN′ tels que :

-pour des suites convergentes,

n≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε
2

et n≥ N′ ⇒
∣

∣tn− l ′
∣

∣≤ ε
2
,

qui impliquent
n≥ sup{N,N′}⇒

∣

∣(sn+ tn)− (l + l ′)
∣

∣≤ ε,

et entrainent la convergence de la suite somme versl + l ′.

-pour des suites de Cauchy,

p,q≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤ ε
2

et p,q≥ N′ ⇒
∣

∣tp− tq
∣

∣≤ ε
2
,

qui impliquent
p,q≥ sup{N,N′}⇒

∣

∣(sp+ tp)− (sq+ tq)
∣

∣≤ ε,

et entrainent la condition de Cauchy pour la suite somme.

Dans le cas du produit des 2 suites, on utilise les inégalités:
-si les suites sont convergentes :

∣

∣sntn− ll ′
∣

∣=
∣

∣sn(tn− l ′)+ l ′(sn− l)
∣

∣≤ |sn|
∣

∣tn− l ′
∣

∣+
∣

∣l ′
∣

∣ |sn− l | .

-si les suites sont de Cauchy :
∣

∣sptp−sqtq
∣

∣=
∣

∣sp(tp− tq)+ tq(sp−sq)
∣

∣≤
∣

∣sp
∣

∣

∣

∣tp− tq
∣

∣+
∣

∣tq
∣

∣

∣

∣sp−sq
∣

∣ .

Comme on sait que dans les deux cas, les suites sont bornées, parM etM′ respectivement,
pourε > 0 donné, si on applique la définition de la convergence ou la condition de Cauchy

avec
ε

2M
et

ε
2M′ pour chacune des suites, on obtient deux entiersN et N′ tels que :

-pour des suites convergentes,

n≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε
2M

et n≥ N′ ⇒
∣

∣tn− l ′
∣

∣≤ ε
2M′ ,

qui impliquent
n≥ sup{N,N′}⇒

∣

∣sntn− ll ′
∣

∣≤ ε,

et entrainent la convergence de la suite produit versll ′.

-pour des suites de Cauchy,

p,q≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤ ε
2M

et p,q≥ N′ ⇒
∣

∣tp− tq
∣

∣≤ ε
2M′ ,

qui impliquent
p,q≥ sup{N,N′}⇒

∣

∣sptp−sqtq
∣

∣≤ ε,

et entrainent la condition de Cauchy pour la suite produit.

Pour démonter le point3), on se donne un nombre réel ou complexeλ et on utilise les
inégalités :
-si la suite est convergente :

|λ (sn− l)| ≤ |λ | |sn− l | .
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-si la suite est de Cauchy :
∣

∣λ (sp−sq)
∣

∣≤ |λ |
∣

∣sp−sq
∣

∣ .

Si λ = 0, il n’y a rien à démontrer. Supposons doncλ 6= 0.
Pourε > 0 donné, si on applique la définition de la convergence ou la condition de Cauchy

avec
ε
|λ | , on obtient un entierN tel que :

-pour une suite convergente,

n≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε
|λ | ,

ce qui implique
n≥ N ⇒ |λ (sn− l)| ≤ ε,

et entraine la convergence de la suite(λsn)n∈N versλ l .
-pour une suite de Cauchy,

p,q≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤ ε
λ

,

ce qui implique
p,q≥ N ⇒

∣

∣λ (sp−sq)
∣

∣≤ ε,

et entraine la condition de Cauchy pour la suite(λsn)n∈N.

Pour démonter le point4), on utilise les inégalités :
-si la suite est convergente :

||sn|− |l || ≤ |sn− l | .
-si la suite est de Cauchy :

∣

∣

∣

∣sp
∣

∣−
∣

∣sq
∣

∣

∣

∣≤
∣

∣sp−sq
∣

∣ .

Donc, pourε > 0 donné, si on applique la définition de la convergence ou la condition de
Cauchy avecε, on obtient un entierN tel que :
-pour une suite convergente,

n≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε,

qui implique
n≥ N ⇒ ||sn|− |l || ≤ ε,

ce qui entraine la convergence de la suite(|sn|)n∈N vers|l |.
-pour une suite de Cauchy,

p,q≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤ ε,

ce qui implique
n≥ N ⇒

∣

∣

∣

∣sp
∣

∣−
∣

∣sq
∣

∣

∣

∣≤ ε,

et entraine la condition de Cauchy pour la suite(|sn|)n∈N.

Pour démontrer le point5), on remarque d’abord que comme la suite est la somme de
sa partie réelle et de sa partie imaginaire, le point2) implique immédiatement que, si la
partie imaginaire et la partie réelle sont des suites convergentes ou de Cauchy, il en est de
même pour la suite elle-même. Pour la réciproque, on utiliseles inégalités :
-si la suite est convergente :

|ℜesn−ℜel | = |ℜe(sn− l)| ≤ |sn− l | ,
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|ℑmsn−ℑml | = |ℑm(sn− l)| ≤ |sn− l | .
-si la suite est de Cauchy :

∣

∣ℜesp−ℜesq
∣

∣=
∣

∣ℜe(sp−sq)
∣

∣≤
∣

∣sp−sq
∣

∣ ,

∣

∣ℑmsp−ℑmsq
∣

∣=
∣

∣ℑm(sp−sq)
∣

∣≤
∣

∣sp−sq
∣

∣ .

Donc, pourε > 0 donné, si on applique la définition de la convergence ou la condition de
Cauchy avecε, on obtient un entierN tel que :
-pour une suite convergente,

n≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε,

ce qui implique
n≥ N ⇒ |ℜesn−ℜel | ≤ ε,

et entraine la convergence de la suite(ℜesn)n∈N vers|ℜel |.
-pour une suite de Cauchy,

p,q≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤ ε,

ce qui implique
p,q≥ N ⇒

∣

∣ℜesp−ℜesq
∣

∣≤ ε,

et entraine la condition de Cauchy pour la suite(ℜesn)n∈N.
On conclut de la même façon pour les parties imaginaires.

Pour démonter le point6), on utilise l’inégalité :

∣

∣sp−sq
∣

∣=
∣

∣(sp− l)− (sq− l)
∣

∣≤
∣

∣sp− l
∣

∣+
∣

∣sq− l
∣

∣ .

Donc si la suite(sn)n∈N est convergente, de limitel , pourε > 0 donné, en appliquant la

définition de la convergence avec
ε
2

, on obtient un entierN tel que :

p,q≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤
∣

∣sp− l
∣

∣+
∣

∣sq− l
∣

∣≤ ε
2

+
ε
2

= ε,

ce qui montre bien que la suite(sn)n∈N est de Cauchy.

Les suites de réels, c’est-à-dire lorsqueK = R ont des propriétés particulières que nous
allons étudier maintenant :

2.1.7 Théorème.Théorème de comparaison :
1) Soient(sn)n∈N et (tn)n∈N deux suites convergentes à valeurs réelles, de limite

respective s et t. Si pour tout n∈ N, sn ≤ tn, alors s≤ t.
2) Soient(sn)n∈N, (s′n)n∈N et (tn)n∈N trois suites à valeurs réelles, telles que pour

tout n∈ N, sn ≤ tn ≤ s′n. Alors si les suites(sn)n∈N et (s′n)n∈N sont convergentes et ont
même limite s, la suite(tn)n∈N converge aussi vers s.

Démonstration.1) On procède par l’absurde : supposonss> t.

On choisit 0< ε <
s− t

2
, ainsi les intervalles]t − ε, t + ε[ et ]s− ε,s+ ε[ sont disjoints.

Les conditions limn→+∞ sn = set limn→+∞ tn = t entraînent qu’il existeN1 ∈N etN2 ∈N

tels que∀n≥ N1, sn ∈]s− ε,s+ ε[ et∀n≥ N2, tn ∈]t − ε, t + ε[.
PosonsN = max{N1,N2} et soitn un entier naturel tel quen≥ N .
Alors, tn ≤ t + ε < s− ε ≤ sn, donc en particuliertn < sn, d’où la contradiction.
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2) Soitε > 0. Les conditions limn→+∞ sn = limn→+∞ s′n = s entraînent l’existence d’en-
tiers naturelsN1 et N2 tels que :

n≥ N1 =⇒ |sn−s| ≤ ε et n≥ N2 =⇒
∣

∣s′n−s
∣

∣≤ ε.

PosonsN = max{N1,N2}, alors pourn≥ N, on peut écrire :

s− ε ≤ sn ≤ tn ≤ s′n ≤ s+ ε.

La suite(tn)n∈N converge bien verss.

Remarque. 1) Le théorème 2.1.7 reste vrai si les inégalités ne sont vraiesqu’à
partir d’un certian rang.

2) Même si dans les inégalités du théorème 2.1.7 1), on remplaceles inégalités
larges par des inégalités strictes, la conclusion ne changepas c’est à-dire que l’inégalité
reste large :s≤ t.

On le vérifie aisément en considérant par exemple les suitessn =
1
2n

et tn =
1
n

.

Pour étudier une suite, on peut essayer d’utiliser ce théorème en comparant la suite donnée
à certaines suites particulières que l’on connaît. Voici deux exemples :

Suites géométriques: sn = kn

Cette suite converge si et seulement sik≤ 1. Sa limite est 0 sik < 1 et 1 sik = 1.

Suites puissances: sn = nα

Cette suite converge si et seulement siα ≤ 0. Sa limite est 0 siα < 0 et 1 siα = 0.

2.1.8 Proposition.Toute suite de réels, croissante et majorée ou décroissanteet minorée
converge.

Démonstration.Supposons par exemple la suite(sn)n∈N croissante et majorée. Alors,
pour toutn∈ N, sn ≤ sn+1 et il existeM ∈ R tel que pour toutn∈ N, sn ≤ M.
La partie{s0,s1, . . . ,sn, . . .} est donc une partie majorée deR et par suite elle admet une
borne supérieurel .
Par la proposition 1.8.2, pour toutε > 0, il existe unN ∈ N tel quel − ε ≤ sN ≤ l .
Mais puisque la suite est croissante, pour toutn≥ N, l −ε ≤ sN ≤ sn ≤ l , ce qui implique
que 0≤ l −sn ≤ ε et donc la suite(sn)n∈N converge versl .

2.1.9 Définition. On dit que les suites de réels(an)n∈N et (bn)n∈N sont adjacentes si :
1) (an)n∈N est croisssante
2) (bn)n∈N est décroisssante
3) Pour tout n∈ N, an ≤ bn

4) bn−an → 0 quand n→ ∞

2.1.10 Corollaire. Deux suites adjacentes(an)n∈N et (bn)n∈N sont toujours convergentes
et ont la même limite.

Démonstration.La suite(an)n∈N est croissante et majorée parb0 donc est convergente.
La suite(bn)n∈N est décroissante et minorée para0 donc est convergente. La condition4)
implique en passant à la limite quandn→ ∞ que ces deux limites sont les même.
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Le résultat suivant contient à la fois la propriété6) de la proposition 2.1.6 et sa réciproque.
On l’écrit sous cette forme pour avoir un critère de convergence. L’intérêt d’un tel critère
est de pouvoir déterminer si une suite converge même sans connaître sa limite.

2.1.11 Théorème.Critère de Cauchy.
La suite numérique(sn)n∈N vérifie la condition de Cauchy 2.1.5 si et seulement si elle
converge.

Démonstration.La proposition 2.1.66)montre que toute suite convergente est de Cauchy.

La démonstration de la réciproque repose sur les propriétésdes bornes supérieure et infé-
rieure dansR.
Supposons que la suite de Cauchy(sn)n∈N soit à valeurs réelles.
On pose, pour toutn∈ N :

Un = {sp/p≥ n}.
La suite(Un)n∈N est une suite décroissante d’ensembles non vides. D’autre part, pour tout
entiern, l’ensembleUn est une partie bornée et non vide deR. Cet ensemble admet donc
une borne supérieure et une borne inférieure, on pose :

an = inf Un et bn = supUn.

On a ainsi défini deux suites(an)n∈N et (bn)n∈N qui vérifient pour toutn∈ N :

an ≤ sn ≤ bn.

L’inclusion : ∀n∈ N, Un+1 ∈Un entraîne que :

an ≤ an+1 ≤ bn+1 ≤ bn.

La suite a(an)n∈N est donc croissante, la suite(bn)n∈N décroissante et on a, pour tout
n∈ N, an ≤ bn.

On utilise alors la condition de Cauchy : soitε > 0 doné. Il existe un entierN tel que

p≥ n≥ N =⇒ sn− ε ≤ sp ≤ sn+ ε.

Donc pourn≥ N,

sn− ε ≤ an ≤ sn+ ε et sn− ε ≤ bn ≤ sn+ ε

ce qui implique 0≤ bn−an ≤ 2ε.
La suite(bn−an)n∈N converge vers 0. Les suites(an)n∈N et (bn)n∈N sont donc des suites
adjacentes. Elles ont alors une limite commune.
La double inégalitéan ≤ sn ≤ bn entraîne alors la convergence de la suite(sn)n∈N.

Si la suite est à valeurs complexes, on regarde séparément lapartie réelle et la partie
imaginaire et on applique le point4) de la proposition 2.1.6.

2.1.12 Exemple. 1) La suite sn =
n

∑
k=1

1
k2 converge.

2) La suite sn = lnn diverge.
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Pour montrer 1), on écrit, pourp≥ q :

0≤ sp−sq =
p

∑
k=1

1
k2 −

q

∑
k=1

1
k2 =

p

∑
k=q+1

1
k2 .

On utilise l’inégalité vraie pourk≥ 2 :

1
k2 ≤ 1

k(k−1)
=

1
k−1

− 1
k

et en reportant on obtient :

0≤ sp−sq =
p

∑
k=q+1

1
k2 ≤

p

∑
k=q+1

(

1
k−1

− 1
k

)

=
1
q
− 1

p
.

Comme ce dernier terme tend vers 0 quandp,q tendent vers+∞, on en déduit que la suite
(sn)n∈N est de Cauchy donc convergente.

Pour montrer 2), on écrit, pourp≥ q :

0≤ sp−sq = ln p− lnq = ln
p
q
.

En prenantp = 2q, on trouve

0≤ s2q−sq = ln
2q
q

= ln2,

ce qui montre que la suite(sn)n∈N n’est pas de Cauchy et donc est divergente.

Rappelons la définition d’une sous-suite :

2.1.13 Définition. Une suite(tn)n∈N est une sous-suite de la suite numérique(sn)n∈N s’il
existe une application croissante p: N → N telle que∀n∈ N , tn = spn.

2.1.14 Exemple.La suite(a2n)n∈N est une sous-suite de la suite(an)n∈N, avec pn = 2n.

Les propriétés suivantes sont immédiates :

2.1.15 Proposition. 1) Toute sous-suite d’une suite convergente est convergente et
a même limite.

2) Toute sous-suite d’une suite de Cauchy est de Cauchy.
3) Toute suite croissante possédant une sous-suite convergente est convergente.

Rappelons enfin le théorème suivant :

2.1.16 Théorème.(Bolzano-Weierstrass)
De toute suite réelle bornée, on peut extraire une sous-suite convergente.

Démonstration.On considère une suite bornée(sn)n∈N et on suppose que pour toutn∈N,

a≤ sn ≤ b. L’un au moins des deux intervalles moitié,[a,
a+b

2
] et [

a+b
2

,b] contient une

infinité de valeurs desn. On le note[a1,b1] et on recommence le raisonnement avec cet
intervalle.
On définit par ce procédé une suite d’intervalles emboîtés[an,bn] dont la longueur égale à

bn−an =
b−a

2n tend vers 0 quandn→ ∞. On en déduit que les intervalles[an,bn] ont un

seul point communl qui est la limite commune des suites adjacentes(an)n∈N et (bn)n∈N.
On construit ensuite une sous-suite(spn)n∈N de la suite(sn)n∈N telle que pour toutn∈ N,
spn ∈ [an,bn]. Cette sous-suite converge versl .
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Terminons ce paragraphe par un exemple :

2.1.17 Exemple.La suite des sommes de Cesàro d’une suite(sn)n∈N est la suite(cn)n∈N,
définie par :

∀n∈ N , cn =
∑n

i=1si

n
.

Alors, si(sn)n∈N converge vers l,(cn)n∈N converge aussi vers l. La réciproque est fausse.

Si la suite(sn)n∈N converge versl , pour toutε > 0 il existeN ∈ N tel que :

n≥ N ⇒ |sn− l | ≤ ε
3
.

Si n≥ N, on écrit

cn =
∑N

i=1si

n
+

∑n
i=N+1si

n
.

D’où, si n≥ N :

|cn− l | ≤
∣

∣

∣

∣

∑N
i=1si

n

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∑n
i=N+1(si − l)

n

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

N+1
n

l

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∑N
i=1si

n

∣

∣

∣

∣

+
ε
3

+

∣

∣

∣

∣

N+1
n

l

∣

∣

∣

∣

.

Quandn→ +∞, les deux termes

∣

∣

∣

∣

∑N
i=1si

n

∣

∣

∣

∣

et

∣

∣

∣

∣

N+1
n

l

∣

∣

∣

∣

tendent vers 0 donc il existe deux

entiersN1 et N2 tels que :

n≥ N1 ⇒
∣

∣

∣

∣

∑N
i=1si

n

∣

∣

∣

∣

≤ ε
3
,

n≥ N2 ⇒
∣

∣

∣

∣

N+1
n

l

∣

∣

∣

∣

≤ ε
3
.

Finalement :
n≥ sup{N,N1,N2}⇒ |cn− l | ≤ ε,

et la suite(cn)n∈N converge bien versl .

La réciproque de cette propriété est fausse : en effet, la suite (sn)n∈N telle que

∀n∈ N , sn = (−1)n,

ne converge pas mais la suite de ses sommes de Cesàro convergevers 0.

2.2 Limites dansR

Dans cette partie, on considère des suites de réels et on étend la notion de limite aux
valeurs infinies.

2.2.1 Définition. i) On définitR = R∪{+∞}∪{−∞}.

ii) On dit que la suite de réels(sn)n∈N converge vers+∞ si

∀A > 0 , ∃N ∈ N tel quen≥ N ⇒ sn ≥ A.

On notelimn→+∞ sn = +∞
iii) On dit que la suite de réels(sn)n∈N converge vers−∞ si

∀A < 0 , ∃N ∈ N tel quen≥ N ⇒ sn ≤ A.
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On notelimn→+∞ sn = −∞
iv) On dit que la suite de réels(sn)n∈N converge dansR si elle converge dansR ou

vers+∞ ou vers−∞.

Remarque.Ces définitions s’étendent au cas des suites à valeurs dansR, c’est-à-dire que
lessn peuvent valoir+∞ et−∞.

On obtient une extension de la proposition 2.1.8 et du théorème 2.1.16 :

2.2.2 Proposition. 1) Toute suite monotone dansR ou dansR converge dansR.
2) Toute suite de réels admet une sous-suite convergente dansR.

Démonstration. 1)Plaçons-nous par exemple dans le cas croissant, le cas décroissant se
traite de la même façon. Si une suite(sn)n∈N est croissante, ou bien elle est majorée et
donc converge d’après la proposition 2.1.8, ou bien elle n’est pas majorée et alors, quelque
soitM ∈ R, il existeN ∈ N tel quesN ≥ M. Mais comme la suite est croissante, pour tout
n≥ N, on aussisn ≥ M, ce qui veut dire que la suite tend vers+∞.

2) De la même façon, si une suite(sn)n∈N est bornée, elle admet une sous-suite conver-
gente par le théorème de Bolzano-Weierstrass 2.1.16. Si elle n’est pas bornée, en suppo-
sant par exemple qu’elle n’est pas majorée, quelque soitn∈ N, il existe un indicepn ∈ N

tel quespn ≥ n. La sous-suite(spn)n∈N converge vers+∞.

Nous pouvons maintenant définir les notions de limite supérieure et de limite inférieure
d’une suite réelle :

Soit (sn)n∈N une suite de réels. Les suites(s′n)n∈N et (s′′n)n∈N définies respectivement pour
toutn∈ N dansR par :

s′n = sup{sp | p≥ n} si la suite(sn)n∈N est majorée
= +∞ sinon

s′′n = inf {sp | p≥ n} si la suite(sn)n∈N est minorée
= −∞ sinon

sont respectivement décroissante et croissante.

2.2.3 Définition. i) On appelle limite supérieure et on notelimsupn→+∞ sn la
limite dansR de la suite(s′n)n∈N.

ii) On appelle limite inférieure et on notelim infn→+∞ sn la limite dansR de la
suite(s′′n)n∈N.

On remarquera que la limite supérieure et la limite inférieure d’une suite de réels existent
toujours dansR, même si la suite n’est pas convergente dansR.

2.2.4 Exemple. i) limsupn→+∞ (−1)n = 1 et liminfn→+∞ (−1)n = −1.

ii) limsup
n→+∞

cos
nπ
3

= 1 et liminf
n→+∞

cos
nπ
3

= −1.

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiatesde la définition 2.2.3 :
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2.2.5 Propriété. Soit(sn)n∈N une suite de réels.
i) On a toujours

limsup
n→+∞

sn ≥ lim inf
n→+∞

sn .

ii) On a aussi

limsup
n→+∞

−sn = − lim inf
n→+∞

sn et lim inf
n→+∞

−sn = − limsup
n→+∞

sn .

iii) Si pour tout n∈ N, sn ≤ tn, alors

limsup
n→+∞

sn ≤ limsup
n→+∞

tn et lim inf
n→+∞

sn ≤ lim inf
n→+∞

tn .

En utilisant les définitions des bornes supérieure et inférieure, définition 1.8.1, et les défi-
nitions des limites de suites, on peut caractériser les notions de limite supérieure et limite
inférieure par les propriétés suivantes :

2.2.6 Proposition. i) limsupn→+∞ sn =−∞ si et seulement si la suite(sn)n∈N tend
vers−∞

ii) limsupn→+∞ sn = +∞ si et seulement si pour tout A∈ R, il existe une infinité
de valeurs de n telles que sn ≥ A.

iii) l ∈ R vérifie l = limsupn→+∞ sn si et seulement si pour toutε > 0, il existe une
infinité de valeurs de n telles que sn soit supérieur à l−ε et pour toutes valeurs de n sauf
éventuellement un nombre fini, sn soit inférieur à l+ ε.

Démonstration. i)est évident.

ii) Supposons que limsupn→+∞ sn = +∞. Alors, par définition, la suite(s′n)n∈N converge
vers+∞, c’est-à-dire que quel que soitA > 0, il existeN ∈ N tel que

n≥ N ⇒ sup
p≥n

sp ≥ A.

Donc pour toutε > 0, il existep≥ n tel quesp ≥ A− ε. En faisant tendren vers+∞, on
obtient bien une infinité de valeurs de(sp)p∈N supérieures àA− ε. CommeA et ε sont
arbitraires, ceci prouve bien le résultat.

Réciproquement si pour toutA> 0, il existe une infinité de valeurs de(sn)n∈N supérieures
à A, à partir d’un certain rang, less′n sont donc supérieurs àA et commeA est arbitraire,
ceci implique bien que la suite(s′n)n∈N converge vers+∞.

iii) Supposons que limsupn→+∞ sn = l . Alors, par définition, la suite(s′n)n∈N converge
versl , donc en particulier, que quel que soitε > 0, il existeN ∈ N tel que

n≥ N ⇒ sup
p≥n

sp ≥ l − ε
2
.

Donc il existep≥ n tel quesp ≥ l − ε. En faisant tendren vers+∞, on obtient bien une
infinité de valeurs de(sp)p∈N supérieures àl − ε.
De plus, il existeM ∈ N tel que

n≥ M ⇒ sup
p≥n

sp ≤ l + ε.

Ceci implique que toutes les valeurs desn au delà deM sont inférieures àl + ε.
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Réciproquement si pour toutε > 0, il existe une infinité de valeurs de(sn)n∈N supérieures
à l − ε, à partir d’un certain rang, less′n sont donc supérieurs àl − ε et commeε est arbi-
traire, ceci implique bien que la suite(s′n)n∈N converge vers une limite qui est supérieure
ou égale àl .
De plus, si pour toutes les valeurs den sauf éventuellement un nombre fini,sn est inférieur
à l + ε, à partir d’un certain rang,s′n est inférieure àl + ε et donc la limite des′n est
inférieure ou égale àl + ε. Commeε est arbitraire, ceci implique bien que la limite de
(s′n)n∈N est inférieure àl .

On a évidemment l’analogue de ces résultats pour les limitesinférieures :

2.2.7 Proposition. i) lim infn→+∞ sn = +∞ si et seulement si la suite(sn)n∈N tend
vers+∞

ii) lim infn→+∞ sn = −∞ si et seulement si pour tout A∈ R, il existe une infinité de
valeurs de n telles que sn ≤ A.

iii) l ∈ R vérifie l = lim infn→+∞ sn si et seulement si pour toutε > 0, pour toutes
les valeurs de n sauf éventuellement un nombre fini, sn soit supérieur à l− ε et il existe
une infinité de valeurs de n telles que sn soit inférieur à l+ ε.

De ces caractérisations, on peut encore déduire les résultats suivants :

2.2.8 Corollaire. i) Soit l ∈ R. La suite(sn)n∈N converge vers l si et seulement si

l = limsup
n→+∞

sn = lim inf
n→+∞

sn.

ii) Soit L l’ensemble des limites des sous-suites de la suite(sn)n∈N. Alors :

limsup
n→+∞

sn ∈ L et liminf
n→+∞

sn ∈ L,

limsup
n→+∞

sn = sup L et liminf
n→+∞

sn = inf L.

Démonstration. i)Supposons que la suite(sn)n∈N converge versl . Alors, pour toutε > 0,
à partir d’un certain rangN ∈ N, tous les termes de la suite sont plus grands quel − ε et
plus petits quel +ε. Donc la limite supérieure et la limite inférieure valentl . Réciproque-
ment, si la limite supérieure et la limite inférieure valentl , à partir d’un certain rangN,
tous les termes de la suite sont plus grands quel − ε et plus petits quel + ε donc la suite
converge versl .

ii) Nous allons démontrer ces propriétés pour la limite supérieure, les résultats analogues
s’en déduisant aisément pour la limite inférieure.
Soit l la limite supérieure de la suite(sn)n∈N et soit(εn)n∈N une suite de nombres réels
positifs, tendant vers 0 quandn→ ∞. Par la proposition 2.2.6, pour toutn∈ N, il existe
au moins un entierpn tel quel − εn ≤ spn ≤ l + εn. La sous-suite(spn)n∈N converge donc
versl et l ∈ L.
De plus s’il existe une valeurl ′ ∈ L telle quel < l ′, alors il existe une sous-suite(spn)n∈N

qui converge versl ′. Pourε <
l ′− l

2
, il existe un entierN tel que pourn≥ N, spn ≥ l ′−ε.

Donc il existe une infinité de valeurs desn qui sont supérieures àl + ε, ce qui contredit
les propriétés de la limite supérieure, voir proposition 2.2.6.
On a donc bien limsupn→+∞ sn = supL.
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2.3 Séries numériques

On suppose queK est l’un des corpsR ouC.

2.3.1 Définition. i) Une série numérique est un couple formé de deux suites nu-
mériques

{(un)n∈N , (sn)n∈N} ,

telles que∀n∈ N, sn =
n

∑
i=0

ui .

ii) Pour tout n∈ N, un s’appelle le terme général d’ordre n de la série, sn s’appelle
la somme partielle d’ordre n de la série.
Une série sera désigné par “la série de terme général un”.

iii) La série somme de la série de terme général un et de la série de terme général
vn est la série de terme général(un +vn). Le produit de la série de terme général un par
un scalaireλ est la série de terme généralλun.

2.3.2 Définition. La série de terme général un converge si la suite(sn)n∈N converge et la
limite s de la suite(sn)n∈N s’appelle la somme de la série de terme général un.
Si la série de terme général un converge, pour tout n∈ N, rn = s− sn s’appelle le reste
d’ordre n de la série de terme général un.

On peut caractériser de plusieurs manières la convergence d’une série :

2.3.3 Proposition.La série de terme général un converge et sa somme est s
si et seulement si :∀ε > 0, ∃N ∈ N, tel que n≥ N ⇒ |s−sn| ≤ ε

si et seulement si :∀ε > 0, ∃N ∈ N, tel que n≥ N ⇒
∣

∣

∣

∣

∣

s−
n

∑
i=0

ui

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε

si et seulement si :∀ε > 0, ∃N ∈ N, tel que n≥ N ⇒ |rn| ≤ ε.

2.3.4 Notations.Si s est la somme de la série de terme généralun, on notes=
∞

∑
i=0

ui . Ce

symbole veut dire :s= lim
n→∞

n

∑
i=0

ui . On a alors, pour toutn∈ N :

rn = lim
k→+∞

k

∑
i=0

ui −
n

∑
i=0

ui = lim
k→+∞

k

∑
i=n+1

ui =
+∞

∑
i=n+1

ui .

Remarque.La convergence d’une série ne dépend pas des premiers termesde cette série :
on peut modifier un nombre fini de termes d’une série sans changer sa nature. En revanche,
si la série converge, la valeur de sa somme dépend de tous les termes de la série.

En appliquant le critère de Cauchy pour les suites à la suite des sommes partielles d’une
série numérique, on obtient le critère de Cauchy pour les séries :

2.3.5 Théorème.(Critère de Cauchy pour les séries)
Une série numérique de terme général un converge si et seulement si

∀ε > 0 ∃N ∈ N tel queq≥ p≥ N ⇒
∣

∣

∣

∣

∣

q

∑
i=p

ui

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε.
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Démonstration.Il suffit de remarquer que pourq≥ p,

q

∑
i=p

ui = sq−sp−1,

et d’appliquer le critère de Cauchy pour les suites numériques 2.1.11 à la suite(sn)n∈N.

Le critère de Cauchy permet de démontrer une condition nécessaire de convergence des
séries numériques :

2.3.6 Proposition. Si la série numérique, de terme général un, converge, alors la suite
numérique(un)n∈N converge vers0.
Cette condition nécessaire de convergence de la série n’estpas suffisante.

Démonstration.Si la série de terme généralun converge, elle vérifie le critère de Cauchy,
théorème 2.3.5, c’est-à-dire :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel queq≥ p≥ N ⇒
∣

∣sp−sq
∣

∣≤ ε.

En particulier, pourn−1≥ N, on a

|sn−sn−1| = |un| ≤ ε.

Ceci implique bien la convergence vers 0 de la suite(un)n∈N.

Pour montrer que cette condition n’est pas suffisante, il suffit de considérer la série de
terme général

un =
1
n
.

La suite(un)n∈N converge vers 0 alors que la série de terme général
1
n

diverge comme on

le verra à la proposition 2.4.4iii) et aussi dans l’exemple 2.4.13.

La proposition suivante est immédiate :

2.3.7 Proposition.Si deux séries de termes généraux respectifs un et vn sont convergentes
de sommes s etσ , la série somme de terme général(un +vn) est convergente de somme
s+σ et la série produit par un scalaire de terme généralλun est convergente de somme
λs.

L’étude des séries à termes positifs est plus facile que celle des séries à termes quel-
conques, comme on le verra au paragraphe suivant. Grâce à la notion de convergence
absolue, on peut s’y ramener dans certains cas :

2.3.8 Définition. On dit qu’une série de terme général un converge absolument si la série
de terme général|un| converge.

Remarquons que la convergence et la convergence absolue coïncident dans le cas d’une
série à termes positifs. Dans le cas général, on a :

2.3.9 Proposition.Si la série numérique de terme général un converge absolument, cette
série converge.
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Démonstration.Si la série de terme généralun converge absolument, le critère de Cauchy
(théorème 2.3.5) appliqué à la série de terme général|un| s’écrit :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel queq≥ p≥ N,⇒
q

∑
i=p

|ui| ≤ ε.

Mais on a :
∣

∣

∣

∣

∣

q

∑
i=p

ui

∣

∣

∣

∣

∣

≤
q

∑
i=p

|ui | ≤ ε.

La série de terme généralun vérifie donc le critère de Cauchy. Cette série est donc bien
convergente.

La réciproque de cette proposition est fausse : la série de terme général
(−1)n

n
converge

comme on le verra dans le corollaire 2.5.2 alors qu’elle ne converge pas absolument,
comme on l’a déjà remarqué dans la proposition 2.3.6.

Remarque.Pour qu’une série de terme généralun soit absolument convergente, il faut et

il suffit que la suite des sommes partielles

(

n

∑
i=0

|ui |
)

n∈N

soit majorée.

En effet, pour qu’une série de terme généralun soit absolument convergente, il faut et il

suffit que la suite

(

n

∑
i=0

|ui |
)

n∈N

soit convergente. Or cette suite est évidemment croissante

et on peut donc appliquer les propositions 2.1.8 et 2.2.2 : pour qu’elle converge, il faut et
il suffit qu’elle soit majorée.

On a également les propriétés immédiates suivantes :

2.3.10 Proposition.Si deux séries de termes généraux respectifs un et vn sont absolument
convergentes, la série somme de terme général(un+vn) est absolument convergente et la
série produit par un scalaire de terme généralλun est absolument convergente pour tout
λ ∈ K.

Grâce à la notion de convergence absolue, on peut étudier lesproduits de séries :

2.3.11 Définition.On considère deux séries numériques de termes généraux respectifs un
et vn . La série produit de ces deux séries est la série de terme général :

wn =
n

∑
p=0

upvn−p .

2.3.12 Théorème.On considère une série numérique de terme général un absolument
convergente et une série numérique de terme général vn convergente. Alors la série pro-
duit, de terme général

wn =
n

∑
p=0

upvn−p,

est convergente et sa somme est le produit des sommes des deuxséries de départ.
Si de plus la série de terme général vn est absolument convergente, la série produit est
absolument convergente.
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Démonstration.On définit les sommes partielles des séries par :

sn =
n

∑
i=0

ui , σn =
n

∑
j=0

v j , An =
n

∑
i=0

|ui | ,

Πn =
n

∑
k=0

wk =
n

∑
k=0

k

∑
p=0

upvk−p = ∑
0≤i+ j≤n

uiv j .

Soients,σ ,A,Π les sommes correspondantes.
On veut montrer que la suite(Πn)n∈N converge verssσ . Comme la suite(snσn)n∈N

converge verssσ , il suffit de montrer que la suite(snσn−Πn)n∈N converge vers 0. Or :

snσn−Πn =
n

∑
i=0

n

∑
j=0

uiv j − ∑
0≤i+ j≤n

uiv j = ∑
n+1≤i+ j≤2n

uiv j

= u1vn +u2(vn+vn−1)+ · · ·+un(vn+vn−1 + · · ·+v1).

Soit M > 0 tel que∀n∈ N,An =
n

∑
i=0

|ui| ≤ M et |σn| ≤
M
2

.

Soit ε > 0 donné. Par hypothèse, il existen0 ∈ N tel que

n,m≥ n0 ⇒ |σn−σm| ≤
ε

2M
et n,m≥ n0 ⇒ |An−Am| ≤

ε
2M

.

En coupant la somme ci-dessus en deux à l’indicen0 on peut écrire :

snσn−Πn = u1vn +u2(vn+vn−1)+ · · ·+un(vn +vn−1 + · · ·+v1)
= u1vn + · · ·un0(vn+vn−1 + · · ·+vn−n0+1)+ · · ·+un(vn +vn−1 + · · ·+v1)
= u1(σn−σn−1)+ · · ·+un0(σn−σn−n0)+ · · ·un(σn−σ0).

Donc,

|snσn−Πn| ≤ [|u1| |σn−σn−1|+ |u2| |σn−σn−2|+ · · ·+ |un0| |σn−σn−n0|]+

[|un0+1| |σn−σn−n0−1|+ · · ·+ |un| |σn−σ0|] .

Or, sin≥ 2n0, on a :

∀k∈ {1,2, . . . ,n0} , |σn−σn−k| ≤
ε

2M
,

et on a aussi

∀k∈ {n0+1, . . . ,n} , |σn−σn−k| ≤ |σn|+ |σn−k| ≤ 2
M
2

= M .

D’où :

n≥ 2n0 ⇒ |snσn−Πn| ≤
ε

2M
[|u1|+ |u2|+ · · ·+ |un0|]+M [An−An0]

≤ M
ε

2M
+M

ε
2M

= ε.

La série produit converge bien et sa somme est bien égale au produit des sommes des
séries de termes généraux respectifsun et vn.
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Dans le cas où la série de terme généralvn est absolument convergente, on peut définir la
série de terme général :

w′
n = ∑

0≤i+ j≤n

|ui|
∣

∣u j
∣

∣ .

C’est donc le produit des deux séries de termes généraux respectifs |un| et |vn|. Ces deux
séries sont convergentes et aussi absolument convergentespuisqu’elles sont à termes po-
sitifs. Par la démonstration précédente, c’est une série convergente. Or, on remarque que

∀n∈ N , 0≤ |wn| ≤ w′
n.

D’où, si (Π′
n)n∈N dénote la suite des sommes partielles de la série de terme général w′

n,
on a aussi :

∀n∈ N , 0≤
n

∑
i=0

|wn| ≤ Π′
n .

Comme ces deux suites sont croissantes et que(Π′
n)n∈N est convergente, la suite des

sommes partielles de la série de terme général|wn| est convergente et la série produit est
bien absolument convergente.

2.4 Séries à termes positifs

Dans le courant du paragraphe précédent, on a constaté que les séries à termes positifs ont
des propriétés particulières. On va maintenant les étudiersystématiquement :

2.4.1 Proposition.Soit un une série dont le terme général un est positif ou nul pour tout
n∈ N. Alors la suite des sommes partielles(sn)n∈N est convergente dansR.

Démonstration.La suite des sommes partielles(sn)n∈N vérifie :

sn−sn−1 = un ≥ 0.

Cette suite est donc croissante et donc convergente dansR par la proposition 2.2.2

Le résultat suivant est essentiel, c’est le théorème de comparaison :

2.4.2 Théorème.On considère deux séries dont les termes généraux un et vn sont positifs,
(ie. un ≥ 0 et vn ≥ 0 pour tout n∈ N). Supposons que pour tout n∈ N, on ait : un ≤ vn.
Alors si la série de terme général vn converge, la série de terme général un converge et si
la série de terme général un diverge, la série de terme général vn diverge.

Démonstration.Posonssn =
n

∑
i=0

un et σn =
n

∑
i=0

vn. L’hypothèse implique que :

∀n∈ N , 0≤ sn ≤ σn .

Si la série de terme généralvn converge, la suite(σn)n∈N converge donc est bornée. La
suite (sn)n∈N est donc aussi bornée et comme elle est croissante, elle converge par la
Proposition 2.1.8, ce qui veut bien dire que la série de termegénéralun converge.

La deuxième propriété est la contraposée de la première doncest vraie également.
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Remarque.Ce résultat reste vrai si l’inégalitéun ≤ vn n’est vraie qu’à partir d’un certain
rangn0. C’est une conséquence de la remarque signalant que la convergence d’une série
ne dépend pas des premiers termes de cette série.

Nous allons étudier des séries particulières, les séries géométriques, qui nous donneront
une échelle de comparaison.

2.4.3 Proposition.Soit a, r ∈ K non nuls. Pour tout n∈ N, on définit un = arn. Alors, la
série de terme général un converge si et seulement si|r| < 1.

Démonstration.On écrit

si r 6= 1 ,sn = a(1+ r + · · ·+ rn) = a
1− rn+1

1− r
si r = 1 ,sn = a(n+1).

La suite
(

a(n+ 1)
)

n∈N
diverge et la suite

(

a
1− rn+1

1− r

)

n∈N

converge si et seulement si

|r| < 1.
La série de terme généralun converge donc bien si et seulement si|r|< 1 et sa somme est

égale à
a

1− r
.

En utilisant ce résultat, on obtient deux tests :

2.4.4 Proposition.Test de Cauchy.
On considère une série à termes positifs un. Posons l= limsupn∈N(un)

1/n. Alors :
i) l < 1⇒ la série de terme général un converge

ii) l > 1⇒ la série de terme général un diverge
iii) l = 1 on ne peut pas conclure.

Démonstration. i)Supposonsl < 1. On choisitr ∈]l ,1[. D’après la proposition 2.2.6iii) ,
il existeN ∈ N tel quen≥ N ⇒ (un)

1/n < r ou encoreun < rn.
On peut donc appliquer le théorème de comparaison 2.4.2 et laproposition 2.4.3 : la série
de terme généralun converge.

ii) Supposonsl > 1. On choisitr ∈]1, l [. D’après la proposition 2.2.6iii) , il existe une
infinité de valeurs den tels que(un)

1/n ≥ r.
Ceci implique que la suite(un)n∈N ne tend pas vers 0 et par la proposition 2.3.6, la série
de terme généralun diverge.

iii) Supposonsl = 1. Les deux séries de termes généraux respectifs
1
n

et
1
n2 vérifient cette

condition.

Or la première diverge, car

2n

∑
i=0

1
i
−

n

∑
i=0

1
i

=
2n

∑
i=n+1

1
i

=
1

n+1
+ · · ·+ 1

2n
≥ n

2n
=

1
2
,

et la série de terme général
1
n

ne vérifie pas la condition de Cauchy (théorème 2.3.5).

En revanche, la seconde converge car on peut écrire, comme dans l’exemple 2.1.12 :

0≤ 1
n2 ≤ 1

n(n−1)
.
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La série de terme général
1

n(n−1)
converge car on a :

n

∑
i=2

1
i(i −1)

=
n

∑
i=2

(
1

i −1
− 1

i
) = 1− 1

n
.

Le théorème de comparaison 2.4.2 permet donc de conclure quela série de terme général
1
n2 converge.

Dans le cas où la série de terme généralun vérifie le i) du test de Cauchy, on a une
majoration du restern :

2.4.5 Corollaire. On considère une série à termes positifs un vérifiant :

limsup
n→∞

(un)
1
n < 1

et soit r tel quelimsupn→∞(un)
1
n < r < 1. Alors le reste d’ordre n de cette série vérifie à

partir d’un certain rang :

|rn| ≤
+∞

∑
i=n+1

r p =
rn+1

1− r
.

2.4.6 Exemple.Majoration du reste de la série de terme général un =
1
nn .

Cette série vérifie limsup(un)
1/n = 0. Dans ce cas, on peut améliorer l’estimation précé-

dente. En effet pouri ≥ n+1, on aui =
1
i i

<
1

(n+1)i . D’où par comparaison avec la série

géométrique de raison
1

n+1
:

rn ≤
∞

∑
i=n+1

1
(n+1)i =

1
(n+1)n+1

1

1− 1
n+1

=
1

n(n+1)n .

Pourn = 4, on obtient :rn ≤ 4.10−4.

2.4.7 Proposition.Test de d’Alembert.
On considère une série à termes strictement positifs un.

i) limsup
n→∞

un+1

un
< 1⇒ la série de terme général un converge

ii) lim inf
n→∞

un+1

un
> 1⇒ la série de terme général un diverge

iii) lim inf
n→∞

un+1

un
≤ 1≤ limsup

n→∞

un+1

un
on ne peut pas conclure.

Démonstration. i)Supposons que limsup
n→∞

un+1

un
< 1 et soitr ∈ R tel que

limsup
n→∞

un+1

un
< r < 1.

Alors la proposition 2.2.6 implique qu’il existeN ∈ N tel que

n≥ N ⇒ un+1

un
≤ r
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D’où, en itérant :
n≥ N ⇒ un+1 ≤ uNrn+1−N = rn+1(

uN

rN ).

Le terme
uN

rN ne dépend pas den et la série de terme généralrn+1 converge puisquer < 1,

(proposition 2.4.3). Le théorème de comparaison 2.4.2 implique que la série de terme
généralun converge.

ii) Supposons que liminf
n→∞

un+1

un
> 1 et soitr ∈ R tel que

liminf
n→∞

un+1

un
> r > 1.

Alors la proposition 2.2.7 implique qu’il existeN ∈ N tel que

n≥ N ⇒ un+1

un
≥ r.

Ceci implique que la suite des termes généraux(un)n∈N ne tend pas vers 0. La série de
terme généralun ne peut donc pas converger d’après la proposition 2.3.6.

iii) Les deux séries de termes généraux respectifs
1
n

et
1
n2 vérifient cette condition car

lim
un+1

un
= 1. Or on a vu dans la proposition 2.4.4 que la première divergeet que la

seconde converge.

Dans le cas où la série de terme généralun vérifie le i) du test de d’Alembert, on a égale-
ment une majoration du restern :

2.4.8 Corollaire. On considère une série à termes positifs un vérifiant :

limsup
n→∞

un+1

un
< 1

et soit r tel quelimsup
n→∞

un+1

un
< r < 1. Alors son reste d’ordre n vérifie à partir d’un certain

rang N :

|rn| ≤ (
uN

rN )
+∞

∑
i=n+1

r p = (
uN

rN )
rn+1

1− r
.

2.4.9 Exemple.Calcul approché de e= 1+
1
1!

+
1
2!

+
1
3!

+ · · ·+ 1
n!

+ · · ·

On poseun =
1
n!

et on a :
un+1

un
=

1
n+1

. Donc lim
un+1

un
= 0 et dans ce cas, on peut

améliorer l’estimation précédente. En effet, pouri ≥ 1, on écrit :
un+i

un+1
≤ (

1
n+1

)i−1 et par

comparaison avec la série géométrique de raison
1

n+1
:

rn =
∞

∑
i=n+1

1
i!
≤ 1

(n+1)!
(1+

1
n+1

+ · · ·+ 1
(n+1)i−1 + · · ·)

=
1

(n+1)!
1

1− 1
n+1

=
1

nn!
.
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En prenantn = 10, on obtient

2,71828182< e< 2,71828183.

Remarque.On verra dans le chapitre 5 sur les séries entières, corollaire 5.1.8, que si la

limite de la suite
un+1

un
existe dansR et vautl , alors la limite de la suiteu1/n

n existe aussi et

vaut l . On en déduit que le test de Cauchy (proposition 2.4.4) est engénéral plus efficace
que le test de d’Alembert (proposition 2.4.7) : théoriquement, il suffit de tester la suite

(u1/n
n )n∈N. Cependant, en pratique, il est souvent plus facile de tester la suite

(

un+1

un

)

n∈N

.

Montrons par un contre-exemple que la réciproque de cette propriété est fausse : soit
a > 0,a 6= 1.
La suite définie pour toutp∈ N paru2p = u2p+1 = ap vérifie lim

n→+∞
u1/n

n =
√

a alors que

la suite
un+1

un
n’a pas de limite quandn→ +∞.

2.4.10 Proposition.Comparaison avec une intégrale.
Soit f une fonction définie surR+, positive et décroissante, telle quelimt→+∞ f (t) = 0.
Soit un = f (n) pour tout n∈ N.
Alors la série de terme général un converge si et seulement si la suite des intégrales
(

∫ n

0
f (t)dt

)

n∈N

converge quand n tend vers+∞.

Démonstration.Puisquef est décroissante :

t ∈ [i −1, i] ⇒ ui = f (i) ≤ f (t) et t ∈ [i, i +1] ⇒ ui = f (i) ≥ f (t).

Donc aussi :

ui =
∫ i

i−1
ui dt ≤

∫ i

i−1
f (t)dt et ui =

∫ i+1

i
ui dt ≥

∫ i+1

i
f (t)dt.

Si (sn)n∈N est la suite des sommes partielles de la série de terme général un, on peut
écrire :

sn−s0 =
n

∑
i=1

ui =
n

∑
i=1

f (i) ≤
n

∑
i=1

∫ i

i−1
f (t)dt =

∫ n

0
f (t)dt.

De la même façon, on a aussi :

sn =
n

∑
i=0

ui =
n

∑
i=0

f (i) ≥
n

∑
i=0

∫ i+1

i
f (t)dt =

∫ n+1

0
f (t)dt.

On a donc la double inégalité :

∫ n+1

0
f (t)dt ≤ sn ≤ s0+

∫ n

0
f (t)dt.

Comme ces suites sont croissantes, ces deux inégalités prouvent que la suite(sn)n∈N

converge si et seulement si la suite des intégrales

(

∫ n

0
f (t)dt

)

n∈N

admet une limite

quandn→ +∞.
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Remarque.Cette proposition est encore vraie si l’intervalle d’intégration[0,+∞[ est rem-
placé par un intervalle[a,+∞[, aveca > 0. Il suffit alors de considérer la série à partir du
rangn0 tel quen0 ≥ a.

Sous les hypothèses de la proposition 2.4.10 et si la série converge, ces inégalités im-
pliquent un encadrement du reste :

2.4.11 Corollaire. Sous les hypothèses de la proposition 2.4.10, le reste rn =
∞

∑
i=n+1

ui

vérifie la double inégalité :
∫ ∞

n+1
f (t)dt ≤ rn ≤

∫ ∞

n
f (t)dt.

2.4.12 Exemple.Valeur approchée de la somme de la série de terme général
1
n2 .

Cette série vérifie les hypothèses de la proposition 2.4.10.En posantf (t) =
1
t2 pour tout

t > 0, on va approcher par défaut la sommesde la série de terme généralun = f (n) =
1
n2

par :

s′n = sn+

∫ ∞

n+1
f (t)dt =

n

∑
i=1

f (i)+

∫ ∞

n+1
f (t)dt = s− rn+

∫ ∞

n+1
f (t)dt.

D’après le corollaire 2.4.11, cette valeur approchée vérifie :

0≤ s−s′n = rn−
∫ ∞

n+1
f (t)dt ≤

∫ n+1

n
f (t)dt.

Dans le cas de la série de terme général
1
n2 , pourn = 10, on obtient :

0≤ s−s′10 ≤
∫ 11

10

1
t2 dt =

1
110

.

On verra au chapitre 6 que la série de terme général
1
n2 a pour somme

π2

6
. Le résultat

précédent donne donc une valeur approchée de ce nombre avec une estimation de l’erreur.

La proposition 2.4.10 va permettre d’étoffer l’échelle de comparaison des série à termes
positifs :

2.4.13 Exemple.Les séries de Riemann.

Soientα > 0 et un =
1

nα pour n≥ 1. La série de terme général un converge si et seulement

si α > 1.

On compare la suite des sommes partielles de la série de termegénéralun à l’intégrale sur

l’intervalle [1,n] de la fonctionfα(t) =
1
tα .

Or on peut calculer cette intégrale :
∫ n

1
fα(t)dt =

∫ n

1

1
tα dt =

1
1−α

(n1−α −1) si α 6= 1

= lnn si α = 1.

Cette suite d’intégrales converge si et seulement siα > 1.
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2.4.14 Exemple.Les séries de Bertrand.

Soientα > 0 et un =
1

n(lnn)α pour n> 1. La série de terme général un converge si et

seulement siα > 1.

De la même façon, on compare la suite des sommes partielles dela série de terme général

un à l’intégrale sur l’intervalle[2,n] de la fonctiongα(t) =
1

t(lnt)α .

On peut calculer cette intégrale :
∫ n

2
gα(t)dt =

∫ n

2

1
t(lnt)α dt =

1
1−α

((lnn)1−α − (ln2)1−α) si α 6= 1

= (ln lnn− ln ln2) si α = 1.

Cette suite d’intégrales converge si et seulement siα > 1.

2.4.15 Définition. On dit que les suites(un)n∈N et (vn)n∈N sont équivalentes lorsque
n→ +∞ si

∀ε > 0 , ∃N ∈ N, tel quen≥ N ⇒ |un−vn| ≤ εvn.

2.4.16 Proposition.Test des équivalents.
On considère deux séries à termes positifs, de termes généraux respectis un et vn.
Alors, si les suites(un)n∈N et (vn)n∈N sont équivalentes lorsque n→ +∞, les séries
de termes généraux respectifs un et vn ont même nature : la série de terme général un

converge si et seulement si la série de terme général vn converge.

Démonstration.Soitε > 0 fixé. Si les suites(un)n∈N et (vn)n∈N sont équivalentes lorsque
n→ +∞, il existeN > 0 tel que :

n≥ N ⇒ (1− ε)vn ≤ un ≤ (1+ ε)vn.

On applique le théorème de comparaison des séries à termes positifs 2.4.2 deux fois :
si la série de terme généralvn converge la série de terme généralun converge et si la série
de terme généralun converge, la série de terme généralvn converge.
Ces deux séries ont bien même nature.

2.4.17 Exemple.On considère les séries à termes positifs un et vn telles que

un = ln(1+
1
n2) et vn =

1−cos( 1
n
√

lnn
)

sin1
n

pour tout n∈ N
⋆. Alors la série de terme général un converge et la série de terme général

vn diverge.

Pour la série de terme généralun, on remarque que la fonctionf définie pour toutt ∈ R+
∗

par f (t) = ln(1+
1
t2) est équivalente au voisinage de+∞ à la fonction définie par

1
t2 et

on applique la proposition 2.4.16 et l’exemple 2.4.13.

Pour la série de terme généralvn, on écrit que la fonctiong définie pour toutt ∈ R+
∗ par

g(t) =
1−cos( 1

t
√

ln t
)

sin1
t

est équivalente au voisinage de+∞ à la fonction définie par
1

2t lnt
et on applique la proposition 2.4.16 et l’exemple 2.4.14.
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2.5 Séries à termes quelconques

On a déjà vu la notion de série absolument convergente en 2.3.8, et on a démontré qu’une
série absolument convergente est convergente, proposition 2.3.9. On va maintenant étu-
dier quelques cas particuliers de séries non absolument convergentes, qui cependant sont
convergentes.

2.5.1 Théorème.Théorème d’Abel.
On considère une série de terme général un telle que pour tout n∈ N, un = anbn avec :

i) la suite(An)n∈N telle que pour tout n∈ N, An = ∑n
k=0ak est bornée.

ii) la suite (bn)n∈N est décroissante.
iii) lim n→+∞bn = 0.

Alors la série de terme général un converge.

Démonstration.On applique le critère de Cauchy (2.3.5) à la série de terme généralun,
en écrivant, siq≥ p :

sq−sp−1 =
q

∑
n=p

un =
q

∑
n=p

anbn =
q

∑
n=p

(An−An−1)bn

=
q

∑
n=p

Anbn−
q

∑
n=p

An−1bn

= Aqbq−Ap−1bp+
q−1

∑
n=p

An(bn−bn+1).

D’où :

∣

∣sq−sp−1
∣

∣=

∣

∣

∣

∣

∣

q

∑
n=p

un

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣Aq
∣

∣bq+
∣

∣Ap−1
∣

∣bp+
q−1

∑
n=p

|An|(bn−bn+1).

Or par hypothèse, il existeM > 0 telle que pour toutk∈ N, |Ak| ≤ M.
Donc

∣

∣sq−sp−1
∣

∣=

∣

∣

∣

∣

∣

q

∑
n=p

un

∣

∣

∣

∣

∣

≤ M(bp+bq)+M(bp−bq) = 2Mbp.

Ce dernier terme tend vers 0 par hypothèse. La suite(sn)n∈N est de Cauchy, donc conver-
gente et par suite, la série de terme généralun est convergente.

Comme application de ce théorème, on a :

2.5.2 Corollaire. Séries alternées.
On considère une série de terme général un telle que pour tout n∈ N, un = (−1)nbn où
(bn)n∈N est une suite positive décroissante, tendant vers 0. Alors la série de terme général
un converge.

En fait dans le cas des séries alternées, on a de plus unencadrement de la somme. En
effet, si(sn)n∈N est la suite des sommes partielles, on peut écrire : pour toutn∈ N,

s2n−s2n+2 =
2n

∑
i=0

un−
2n+2

∑
i=0

un = −u2n+2−u2n+1 = b2n+1−b2n+2 ≥ 0.
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La suite(s2n)n∈N est donc décroissante.

De la même façon, on a :

s2n+3−s2n+1 =
2n+3

∑
i=0

un−
2n+1

∑
i=0

un = u2n+3 +u2n+2 = −b2n+3 +b2n+2 ≥ 0.

La suite(s2n+1)n∈N est donc croissante.

Par le même calcul, on a aussi :

s2n+1−s2n = u2n+1 = −b2n+1 ≤ 0.

Ces inégalites se résument en :

∀n∈ N , s2n+1 ≤ s2n+3 ≤ s2n+2 ≤ s2n.

Comme la suite(sn)n∈N converge, les suites(s2n)n∈N et (s2n+1)n∈N, sous-suites de la
précédente, convergent vers la même limite. Ce sont donc deux suites adjacentes. Leur
limite communes qui par définition est la somme de la série de terme généralun vérifie
alors :

∀n∈ N , s2n+1 ≤ s≤ s2n.

On a aussi unemajoration du reste d’une série alternée. En effet, on peut écrire :

0 ≥ r2n = s−s2n ≥ s2n+1−s2n = u2n+1
0 ≤ r2n+1 = s−s2n+1 ≤ s2n+2−s2n+1 = u2n+2.

Donc
|r2n| ≤ |u2n+1| et |r2n+1| ≤ |u2n+2| .

Par suite :
∀n∈ N , |rn| ≤ |un+1| .

2.5.3 Exemple.La série de terme général
(−1)n

n
converge, bien qu’elle ne soit pas ab-

solument convergente.

2.5.4 Définition. On rappelle qu’un angleθ est congru à un angleα modulo2π et on
noteθ = α [2π] si θ = α +2kπ où k est un entier relatif.

2.5.5 Corollaire. Séries trigonométriques.
Soit un la série de terme général un = bneinθ , où (bn)n∈N est une suite positive décrois-
sante, tendant vers0 etθ 6= 0 [2π ]. Alors la série de terme général un converge.

Démonstration.Il suffit de vérifier la conditioni) du théorème d’Abel 2.5.1 :

An =
n

∑
k=0

eikθ =
1−ei(n+1)θ

1−eiθ =
ei n+1

2 θ

ei θ
2

sin(n+1)θ
2

sinθ
2

.

On en déduit que :

|An| ≤
1

∣

∣sinθ
2

∣

∣

.

Le théorème 2.5.1 montre alors que la série de terme généralun converge.
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On peut remarquer que siθ = π [2π], on retrouve les séries alternées du corollaire 2.5.2
et que cette démonstration ne s’applique pas au cas oùθ = 0 [2π] : dans ce cas,un = bn

et la série de terme généralun n’est pas forcément convergente.

2.5.6 Exemple.Valeur approchée de la somme de la série de terme général
(−1)n

n2 .

Cette série est une série alternée et donc le reste de rangn est majoré par
1

(n+1)2 . Pour

n = 10, on trouve donc une erreur inférieure à
1

121
.

On verra au chapitre 6 que la série de terme général
(−1)n

n2 a pour somme−π2

12
. Ce

résultat donne donc un encadrement de ce nombre avec une estimation de l’erreur.

Une technique très utilisée pour les séries à termes quelconques pour lesquelles les résul-
tats précédents ne s’appliquent pas est l’utilisation d’undéveloppement limité du terme
général. Expliquons cette méthode sur deux exemples :

2.5.7 Exemple. 1) La série de terme général
(−1)n

n+(−1)n converge

2) La série de terme général
(−1)n

√
n+(−1)n diverge.

Notation de Landau : on dit qu’une fonctionf est unO(hk) au voisinage de 0 s’il existe
C1 > 0 etC2 > 0 tels que, au voisinage de 0, on ait :

C1 |h|k ≤ | f (h)| ≤C2 |h|k .

On utilise un développement limité de la fonction(1+x)−1 au voisinage de 0 :

(1+x)−1 = 1−x+O(x2).

1) On écrit, pour la série de terme général
(−1)n

n+(−1)n :

(−1)n

n+(−1)n =
(−1)n

n
(1+

(−1)n

n
)−1 =

(−1)n

n

(

1− (−1)n

n
+O(

1
n2)

)

=
(−1)n

n
− 1

n2 +O(
1
n3).

Cette série apparaît donc comme la somme de 3 séries : la sériede terme général
(−1)n

n

converge par le théorème d’Abel, et les deux série de termes généraux respectifs
1
n2 et

O(
1
n3), sont absolument convergentes, donc la série de terme général

(−1)n

n+(−1)n est bien

convergente.

2) Pour la série de terme général
(−1)n

√
n+(−1)n , le même calcul donne :

(−1)n
√

n+(−1)n =
(−1)n
√

n
− 1

n
+O(

1

n3/2
).

Les séries de termes généraux respectifs
(−1)n
√

n
etO(

1

n3/2
) sont convergentes mais la série

de terme général
1
n

diverge. Donc la série de terme général
(−1)n

√
n+(−1)n diverge.
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2.6 Opérations sur les séries

2.6.1 Définition. Commutation des termes
On dira qu’une série de terme général un est commutativement convergente si quelque
soit la permutationσ de N, la série de terme général uσ(n) est convergente et a même
somme que la série de terme général un.

Notons qu’une série commutativement convergente est nécessairement convergente, en
prenant pourσ la permutation identité.

2.6.2 Théorème.Convergence commutative.
i) Une série est absolument convergente si et seulement si elle est commutative-

ment convergente.
ii) Si une série de terme général un est convergente et non absolument convergente,

pour tout l∈ R, il existe une permutationσ deN telle que la série de terme général uσ(n)

converge et a pour somme l.

Démonstration. i)On considère une série de terme généralun absolument convergente et
une permutationσ deN.

PosonsM =
+∞

∑
n=0

|un| et pour toutn∈ N, m(n) = sup{σ(k) | 0≤ k≤ n}.

Pour toutn∈ N, on a :
n

∑
k=0

∣

∣uσ(k)

∣

∣≤
m(n)

∑
k=0

|uk| ≤ M.

La suite croissante des sommes partielles de la série de terme général
∣

∣uσ(n)

∣

∣ est bornée
donc convergente. La série de terme généraluσ(n) est absolument convergente donc aussi
convergente par la proposition 2.3.9.
De plus on a

+∞

∑
k=0

∣

∣uσ(k)

∣

∣≤
+∞

∑
k=0

|uk| .

En inversant les rôles des séries de termes générauxun etuσ(n), ce qui revient à considérer
la permutationσ−1 deN, on obtient aussi

+∞

∑
k=0

|uk| ≤
+∞

∑
k=0

∣

∣uσ(k)

∣

∣ ,

d’où l’égalité des sommes des modules des deux séries.

Il reste à montrer l’égalité des sommes des séries elles-mêmes :
Soit

∆n = {p≥ 0, p≤ m(n) | p 6= {σ(0),σ(1), . . .,σ(n)}}.
On peut écrire :

∣

∣

∣

∣

∣

m(n)

∑
k=0

uk−
n

∑
k=0

uσ(k)

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∣

∑
k∈∆n

uk

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ∑
k∈∆n

|uk| .

Or on a :

∑
k∈∆n

|uk| =
m(n)

∑
k=0

|uk|−
n

∑
k=0

∣

∣uσ(k)

∣

∣ ,
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qui tend vers 0 quand n tend vers+∞ d’après le raisonnement précédent.
On peut donc bien conclure que la limite des sommes partielles des deux séries de termes
générauxun et uσ(n) est la même, c’est-à-dire que ces séries ont même somme.

Réciproquement, par contraposée, il faudrait montrer qu’une série qui n’est pas absolu-
ment convergente, n’est pas commutativement convergente.Nous admettrons ce résultat
dans toute sa généralité.

Par contre, nous allons présenter ici le cas de la série de terme général
(−1)n

n
.

De la même façon, nous ne démontrerons pas la propriétéii) , nous étudierons seulement

le cas de la série de terme général
(−1)n

n
.

Précisément, nous allons montrer que quel que soitl ∈ R il existe une permutationσ des
termes de cette série telle que la somme de la série permutée soit égale àl . Ceci prouvera,
dans le cas particulier de cette série, à la fois la réciproque de la propriétéi) et la propriété
ii) .

Supposons pour fixer les idées quel ∈ R, l > 0, les autres cas étant analogues. On va
définir la série de terme généralvn = uσ(n) de la façon suivante :

v0 = u0 , v1 = u2 , . . . vn0 = u2n0,

où n0 est le premier entier tel que

v0+v1 + · · ·+vn0−1 ≤ l ≤ v0 +v1+ · · ·+vn0−1 +vn0.

vn0+1 = u1 , vn0+2 = u3 , . . . vn0+n′1
= u2n′1−1,

où n′1 est le premier entier tel que

v0 +v1+ · · ·+vn0+n′1
≤ l ≤ v0 +v1 + · · ·+vn0+n′1−1.

On posen1 = n0+n′1 et on définit

vn1+1 = u2n0+2, . . . .

On continue ainsi en additionnant des termes de rang pair (donc positifs) jusqu’à ce que la
somme dépassel puis des termes de rang impair (donc négatifs) jusqu’à ce quela somme
redevienne plus petite quel .
Soit (Sn)n∈N la suite des sommes partielles de la série de terme généralvn.

On remarque que
n2p ≤ k≤ n2p+1−1⇒ |Sk− l | ≤ u2n2p,

n2p+1 ≤ k≤ n2p+2−1⇒ |Sk− l | ≤ u2n′2p+1
.

Par construction, les sommes partielles(Sn)n∈N de la série de terme généralvn obtenue
par cette permutation des termes de la série de terme généralun ont la propriété suivante :

La sous-suite(Sn2p)p∈N est décroissante et supérieure àl .
La sous-suite(Sn2p+1)p∈N est croissante et inférieure àl .
La suite(Sn)n∈N tend vers l quandn→ +∞.

On en déduit que la série de terme généralvn obtenue par cette permutation des termes de
la série de terme généralun converge et a pour sommel .
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2.6.3 Définition. Séries de paquets
On dit que la série de terme général vn est une série de paquets de la série de terme
général un s’il existe une suite strictement croissante d’entiers(pn)n∈N, telle que

vn =
pn

∑
k=pn−1+1

un.

2.6.4 Théorème.Sommation par paquets.
Si la série de terme général un converge, toute série de paquets de terme général vn

converge et a même somme que la série de terme général un.

Démonstration.On considère une série de terme généralun convergente et une série de
paquets de terme généralvn, définis en 2.6.3.
Posons

sn =
n

∑
k=0

un et σn =
n

∑
k=0

vn.

Par construction, la suite(σn)n∈N est une sous-suite de la suite(sn)n∈N. Précisément on
a :

σn = spn.

Comme toute sous-suite d’une suite convergente converge vers la même limite, la série de
terme généralvn converge bien et a même somme que la série de terme généralun.

Dans le cas des séries à termes positifs, on a également la réciproque de cette propriété :

2.6.5 Proposition. i) Si la série de terme général un est à termes positifs, la
convergence d’une série de paquets de terme général vn implique la convergence de la
série de terme général un vers la même somme.

ii) En général, la convergence d’une série de paquets n’implique pas la conver-
gence de la série de terme général un.

Démonstration. i)Si la série de terme généralun est à termes positifs, avec les notations
du théorème 2.6.4, les suites(sn)n∈N et (σn)n∈N sont toutes les deux croissantes.
(σn)n∈N étant une sous-suite de(sn)n∈N, si elle converge toute la suite converge aussi.

ii) Soitk∈ N⋆ un entier fixé. Pour toutn∈ N, on pose :

un = e
2inπ

k .

On définit une suite croissante d’entiers par :pn = kn+k.
La suite de terme général(un)n∈N ne converge pas vers 0 donc la série de terme général
un ne converge pas (proposition 2.3.6).
Cependant, la série de paquets de terme généralvn, définie par

vn =
pn

∑
j=pn−1+1

e
2i jπ

k ,

est évidemment convergente car c’est la série nulle (On rappelle que la somme desk
racineskèmede l’unité est nulle).
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2.7 Exercices sur le chapitre 2

2.1 Exercice.Soient(sn)n∈N et (tn)n∈N les suites définies pourn≥ 2 par :

sn = 1+
1
1!

+ · · ·+ 1
n!

, tn = sn+
1
n!

.

1) Montrer que les suites(sn)n∈N et (tn)n∈N sont adjacentes.

2) En déduire qu’elles convergent vers une même limitee.

3) Montrer par l’absurde queen’est pas rationnel.

2.2 Exercice.N étant un entier naturel fixé, soit(sn)n∈N la suite définie par :

s0 = s1 = · · · = sN = 0 , s2k = 1+
(−1)k

k
, s2k+1 = 2+

(−1)k

k
pour 2k > N.

1) Trouver des équivalents des suitess′n = supp≥nsn ets′′n = infp≥nsn au voisinage de+∞.

2) En déduire les limites supérieures et inférieures de(sn)n∈N.

2.3 Exercice.Soit (sn)n∈N une suite réelle bornée. On définit :

s′n = sup
p≥n

sn , s′′n = inf
p≥n

sn.

On définit également la somme de Cesàro de la suite(sn)n∈N par

cn =
1
n

n

∑
i=0

si .

1) Montrer que, pour toutn,N ∈ N avecn > N, on a :

1
n

N

∑
i=0

si +

(

1− N
n

)

s′′N+1 ≤ cn ≤
1
n

N

∑
i=0

si +

(

1− N
n

)

s′N+1.

2) En faisant tendren vers+∞, en déduire que :

s′′N+1 ≤ lim inf
k→+∞

ck ≤ limsup
k→+∞

ck ≤ s′N+1.

3) En déduire que :

liminf
k→+∞

sk ≤ lim inf
k→+∞

ck ≤ limsup
k→+∞

ck ≤ limsup
k→+∞

sk.

4) A l’aide de la question3), retrouver le résultat suivant : si une suite converge vers une
limite l , alors la suite de ses sommes de Cesàro converge aussi versl .

2.4 Exercice.On étudie la suite(cosn)n∈N.
1) Montrer que quel que soitk∈ N, k≥ 1, il existe un entiernk tel que

(8k−1)
π
4
≤ nk ≤ (8k+1)

π
4
.

2) Montrer qu’il existe une constantec > 0 telle que la suite(cosnk)k∈N soit minorée par
cette constantec.
3) En déduire que la suite(cosn)n∈N ne tend pas vers 0 lorsquen→ +∞.
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2.5 Exercice.On considère la série de terme général

un =
cosn

nα +cosn
,

où α est un paramètre réel.

a) Si α > 1, montrer que la série converge absolument.

b) Si
1
2

< α ≤ 1, montrer que la série converge.

c) Si α =
1
2

, montrer que la série diverge. (on utilisera l’exercice 2.4)

2.6 Exercice. Montrer que la série de terme généralun =
(−1)n

n2 converge. On appelle

S la somme de cette série, etSn =
n

∑
i=1

(−1)i

i2
la somme partielle d’ordren. Trouver une

valeur explicite den telle que

|Sn−S| ≤ 1
100

.

2.7 Exercice.Soit 0< a < 1.

a) Calculer l’intégrale :
∫ n

1
a
√

xdxpour toutn > 1.

b) Calculer la lim
n→∞

(

∫ n

1
a
√

xdx
)

.

c) Etudier la nature de la série de terme générala
√

n.

2.8 Exercice.On considère la série de terme général :

un =
ln(ncosn)√

n
.

a) Etudier la monotonie de la fonctionf :]0,∞[→ R, donnée par

f (x) =
lnx√

x
.

b) Montrer que la série de terme généralun est convergente.

2.9 Exercice.Etudier la convergence des séries suivantes, de termes généraux :

a)vn =
10n

n!
, b) wn =

(

lnn√
n

)n

.
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2.8 Corrigé des exercices sur le Chapitre 2

Corrigé de l’exercice 2.1

1) On a :

(sn−sn−1) =
1
n!

> 0, donc la suite(sn)n∈N est croissante.

(tn− tn−1) = sn +
1
n!

−sn−1−
1

(n−1)!
=

2
n!

− n
n!

=
2−n

n!
< 0, donc la suite(tn)n∈N est

décroissante.

(tn−sn) =
1
n!

> 0 donc lim
n→+∞

(tn−sn) = 0

2) Ces deux suites sont bien adjacentes et par suite lim
n→+∞

tn = lim
n→+∞

sn.

3) Supposons que leur limiteesoit rationnelle, c’est-à-dire :e=
p
q

, p∈ N, q∈ N∗.

On écrit quesn < e< tn pour toutn ∈ N, les inégalités étant strictes puisque les suites
(sn)n∈N et (tn)n∈N sont respectivement strictement croissante et strictement décroissante.
Soit n≥ q. En réduisant au même dénominateur les fractions qui définissentsn, ceci im-
plique l’existence d’un entierAn tel que :

An

n!
<

p
q

<
An

n!
+

1
n!

.

Quitte à multiplierp etq par un même facteur entier, on peut supposer queq = n!. On en
déduit qu’il existe un entierp tel que :

An < p < An+1.

Ceci n’est pas possible, donc l’hypothèse est absurde eten’est pas rationnel.

Corrigé de l’exercice 2.2

1) On vérifie que, au voisinage de+∞, on a :

s′n ∼n→+∞ 2+
1
n

, s′′n ∼n→+∞ 1− 1
n
.

2) On en déduit que :

limsup
n→+∞

sn = 2 , lim inf
n→+∞

sn = 1.

Corrigé de l’exercice 2.3

1) Pour toutk≥ N+1, on a :
s′′N+1 ≤ sk ≤ s′N+1.

En sommant surk = N+1, . . .n, on obtient :

(n−N)s′′N+1 ≤
n

∑
k=N+1

sk ≤ (n−N)s′N+1.
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En ajoutant lesN premiers termes de la suite et en divisant parn, on obtient exactement :

1
n

N

∑
k=0

sk +(1− N
n

)s′′N+1 ≤ cn ≤
1
n

N

∑
k=0

sk +(1− N
n

)s′N+1.

2) FixonsN. Lorsquen→ +∞,
1
n

N

∑
k=0

sk → 0 puisque l’on multiplie une constante par une

suite qui tend vers 0, et(1− N
n

) → 1.

On en déduit que, lorsquen→ +∞ :

1
n

N

∑
k=0

sk +(1− N
n

)s′N+1 → s′N+1,

1
n

N

∑
k=0

sk +(1− N
n

)s′′N+1 → s′′N+1.

Le résultat en découle.

3) Par définition :
limsup
n→+∞

sn = lim
N→+∞

s′N+1,

lim inf
n→+∞

sn = lim
N→+∞

s′′N+1.

Il suffit donc de faire tendreN vers+∞ dans l’inégalité du2) pour obtenir le résultat
cherché.

4) Lorsque la suite(sn)n∈N converge vers une limitel , alors :

lim inf
n→+∞

sn = limsup
n→+∞

sn = lim
n→+∞

sn = l .

D’après3), on a donc :
liminf
n→+∞

cn = limsup
n→+∞

cn = l ,

et la suite(cn)n∈N converge bien versl .

Corrigé de l’exercice 2.4

1) Soit k∈ N, k≥ 1. On remarque que

(8k+1)
π
4
− (8k−1)

π
4

=
π
2

> 1.

Il existe donc bien un entiernk dans cet intervalle.

2) Pour toutk∈ N, cosnk est minorée par

√
2

2
. Doncc =

√
2

2
convient.

3) La suite(cosn)n∈N a une sous-suite(cosnk)k∈N qui est minorée par la constantec > 0
donc elle ne tend pas vers 0 lorsquen→ +∞.
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Corrigé de l’exercice 2.5

a) Si α > 1, on écrit, pourn→ +∞ :

∣

∣

∣

∣

cosn
nα +cosn

∣

∣

∣

∣

≤ 1
nα −1

∼ 1
nα .

La série de terme général
1

nα est convergente, donc la série de terme généralun est abso-

lument convergente par le théorème de comparaison des séries à termes positifs.

b) Si
1
2

< α ≤ 1, on utilise un développement limité autour de 0 de la fonction définie par

x→ 1
1+x

:

1
1+x

= 1−x+xε(x).

On applique ce résultat avecx =
cosn
nα , qui tend vers 0 lorsquen→ +∞ :

un =
cosn
nα

1
1+ cosn

nα
=

cosn
nα

(

1− cosn
nα +

cosn
nα ε(

cosn
nα )

)

=
cosn
nα +

cos2n
n2α +

cos2n
n2α ε(

cosn
nα ).

La série de terme généralun apparaît donc comme la somme de 3 séries. La première
converge par le théorème d’Abel (voir 2.5.1) et les 2 suivantes sont absolument conver-
gentes car 2α > 1. Donc la série de terme généralun converge.

c) Si α =
1
2

, on utilise le même développement. Dans ce cas, la première série est conver-

gente et la troisième également. En revanche, la série de terme général
cos2n
n2α =

cos2n
n

diverge. En effet, d’après l’exercice 2.4, la suite(cos2n)n∈N a un sous-suite(cos2nk)k∈N

minorée par un nombrec> 0. Comme il s’agit de séries à termes positifs, on peut écrire:

N

∑
n=1

cos2n
n

≥
K

∑
k=1

cos2nk

nk
≥ c

K

∑
k=1

1
nk

,

où K est tel quenK ≤ N mais tend vers+∞ lorsqueN → +∞.
Or par construction,nk ≤ 8k+1. Donc :

N

∑
n=1

cos2n
n

≥
N

∑
k=1

1
8k+1

.

Cette dernière série est divergente et donc la série de termegénéral
cos2n

n
également en

utilisant le théorème de comparaison.
Donc la série de terme généralun diverge.
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Corrigé de l’exercice 2.6
La série de terme généralun est une série alternée donc elle converge. On utilise la majo-
ration du reste d’une série alternée :

|Sn−S| ≤ |un+1| =
1

(n+1)2 .

Pour obtenir la précision souhaitée, il suffit de prendre(n+1)2 ≥ 100, c’est-à-diren≥ 9

Corrigé de l’exercice 2.7
a) On effectue le changement de variables=

√
x, alors :

∫ n

1
a
√

xdx=

∫

√
n

1
2sasds=

∫

√
n

1
2seslnads.

On effectue une intégration par parties en posant

u = 2s,du= 2dset v =
eslna

lna
,dv= eslnads,

ce qui donne :
∫ n

1
a
√

xdx=
[2seslna

lna

]

√
n

1
− 2

lna

∫

√
n

1
eslnads

=
2
√

ne
√

nlna

lna
−2

elna

lna
− 2

(lna)2

(

e
√

nlna−elna
)

=
2
√

na
√

n

lna
−2

a
lna

− 2
(lna)2

(

a
√

n−a
)

.

b) Comme 0< a < 1, lim
n→∞

a
√

n = lim
n→∞

√
na

√
n = 0 on a donc :

lim
n→∞

∫ n

1
a
√

xdx= 2
a

lna

( 1
lna

−1
)

.

b) On utilise le théorème de comparaison des séries à termes positifs et des intégrales,
proposition 2.4.10 : la série de terme générala

√
n converge.

Corrigé de l’exercice 2.8

a) Pour f (x) =
lnx√

x
, on a f ′(x) =

1
x
√

x

(

1− lnx
)

.

La dérivée def est positive sur]0,e], nulle ene et négative sur[e,+∞[. Donc la fonction

f est croissante sur]0,e], admet un maximum ene qui vaut
1√
e

et est décroissante sur

[e,+∞[ , avec limx→+∞ f (x) = 0.

b) On peut écrire :un =
ln(ncosn)√

n
=

cosnln(n)√
n

= anbn,

avecan = cosn etbn =
ln(n)√

n
.



46 Chapitre 2. Suites et Séries Numériques

La suite(bn)n∈N est positive, décroissante et tend vers 0 en+∞ d’après la questiona). La
série de terme généralun vérifie les hypothèses du théorème d’Abel et est donc conver-
gente.

Corrigé de l’exercice 2.9

a) Il s’agit d’une série à termes positifs.
En utilisant la formule de Stirling :n! ∼n→+∞ nne−n

√
2πn, on obtient :

vn ∼n→+∞
10nen

nn
√

2πn
=
(10e

n

)n 1√
2πn

.

Or, dés quen > 2(10e), vn ≤
(1

2

)n 1√
2πn

et comme la série de terme général
(1

2

)n
est

convergente, la série de terme généralvn l’est aussi.

b) Il s’agit aussi d’une série à termes positifs. Comme lim
n→ +∞

lnn

n1/4
= 0, il existe un entier

N tel que pourn≥ N, lnn≤ n1/4.

Alors, pourn≥ N, wn ≤
(n1/4

n1/2

)n
=

1

nn/4
. La série de terme général

1

nn/4
est convergente.

Donc la série de terme généralwn l’est aussi par le théorème de comparaison.



Chapitre 3
Intégrale de Riemann et intégrale généralisée

3.1 Intégrales des fonctions en escalier

Soit [a,b] un intervalle deR. Dans tout ce chapitre, on considère des fonctions définies et
bornées sur[a,b] et à valeurs dansR ouC.

3.1.1 Définition. 1) On appelle subdivision de[a,b], une suite finie strictement
croissante de nombres

{t0, t1, . . . , tn} , tels quet0 = a et tn = b.

2) Le pas d’une telle subdivision est le nombre positifσ , défini par :

σ = sup{(ti+1− ti) | i = 0,1, . . . ,n−1}.

3.1.2 Définition. 1) Une fonction f , définie sur[a,b], à valeurs dansR ou C est
dite en escalier (ou simple dans la terminologie anglo-saxonne) s’il existe une subdivision
{t0, t1, . . . , tn} de [a,b] telle que f soit constante sur chaque intervalle]ti, ti+1[, pour tout
i = 0,1, . . . ,n−1.

2) Une telle subdivision sera dite adaptée à f .

On remarque qu’une subdivision de[a,b] adaptée à une fonction en escalierf n’est pas
unique : on peut en effet redécouper certains intervalles etla subdivision obtenue sera
toujours adaptée à cette fonctionf .

On remarque aussi quef peut prendre des valeurs quelconques aux pointst0, t1, . . . , tn. Ces
valeurs ne joueront aucun rôle dans l’intégration de ces fonctions et on oubliera souvent
de leur donner un nom.

3.1.3 Proposition.Si f et g sont deux fonctions en escalier sur l’intervalle[a,b], il existe
une subdivision adaptée à la fois à f et g.

Démonstration.Il suffit de prendre une subdivision adaptée àf et de la redécouper pour
l’adapter àg.

3.1.4 Proposition. 1) Si f et g sont des fonctions en escalier sur[a,b] et siλ et µ
sont des scalaires,λ f + µg et f g sont en escalier.

2) Si f est en escalier sur[a,b], | f | l’est aussi.

Démonstration. 1)Grâce à la proposition précédente, on peut prendre une subdivision
adaptée à la fois àf et àg et le résultat est alors évident.

La démonstration de2) est évidente.
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3.1.5 Définition. Soit f une fonction en escalier sur l’intervalle[a,b] et{t0, t1, . . . , tn} une
subdivision de cet intervalle adaptée à f . Soit fi la valeur de f sur l’intervalle]ti, ti+1[.
On appelle intégrale de f sur[a,b] le nombre :

n−1

∑
i=0

fi(ti+1− ti) = f0(t1− t0)+ f1(t2− t1)+ · · ·+ fn−1(tn− tn−1).

On note ce nombre
∫ b

a
f (t)dt.

Pour que cette définition ait un sens, il faut montrer que l’intégrale def ainsi définie ne
dépend pas de la subdivision adaptée àf :
Soient{t0, t1, . . . , tn} et {s0,s1, . . . ,sm} deux subdivisions adaptées àf . On peut fabri-
quer une troisième subdivision adaptée àf , {u0,u1, . . . ,up} en intercallant les points
des deux subdivisions initiales. Il suffit alors de comparerles intégrales def corres-
pondants aux subdivision{t0, t1, . . . , tn} et {u0,u1, . . . ,up} d’une part et{s0,s1, . . . ,sm}
et{u0,u1, . . . ,up} d’autre part. On est donc ramené au cas où l’une des deux subdivisions
est plus fine que l’autre. On peut même supposer par itérationque l’on a rajouté un seul
pointu∈]ti, ti+1[.
Or l’intégrale def associée à cette nouvelle subdivision est :

f0(t1− t0)+ f1(t2− t1)+ · · ·+ fi−1(ti − ti−1)+ fi(u− ti)
+ fi(ti+1−u)+ fi+1(ti+2− ti+1)+ · · ·+ fn−1(tn− tn−1),

ce qui est évidemment la même chose que l’expression initiale de la définition 3.1.5.

Remarque.Si l’on dessine le graphe de la fonction en esclierf , les quantitésfi(ti+1− ti)
représentent l’aire des rectangles de côtés(ti+1− ti) et | fi |, comptée positivement sifi ≥ 0

et négativement sifi < 0. Donc
∫ b

a
f (t)dt représente la somme des aires des rectangles

compris entre l’axe dest et le graphe def , comptées positivement quand la valeurs prise
par f est positive et comptées négativement dans l’autre cas.

3.1.6 Proposition. 1) Soient f et g deux fonctions en escalier sur l’intervalle[a,b]
et λ et µ deux scalaires. Alors :

∫ b

a
(λ f + µg)(t)dt = λ

∫ b

a
f (t)dt+ µ

∫ b

a
g(t)dt.

2) Si f est en escalier sur[a,b],
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a
| f (t)| dt.

3) Si f et g sont en escalier sur[a,b] et si∀t ∈ [a,b] , f (t) ≤ g(t), alors :
∫ b

a
f (t)dt ≤

∫ b

a
g(t)dt.

4) Si f est en escalier sur[a,b] et si c∈]a,b[, alors :
∫ b

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt+

∫ b

c
f (t)dt.
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Démonstration. 1)Il suffit de prendre une subdivision de[a,b] adaptée à la fois àf et àg
et le résultat est alors immédiat à partir de la définition.

2) Il suffit de remarquer que toute subdivision adaptée àf est adaptée à| f | et appliquer
l’inégalité triangulaire.

3) Comme pour1), il suffit de prendre une subdivision de[a,b] adaptée à la fois àf et à
g. Sur chaque intervalle]ti, ti+1[ où f etg sont constantes et valent respectivementfi etgi ,

on a fi ≤ gi . On a donc bien l’inégalité
∫ b

a
f (t)dt ≤

∫ b

a
g(t)dt en appliquant la definition

3.1.5.

4) Etant donné une fonctionf en escalier sur[a,b], on peut rajouterc à toute subdivision
adaptée àf et le résultat est alors évident.

Remarque.Si on change le sens des bornes d’intégration, on pose par définition, :

∫ a

b
f (t)dt = −

∫ b

a
f (t)dt.

3.2 Fonctions intégrables, intégrale de Riemann

3.2.1 Définition. On dit qu’une fonction f , définie sur l’intervalle[a,b], à valeurs dansR
ouC, est intégrable sur cet intervalle si, pour toutε > 0, il existe des fonctions en escalier
sur [a,b], ϕ à valeurs réelles ou complexes etη à valeurs réelles positives, telles que

∀t ∈ [a,b], | f (t)−ϕ(t)| ≤ η(t) et
∫ b

a
η(t)dt ≤ ε.

3.2.2 Proposition. 1) Si f est une fonction intégrable sur[a,b], f est bornée sur
cet intervalle.

2) Si f et g sont des fonctions intégrables sur[a,b] et siλ et µ sont des scalaires,
λ f + µg et f g sont intégrables sur[a,b].

3) Si f est intégrable sur[a,b], | f | l’est aussi.

Démonstration. 1)Les fonctions en escalier étant bornées, la définition de l’intégrabilité
d’une fonction implique immédiatement que cette fonction est bornée.

2) Soit ε > 0 donné.

-Cas d’une combinaison linéaire :
pour λ et µ non tous deux nuls, on associe à la fonction intégrablef , les fonctions en
escalierϕ et η, η ≥ 0, telles que :

∀t ∈ [a,b], | f (t)−ϕ(t)| ≤ η(t) et
∫ b

a
η(t)dt ≤ ε

|λ |+ |µ| ,

et on associe à la fonction intégrableg les fonctions en escalierψ et ν, ν ≥ 0 telles que :

∀t ∈ [a,b], |g(t)−ψ(t)| ≤ ν(t) et
∫ b

a
ν(t)dt ≤ ε

|λ |+ |µ| .

On peut alors associer à la fonctionλ f + µg, les fonctions en escalierλϕ + µψ d’une
part et|λ |η + |µ|ν d’autre part, qui vérifient :
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∀t ∈ [a,b], |(λ f + µg)(t)− (λϕ + µψ)(t)| ≤ (|λ |η + |µ|ν)(t),

et
∫ b

a
(|λ |η + |µ|ν)(t)dt ≤ (|λ |+ |µ|) ε

|λ |+ |µ| = ε.

La fonctionλ f + µg est donc bien intégrable.

-Cas d’un produit :
soitM un majorant de la fonction| f | sur[a,b], c’est-à-dire supt∈[a,b] | f (t)| ≤ M.
A la fonction intégrableg, on associe les fonctions en escalierψ et ν, ν ≥ 0, telles que :

∀t ∈ [a,b], |g(t)−ψ(t)| ≤ ν(t) et
∫ b

a
ν(t)dt ≤ ε

2M
.

Soit M′ un majorant de la fonction|ψ| sur[a,b], c’est-à-dire supt∈[a,b] |ψ(t)| ≤ M.
A la fonction intégrablef , on associe les fonctions en escalierϕ et η, η ≥ 0, telles que :

∀t ∈ [a,b], | f (t)−ϕ(t)| ≤ η(t) et
∫ b

a
η(t)dt ≤ ε

2M′ .

On peut alors associer à la fonctionf g, les fonctions en escalierϕψ et M′η + Mν qui
vérifient pour toutt ∈ [a,b] :

|( f g)(t)− (ϕψ)(t)| ≤ (| f (t)| |g(t)−ψ(t)|+ |ψ(t)| | f (t)−ϕ(t)| ≤ (M′η +Mν)(t)

et
∫ b

a
(M′η +Mν)(t)dt ≤ M′ ε

2M′ +M
ε

2M
= ε.

La fonction f g est donc bien intégrable.

3) De la même façon, pourε > 0 donné, on associe à la fonction intégrablef les fonctions
en escalierϕ et η, η ≥ 0 et alors, les fonctions en escalier|ϕ| et η sont naturellement
associées à| f | et ceci prouve que| f | est intégrable sur[a,b].

En prenant une suite de nombresεn > 0 tendant vers 0 lorsquen→∞, par exempleεn =
1
n

,

si f est intégrable sur[a,b], il existe des suites de fonctions en escalier,ϕn et ηn, ηn ≥ 0,
telles que :

∀t ∈ [a,b], | f (t)−ϕn(t)| ≤ ηn(t) et
∫ b

a
ηn(t)dt ≤ εn.

Pourp,q∈ N, on peut écrire :

∀t ∈ [a,b],
∣

∣ϕp(t)−ϕq(t)
∣

∣≤
∣

∣ f (t)−ϕp(t)
∣

∣+
∣

∣ f (t)−ϕq(t)
∣

∣≤ ηp(t)+ηq(t).

Donc :
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕp(t) dt−

∫ b

a
ϕq(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a

∣

∣ϕp(t)−ϕq(t)
∣

∣ dt

≤
∫ b

a

(

ηp(t)+ηq(t)
)

dt ≤ εp+ εq.

La suite

(

∫ b

a
ϕn(t)dt

)

n∈N

est alors de Cauchy et donc convergente.
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Montrons que sa limite ne depend pas du choix des suites(ϕn)n∈N et (ηn)n∈N : soitε ′n > 0
une autre suite tendant vers 0 lorsquen → ∞ et soientψn et νn deux suites de fonctions

en escalier telles que∀t ∈ [a,b], | f (t)−ψn(t)| ≤ νn(t) et
∫ b

a
νn(t)dt ≤ ε ′n. Alors :

∀t ∈ [a,b], |ϕn(t)−ψn(t)| ≤ | f (t)−ϕn(t)|+ | f (t)−ψn(t)| ≤ ηn(t)+νn(t).

Donc :
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕn(t) dt−

∫ b

a
ψn(t) dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a
|ϕn(t)−ψn(t)| dt

≤
∫ b

a
(ηn(t)+νn(t)) dt ≤ εn+ ε ′n.

Les deux suites

(

∫ b

a
ϕn(t)dt

)

n∈N

et

(

∫ b

a
ψn(t)dt

)

n∈N

convergent donc bien vers la

même limite.

Ceci nous conduit à donner la définition suivante :

3.2.3 Définition. Si la fonction f est intégrable sur[a,b], la limite lorsque n→ ∞ de la

suite

(

∫ b

a
ϕn(t)dt

)

n∈N

est appelée intégrale de Riemann de f et se note
∫ b

a
f (t)dt.

L’intégrale de Riemann d’une fonction intégrable appararaît donc comme une limite
d’intégrales de fonctions en escalier. Dans bien des cas, pour montrer une propriété de
l’intégrale des fonctions intégrables, on démontrera cette propriété pour les fonctions en
escalier et on passera à la limite pour obtenir aussi le cas général.

C’est ce qui se produit dans le résultat suivant : en passant àla limite dans la proposi-
tion 3.1.6, on obtient aisément les propriétés analogues pour les intégrales de fonctions
intégrables :

3.2.4 Proposition. 1) Soient f et g deux fonctions intégrables sur l’intervalle[a,b]
et λ et µ deux scalaires. Alors :

∫ b

a
(λ f + µg)(t)dt = λ

∫ b

a
f (t)dt+ µ

∫ b

a
g(t)dt.

2) Si f est intégrable sur[a,b],
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a
| f (t)| dt.

3) Si f et g sont intégrables sur[a,b] et si∀t ∈ [a,b] , f (t)≤ g(t), alors :

∫ b

a
f (t)dt ≤

∫ b

a
g(t)dt.

4) Si f est intégrable sur[a,b] et si c∈]a,b[, alors :

∫ b

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt+

∫ b

c
f (t)dt.
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Remarque.Comme pour l’intégrale des fonctions en escalier, on pose par définition, :

∫ a

b
f (t)dt = −

∫ b

a
f (t)dt.

Les fonctions les plus faciles à utiliser sont les fonctionscontinues. On va utiliser un
théorème bien connu, (voir [9]), sur les fonctions continues pour montrer que ce sont des
fonctions intégrables :

3.2.5 Rappel.Toute fonction continue f sur un intervalle[a,b] fermé borné y est unifor-
mément continue, c’est-à-dire :

∀ε > 0 , ∃η > 0 tel que
∣

∣t− t ′
∣

∣≤ η ⇒
∣

∣ f (t)− f (t ′)
∣

∣≤ ε.

3.2.6 Théorème.Toute fonction continue f sur l’intervalle[a,b] y est intégrable.

Démonstration.Soit f une fonction continue sur[a,b] et soit ε > 0 donné. Comme
d’après le rappel 3.2.5,f est uniformément continue il existeh > 0 tel que :

∣

∣t − t ′
∣

∣≤ h⇒
∣

∣ f (t)− f (t ′)
∣

∣≤ ε
b−a

.

Considérons deux fonctions en escalier sur[a,b], ϕ1 et ϕ2, associées à une subdivision
t0, t1, . . .tn de pas inférieur àh :

ϕ1(t) = inf
c∈[ti ,ti+1]

f (c) pourt ∈ [ti, ti+1] et i = 0,1, . . . ,n−1

ϕ2(t) = sup
c∈[ti ,ti+1]

f (c) pourt ∈ [ti, ti+1] et i = 0,1, . . . ,n−1,

et posonsη = ϕ2−ϕ1.

Alors, ϕ1(t) ≤ f (t) ≤ ϕ2(t) pour toutt ∈ [a,b] et par suite 0≤ f (t)−ϕ1(t) ≤ η(t) pour
tout t ∈ [a,b].
De plus,

∫ b

a
η(t)dt = ∑

i=0,1,...,n−1
(ti+1− ti)

[

sup
c∈[ti ,ti+1]

f (c)− inf
c∈[ti,ti+1]

f (c)

]

≤ ∑
i=0,1,...,n−1

(ti+1− ti)
ε

b−a
= ε.

La fonction f est donc bien intégrable sur[a,b].

3.2.7 Extension.On dit qu’une fonction f est continue par morceaux s’il existe une
subdivision de[a,b], t0 < t1 < · · · < tn, telle que f soit continue sur chaque intervalle
]ti, ti+1[ de cette subdivision et admette des limites à droite et à gauche en tous les points
ti , i = 0,1, . . . ,n. Tout ce qui précède reste valable si on considère des fonctions continues
par morceaux sur[a,b].

En effet, il suffit de découper l’intervalle[a,b] en utilisant la subdivisiont0 < t1 < · · ·< tn
et de raisonner sur chaque morceau[ti, ti+1].

Cependant, il existe des fonctions intégrables encore plusgénérales. Donnons un exemple
de fonctions intégrables non nécessairement continues parmorceaux :
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3.2.8 Exemple.Si f est une fonction monotone sur[a,b] à valeurs réelles, alors f est
intégrable sur cet intervalle.

Supposons par exemplef croissante.
On peut supposer quef (b) > f (a) sinon, f est constante donc continue et nous savons
déjà qu’elle est intégrable.
Soit {t0, t1, . . . , tn} une subdivision de[a,b]. On peut définir deux fonctions en escalier
particulières,ϕ1 et ϕ2 par :

ϕ1(t) = f (ti) pourt ∈ [ti, ti+1] et i = 0,1, . . . ,n−1
ϕ2(t) = f (ti+1) pourt ∈ [[ti, ti+1] et i = 0,1, . . . ,n−1.

Ces fonctions vérifient, pour toutt ∈ [a,b] :

ϕ1(t)≤ f (t)≤ ϕ2(t),

∫ b

a

(

ϕ2(t)−ϕ1(t)
)

dt =
n−1

∑
i=0

(ti+1− ti)
(

f (ti+1)− f (ti)
)

≤ sup
i=0,1,...,n−1

(ti+1− ti)
(

f (b)− f (a)
)

.

Donc, pourε > 0 donné, si l’on choisit la subdivision tel que

σ = sup
i=0,1,...,n−1

(ti+1− ti) ≤
ε

f (b)− f (a)
,

les fonctions en esclierϕ1 et h = ϕ2−ϕ1 vérifient les conditions de la définition 3.2.1 et
on en déduit quef est bien intégrable sur[a,b].

3.2.9 Exemple.La fonction f telle que f(t) = 1 si t est rationnel et f(t) = 0 si t est
irrationnel n’est pas intégrable sur[0,1].

En appliquant la proposition 3.2.43) et le théorème bien connu des valeurs intermédiaires
pour les fonctions continues (voir [9]) , on obtient la première formule de la moyenne :

3.2.10 Corollaire. Première formule de la moyenne
1) Si f est intégrable et bornée sur[a,b], à valeurs réelles, en posant :

m= inf
t∈[a,b]

f (t) et M = sup
t∈[a,b]

f (t),

on a :

m(b−a) ≤
∫ b

a
f (t)dt ≤ M(b−a).

2) Si f est continue sur[a,b], il existe c∈ [a,b] tel que
∫ b

a
f (t)dt = f (c)(b−a).

Remarque.Si f est à valeurs complexes, c’est-à-dire qu’il existe des fonctions à valeurs
réellesf1 et f2 telles quef = f1+ i f2, alors :

∫ b

a
f (t)dt =

∫ b

a
f1(t)dt+ i

∫ b

a
f2(t)dt.
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3.2.11 Définition. Soit f une fonction définie sur l’intervalle[a,b]. On appelle somme
de Riemann associée à une subdivision{t0, t1, . . . , tn} de cet intervalle et à des points ci

choisis dans chaque intervalle]ti, ti+1[, pour i= 0,1, . . .n−1, le nombre :

R( f ) =
n−1

∑
i=0

f (ci)(ti+1− ti) = f (c0)(t1− t0)+ f (c1)(t2− t1)+ · · ·+ f (cn−1)(tn− tn−1).

D’après la définition 3.1.5, la somme de Riemann ci-dessus est égale à l’intégrale de la
fonction en escalier sur[a,b], égale àf (ci) sur[ti, ti+1] pour i = 0,1, . . . ,n−1.

3.2.12 Théorème.Soit f une fonction intégrable sur l’intervalle[a,b]. Pour toutε > 0,
il existeα > 0 tel que quelle que soit la somme de Riemann de f ,

R( f ) =
n−1

∑
i=0

f (ci)(ti+1− ti) = f (c1)(t2− t1)+ f (c2)(t3− t2)+ · · ·+ f (cn−1)(tn− tn−1).

associée à une subdivision dont le pas est inférieur àα, alors :

∣

∣

∣

∣

R( f )−
∫ b

a
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε.

Démonstration.Soit ε > 0 donné. Puisque par hypothèse,f est intégrable, il existe deux
fonctions en escalierϕ et η, η ≥ 0, telles que :

∀t ∈ [a,b] , | f (t)−ϕ(t)| ≤ η(t) et
∫ b

a
η(t)dt ≤ ε

4
.

Soientx1,x2, . . . ,xp l’ensemble des points de discontinuité des fonctionsϕ etη. Ces deux
fonctions restent donc constantes sur tout intervalle ne contenant aucun de ces points.
La somme de RiemannR( f ) vérifie :

∫ b

a
f (t)dt−R( f ) =

n−1

∑
i=0

∫ ti+1

ti

[

f (t)− f (ci)
]

dt.

Si l’intervalle [ti, ti+1] ne contient aucun pointx1,x2, . . . ,xp et si on désigne parϕi et ηi

les valeurs constantes prises par les fonctionsϕ et η sur cet intervalle, on a, pour tout
t ∈ [ti, ti+1] :

| f (t)− f (ci)| = | f (t)−ϕi +ϕi − f (ci)| ≤ 2ηi .

D’où
∣

∣

∣

∣

∫ ti+1

ti

[

f (t)− f (ci)
]

dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ ti+1

ti
| f (t)− f (ci)| dt ≤ 2

∫ ti+1

ti
η(t)dt.

Chaque pointx1,x2, . . . ,xp appartient à au plus deux intervalles fermés[ti, ti+1]. Il existe
donc au plus 2p intervalles[ti, ti+1] contenant des points de discontinuité des fonctionsϕ
et η. Pour ces intervalles, on a :

∣

∣

∣

∣

∫ ti+1

ti

[

f (t)− f (ci)
]

dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ ti+1

ti
| f (t)− f (ci)| dt ≤ 2Mh,

où M = sup{| f (t)| , t ∈ [a,b]} et h = sup|ti+1− ti | , i = 1,2, . . . ,n−1.
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On en déduit que :

∫ b

a
f (t)dt−R( f ) ≤ 4pMh+2

∫ b

a
η(t)dt ≤ 4pMh+

ε
2
.

Donc si on choisitα =
ε

8pM
, alors pour touth≤ α :

∫ b

a
f (t)dt−R( f ) ≤ 4pMh+

ε
2
≤ ε .

3.2.13 Exemple.On considère la suite Rn =
2n

∑
k=n+1

1
k

. Cette suite tend versln2 lorsque

n→ ∞.

On posei = k−n−1 et on écrit :

Rn =
1
n

n−1

∑
i=0

n
i +1+n

=
1
n

n−1

∑
i=0

1
i+1
n +1

.

La suite(Rn)n∈N apparaît donc comme la suite des sommes de Riemann de la fonction

f (t)=
1

1+ t
sur[0,1] associée à la subdivision tel quet0 = 0< t1 =

1
n

< t2 =
2
n

< .. .tn = 1.

Comme cette fonction est continue, cette suite converge vers
∫ 1

0
f (t)dt = ln2.

Remarque.Si f est une fonction intégrable sur un intervalle[a,b], on a vu dans le pa-
ragraphe précédent que ses sommes de Riemann, définies dans la définition 3.2.11, re-
présentent l’aire comprise entre l’axe dest et le graphe de la fonction en escalier valant
f (ci) sur chaque intervalle[ti, ti+1], comptée positivement si le graphe est au dessus de
l’axe et négativement dans l’autre cas. La convergence de ces sommes vers l’intégrale de
la fonction permet de définir l’aire comprise entre l’axe dest et le graphe def , comptée
positivement si le graphe est au dessus de l’axe et négativement dans l’autre cas, comme
étant égale à l’intégrale de la fonctionf sur[a,b].

3.3 Primitives

3.3.1 Définition. On rappelle qu’une fonction f , définie sur un intervalle[a,b] admet une
primitive F si F est une fonction dérivable sur l’intervalle]a,b[ et si :

∀t ∈]a,b[ , F ′(t) = f (t).

3.3.2 Rappel.Supposons qu’une fonction f , définie sur un intervalle[a,b] ait une pri-
mitive F, alors toutes les primitives de f sont les fonctionsF + λ , où λ est un scalaire
arbitraire.

3.3.3 Théorème.Soit f une fonction continue sur[a,b] et soit x0 ∈ [a,b]. Alors la fonction
F0, définie par :

∀x∈ [a,b] , F0(x) =

∫ x

x0

f (t)dt,

est une primitive de f . En particulier, F0 est dérivable sur]a,b[ avec F′0(x) = f (x).
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Démonstration.En séparant partie imaginaire et partie réelle, on se ramèneau cas oùf
est à valeurs réelles. Soientx et x+h deux points de[a,b]. On peut écrire :

F0(x+h)−F0(x) =

∫ x+h

x0

f (t)dt−
∫ x

x0

f (t)dt =

∫ x+h

x
f (t)dt = h f(c),

où c est compris entrex et x+h, (corollaire 3.2.10).

On peut donc écrire, sih 6= 0 :

F0(x+h)−F0(x)
h

= f (c).

Fixonsx. Quandh→ 0, c→ x, donc par continuité,f (c)→ f (x). On voit donc queF0 est
dérivable enx et que

F ′
0(x) = f (x).

Ceci prouve le théorème 3.3.3.

3.3.4 Corollaire. 1) Soit f une fonction continue sur[a,b] et F une primitive de f .
Alors :

∫ b

a
f (t)dt = F(b)−F(a).

2) Soit f une fonction continue et positive sur[a,b] telle que

∫ b

a
f (t)dt = 0.

Alors, f = 0.

Démonstration.Pourx∈ [a,b], soitF0(x) =
∫ x

a
f (t)dt. D’après le théorème 3.3.3,F0 est

une primitive def .

Le point1) est une conséquence du fait que siF est une primitive def , alors il existe un
réelλ tel queF = F0 +λ et alors puisqueF0(a) = 0,

F(b)−F(a) = F0(b)−F0(a) = F0(b) =
∫ b

a
f (t)dt.

Montrons le point2) par l’absurde : supposons que, pour une fonctionf continue et

positive, on ait à la fois
∫ b

a
f (t)dt = 0 et un pointx0 ∈ [a,b] tel que f (x0) > 0.

Puisque par hypothèsef est continue, il existe un intervalleI ⊂ [a,b] de longueur non

nulleα > 0 tel que pour toutx∈ I , f (x) ≥ f (x0)

2
. Alors :

0 =
∫ b

a
f (t)dt ≥

∫

I
f (t)dt ≥ α

f (x0)

2
> 0.

Nous obtenons bien une contradiction, ce qui veut dire qu’iln’existe pas de pointx0 dans
l’intervalle [a,b] où f (x0) > 0. Puisquef est positive,f est alors bien nulle sur[a,b].

Des propriétés importantes des primitives sont les suivantes :
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3.3.5 Proposition. 1) Soit f une fonction définie sur[a,b], intégrable et bornée sur
[a,b]. Alors la fonction

F(x) =
∫ x

a
f (t)dt,

est continue sur[a,b].
2) Si de plus, f est positive sur[a,b], F est croissante.

Démonstration. 1)On poseA = sup{| f (t)| | t ∈ [a,b]}. Alors, en utilisant la proposition
3.2.4, on obtient :

|F(x)−F(y)| ≤
∫ y

x
| f (t)| dt ≤ A|x−y| ,

ce qui prouve la continuité deF.

2) Soit a≤ x < y≤ b. Si f est positive, on écrit :

F(y)−F(x) =

∫ y

x
f (t)dt ≥ 0,

et ceci prouve queF est croissante.

Les deux résultats qui suivent, le théorème d’intégration par parties et le théorème de
changement de variable, sont très utiles dans le calcul des intégrales :

3.3.6 Théorème.Intégration par parties
Soient u et v deux fonctions continûment dérivables (ou de classe C1) sur [a,b]. On a :

∫ b

a
u′(t)v(t)dt = u(b)v(b)−u(a)v(a)−

∫ b

a
u(t)v′(t)dt.

Démonstration.Cela résulte immédiatement du fait que la fonctionuv est une primitive
de la fonctionuv′+u′v.

Ce téorème a une application très utile, la formule de Tayloravec reste intégral :

3.3.7 Corollaire. Soit n∈N et f une fonction n fois dérivable, de dérivée n-ième continue
(ou de classe Cn) sur un intervalle[a,b]. Alors :

f (b)− f (a) = (b−a) f ′(a)+ · · ·+ (b−a)n−1

(n−1)!
f (n−1)(a)+

∫ b

a

(b− t)n−1

(n−1)!
f (n)(t)dt

Démonstration.On démontre cette formule par récurrence surn : si f est une fonction de
classeC1 sur[a,b], alors par définitionf est une primitive def ′ et donc :

f (b)− f (a) =

∫ b

a
f ′(t)dt

ce qui est bien la formule à l’ordre 1. Supposons donc que cette formule soit vraie jusqu’à
l’ordre n et soit f une fonction de classeCn+1 sur [a,b]. La fonction f vérifie la formule
à l’ordren, soit :

f (b)− f (a) = (b−a) f ′(a)+ · · ·+ (b−a)n−1

(n−1)!
f (n−1)(a)+

∫ b

a

(b− t)n−1

(n−1)!
f (n)(t)dt
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Intégrons par parties le dernier terme de cette formule, ce qui est possible car les fonctions
sont toutes deux de classeC1 :

∫ b

a

(b− t)n−1

(n−1)!
f (n)(t)dt =

[

(b− t)n

n!
f (n)(t)

]b

a
+

∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

=
(b−a)n

n!
f (n)(a)+

∫ b

a

(b− t)n

n!
f (n+1)(t)dt

En remplaçant ce terme dans la formule à l’ordren, on trouve bien la formule à l’ordre
n+1 et donc cette formule est vraie à tout ordre.

3.3.8 Théorème.Changement de variable
Soient[a,b] et [c,d] deux intervalles deR et ϕ une fonction continûment dérivable de
[c,d] dans[a,b] telle queϕ(c) = a et ϕ(d) = b. Soit f une fonction continue sur[a,b],
alors :

∫ b

a
f (t)dt =

∫ d

c
f (ϕ(s))ϕ ′(s)ds.

Démonstration.On vérifie que les fonctions

F(x) =

∫ ϕ(x)

a
f (t)dt et G(x) =

∫ x

c
f (ϕ(s))ϕ ′(s)ds,

ont les mêmes dérivées et qu’elles s’annulent toutes les deux enc.

Remarque.Dans ces deux résultats, il faut bien vérifier que les fonctions ont une dérivée
continue sur l’intervalle[a,b].

3.4 Calcul des primitives

En utilisant les résultats ci dessus et les formules trigonométriques ou hyperboliques (voir
Chapitre 5), on calcule aisément les primitives des fonctions usuelles. Voici quelques

exemples où on note
∫

f (t) dt une primitive de la fonctionf sur un domaine où cette

fonction est continue et oùa,α,β sont des constantes réelles aveca 6= 0 etα + iβ 6= 0 :

Fonctions puissance :
∫

e(α+iβ )t dt =
e(α+iβ )x

(α + iβ )
,
∫

dt
t

= ln |x| ,
∫

tα dt =
xα+1

α +1
(α 6= −1).

Fonctions trigonométriques :
∫

sint dt = −cosx,
∫

cost dt = sinx,
∫

tant dt = − ln |cosx|
∫

cott dt = ln |sinx| ,
∫

dt
sint

= ln
∣

∣

∣
tan

x
2

∣

∣

∣
,

∫

dt
cost

= ln
∣

∣

∣
tan
(x

2
+

π
4

)
∣

∣

∣

∫

dt
cos2 t

= tanx,
∫

dt

sin2 t
= −cotx,

∫

dt
sint cost

= ln |tan|x.

Fonctions hyperboliques :
∫

sht dt = chx,
∫

cht dt = shx,
∫

tanht dt = lnchx
∫

cotht dt = ln |shx| ,
∫

dt
sht

= ln
∣

∣

∣
tanh

x
2

∣

∣

∣
,

∫

dt
cht

= 2arctanex

∫

dt

ch2 t
= tanhx,

∫

dt

sh2 t
= −cothx,

∫

dt
sht cht

= ln |tanh|x.
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Fonctions inverses :
∫

dt
t2+a2 =

1
a

arctan
x
a
,
∫

dt
t2−a2 =

1
2a

ln
x−a
x+a

∫

dt√
t2+a2

= argsh
x
|a| ,

∫

dt√
t2−a2

= argch
x
a
.

3.4.1 Exemple.Calcul de primitive d’un polynôme encost et sint :

En remplaçant toute puissance paire de sint par la puissance moitié de 1− cos2 t, on se
ramène a étudier les primitives de fonctions de la formeP(cost)+Q(cost)sint, où P et
Q sont des polynômes.
La partieQ(cost)sint s’intègre facilement au moyen du changement de variable défini
paru = cost :

∫

Q(cost)sint dt =

∫

Q(u)du,

et on est ramené au calcul d’une primitive du polynômeQ.
Pour intégrer la partieP(cost), il suffit de connaître des primitives des fonctions cosn t
pourn∈ N. On utilise la linéarisation des fonctions cosn t, que nous verrons au chapitre
5, voir 5.6.14 :

2n(cost)n = (eit +e−it )n =
n

∑
k=0

Ck
nei(n−k)te−ikt =

n

∑
k=0

Ck
ne−i(n−2k)t

= eint +C1
nei(n−2)t + · · ·+Cn−1

n e−i(n−2)t +e−int

= 2[cosnt+C1
n cos(n−2)t +C2

n cos(n−4)t + · · · ].

On se ramène donc au calcul de primitives des fonctions sinnt et cosnt qui sont respecti-

vement−cosnt
n

et
sinnt

n
.

On obtient ainsi par exemple :
∫

sin2 t dt =

∫

1−cos2t
2

dt =
x
2
− sin2x

4
∫

cos2 t dt =

∫

1+cos2t
2

dt =
x
2

+
sin2x

4
∫

cos4 t dt =

∫

cos4t +4cos2t +3
8

dt =
sin4x

32
+

sin2x
4

+
3x
8

∫

sin3 t dt =
∫

(1−cos2 t)sint dt =
∫

(1−cos2 t)d(cost) = cosx− cos3x
3

.

3.5 Intégration d’un produit de fonctions

Les deux résultats suivants, appelés deuxième formule de lamoyenne et inégalité de
Cauchy-Schwarz sont consacrés à l’étude de l’intégrale d’un produit de deux fonctions.

3.5.1 Théorème.Deuxième formule de la moyenne
Soit f et g deux fonctions intégrables sur[a,b], à valeurs réelles, la fonction f étant
supposée positive décroissante. Il existe un point c∈ [a,b] tel que :

∫ b

a
f (t)g(t)dt = f (a+0)

∫ c

a
g(t)dt,

où f(a+0) désigne la limite de f(t) quand t tend vers a par valeurs supérieures.
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Démonstration.Notons d’abord que, par la proposition 3.2.2, sif et g sont intégrables,
le produit f g l’est aussi.
Si m et M désignent la borne supérieure et la borne inférieure sur l’intervalle[a,b] de

la fonctionG(x) =
∫ x

a
g(t)dt, comme cette fonction est continue d’après la proposition

3.3.5, en appliquant le théorème des valeurs intermédiaires, (voir [9]), la propriété de
l’énoncé est équivalente à

m f(a+0) ≤
∫ b

a
f (t)g(t)dt≤ M f (a+0).

C’est cette dernière formule que nous allons démontrer.

Premier cas: Supposonsf en escalier. Soit{t0 = a < t1 < · · · < tn = b} une subdivision
adaptée àf et fi la valeur def sur]ti, ti+1[, pour touti = 0, . . . ,n−1 .
Par définition , on a :

∫ b

a
f (t)g(t)dt =

n−1

∑
i=0

fi

∫ ti+1

ti
g(t)dt =

n−1

∑
i=0

fi

(

∫ ti+1

a
g(t)dt−

∫ ti

a
g(t)dt

)

=
n−2

∑
i=0

( fi − fi+1)
∫ ti+1

a
g(t)dt+ fn−1

∫ tn

a
g(t)dt.

La fonction f étant positive et décroissante, on afi − fi+1 ≥ 0 pour touti = 0, . . . ,n−1 et
fn−1 ≥ 0.
D’autre part, par définition , on a :

∀i = 1,2, . . . ,n , m≤
∫ ti

a
g(t)dt ≤ M.

On en déduit les inégalités :

m

(

n−2

∑
i=0

( fi − fi+1)+ fn−1

)

≤
∫ b

a
f (t)g(t)dt ≤ M

(

n−2

∑
i=0

( fi − fi+1)+ fn−1

)

,

c’est-à-dire :

m f0 ≤
∫ b

a
f (t)g(t)dt≤ M f0,

ce qui est la propriété voulue pour une fonction en escalierf .

Deuxième cas: f intégrable sur[a,b].

On définit f̃ par :

f̃ (t) = f (t) pour t∈]a,b]
f̃ (a) = f (a+0).

f̃ est encore une fonction positive décroissante sur[a,b] et

∫ b

a
f (t)g(t)dt =

∫ b

a
f̃ (t)g(t)dt.

Soit{t0 = a< t1 < · · ·< tn = b} une subdivision de[a,b] obtenue en découpant l’intervalle
enn intervalles de même longueur.
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On va approcher̃f par les fonctions en escalierϕ ′
n et ϕ ′′

n définies par :

ϕ ′
n(t) = f̃ (ti) pourt ∈]ti, ti+1[, i = 0, . . . ,n−1

ϕ ′′
n(t) = f̃ (ti+1) pourt ∈]ti, ti+1[, i = 0, . . . ,n−1.

Comme f̃ est décroissante sur[a,b], on a :

∀t ∈]a,b[ , ϕ ′′
n (t)≤ f̃ (t)≤ ϕ ′

n(t).

Comme la fonctiong est intégrable sur[a,b], elle est bornée sur cet intervalle et soit

A = sup{|g(t)| / t ∈ [a,b]}. Alors, commetk+1− tk =
b−a

n
,

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕ ′

n(t)g(t)dt−
∫ b

a
f̃ (t)g(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ A
n−1

∑
k=0

∫ tk+1

tk

(

ϕ ′
n(t)− f̃ (t)

)

dt

≤ A
n−1

∑
k=0

∫ tk+1

tk

(

ϕ ′
n(t)−ϕ ′′

n(t)
)

dt

= A
b−a

n

n−1

∑
k=0

(

f̃ (tk+1)− f̃ (tk)
)

= A
b−a

n

(

f̃ (a)− f̃ (b)
)

.

La suite

(

∫ b

a
ϕ ′

n(t)g(t)dt

)

n∈N

converge donc vers
∫ b

a
f̃ (t)g(t)dt=

∫ b

a
f (t)g(t)dt quand

n→ +∞.
Les fonctions en escalierϕ ′

n sont positives décroissantes sur[a,b], on peut donc leur ap-
pliquer le premier cas :

m f(a+0) = mf̃ (a) ≤
∫ b

a
ϕ ′

n(t)g(t)dt≤ M f̃ (a) = M f (a+0).

En passant à la limite quandn→ +∞, on obtient bien :

m f(a+0) ≤
∫ b

a
f (t)g(t)dt ≤ M f (a+0) .

Montrons maintenant l’inégalité de Cauchy-Schwarz :

3.5.2 Théorème.Inégalité de Cauchy-Schwarz
Soient f et g deux fonctions intégrables sur[a,b], à valeurs dansR ouC. Alors :

∫ b

a
| f (t)g(t)| dt ≤

[

∫ b

a
| f (t)|2 dt

]1/2[∫ b

a
|g(t)|2 dt

]1/2

.

De plus, si f et g sont continues, cette inégalité est une égalité si et seulement si| f | et |g|
sont proportionnelles.

Démonstration.Notons d’abord que, par la proposition 3.2.2, sif et g sont intégrables,
le produit f g et les carrésf 2 et g2 le sont aussi.
Soit λ ∈ R. On écrit :
∫ b

a
(λ | f |+ |g|)2(t)dt = λ 2

∫ b

a
| f (t)|2 dt+2λ

∫ b

a
| f (t)g(t)| dt+

∫ b

a
|g(t)|2 dt ≥ 0.
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Ce trinôme du second degré enλ garde un signe constant surR donc son discriminant est
négatif ou nul, soit :

[

∫ b

a
| f (t)g(t)| dt

]2

≤
∫ b

a
| f (t)|2 dt

∫ b

a
|g(t)|2 dt,

ce qui est la formule voulue.

Cette inégalité est une égalité si et seulement si le trinômeprécédent a une racine double

nécessairement réelle. C’est-à-dire qu’il existeλ ∈ R tel que
∫ b

a
(λ | f |+ |g|)2(t)dt = 0.

Si f et g sont continues,(λ | f |+ |g|)2 est une fonction positive et continue, d’intégrale
nulle, donc, d’après le corrolaire 3.3.4, elle est nulle sur[a,b], ce qui implique bien que
| f | et |g| sont proportionnelles.

3.6 Méthodes d’approximation numérique des intégrales

On connaît des formules qui permettent de calculer l’intégrale de quelques fonctions.
Mais, il y a relativement peu de fonctions dont on sait calculer l’intégrale. Il suffit même
de changer légèrement l’expression d’une fonction pour passer d’une fonction que l’on
sait intégrer à une fonction qu’on ne sait pas intégrer. Par exemple, on sait que

∫ b

a
sint dt = cosa−cosb,

mais on ne sait pas calculer

∫ b

a

sint
t

dt ou
∫ b

a
sint2dt.

Or la fonction
sint

t
prolongée par la valeur 1 ent = 0, est intégrable sur tout intervalle

[a,b] puisqu’elle est continue surR. Il en est de même pour la fonction sint2. A défaut de
pouvoir calculer ces intégrales, on doit savoir les approcher.

Mais, même s’il s’agit d’intégrales qu’on sait calculer, leur calcul peut être long et com-
pliqué et il peut être avantageux de le remplacer par un calcul approché.

La première méthode d’approximation que nous allons considérer s’appelle la méthode
des rectangles.

Méthode des rectangles

Soit f une fonction monotone de[a,b] dansR. Par exemple, on suppose quef est crois-

sante. Pour toutn∈N∗ fixé arbitrairement, on poseh=
(b−a)

n
et considère la subdivision

de[a,b] :
a < a+h < a+2h < · · · < a+kh< · · · < a+nh= b.

On a évidemment, pourk = 1,2, . . . ,n :

h f
(

a+(k−1)h
)

≤
∫ a+kh

a+(k−1)h
f (t)dt ≤ h f

(

a+kh
)

.
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D’où, en sommant :

h
n−1

∑
k=0

f
(

a+kh
)

≤
∫ b

a
f (t)dt ≤ h

n

∑
k=1

f
(

a+kh
)

.

La méthode des rectangles consiste à approcher l’intégralede f par des sommes d’aires
de rectangles correspondant aux sommes finies qui encadrentla valeur de l’intégrale dans
l’inégalité ci dessus.

On peut donner une estimation de l’erreurE commise en remplaçant l’intégrale def par
l’une de ces sommes : on majore la différence entre l’intégrale de f et l’une de ces sommes
par la différence des sommes majorant et minorant cette intégrale, soit :

E ≤ h
n

∑
k=1

f
(

a+kh
)

−h
n−1

∑
k=0

f
(

a+kh
)

= h
(

f (b)− f (a)
)

=
(b−a)

n

(

f (b)− f (a)
)

.

L’erreur est donc de l’ordre de grandeur de
1
n

. Il suffit donc en théorie de découper l’inter-

valle [a,b] en suffisamment de petits sous-intervalles pour obtenir uneerreur aussi petite
que l’on veut.

3.6.1 Exemple.Calcul appoché de

∫ 1

0
et2

dt,

par la méthode des rectangles.

Pour obtenir la valeur de cette intégrale à 1/100 près, il faudrait prendren≥ 100(e−1),
soitn≥ 172, ce qui exige de calculer la valeur de la fonctionet2

en 172 points.

Cet exemple montre que cette méthode n’est pas très efficace.

La méthode que nous allons étudier maintenant est plus compliquée mais donne de meil-
leurs résultats : cette méthode s’appelle la méthode des trapèzes.

Méthode des trapèzes

Soit f une fonction définie sur[a,b], à valeurs dansR et soitn ∈ N∗. Comme pour la
méthode des rectangles, on prend la subdivision de[a,b] :

a < a+h < a+2h < · · · < a+kh< · · · < a+nh= b.

Pour essayer d’améliorer le résultat précédent, l’idée estde remplacer la fonctionf sur
chaque intervalle[a+(k−1)h,a+kh] non plus par une constante mais par une fonction
affine prenant les mêmes valeurs quef aux pointsa+(k−1)h et a+kh, c’est-à-dire par
la fonctiongk définie par :

gk(t) =
1
h

(

f
(

a+kh
)

[t− (a+(k−1)h)]− f
(

a+(k−1)h
)

[t − (a+kh)]
)

.

On remarque que :
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∫ a+kh

a+(k−1)h
gk(t)dt =

h
2

[

f (a+(k−1)h)+ f (a+kh)
]

.

La méthode des trapèzes consiste donc à approcher
∫ b

a
f (t)dt par la somme de ces ex-

pressions pourk = 1,2, . . . ,n, c’est-à-dire par :

Sn =
h
2

n

∑
k=1

( f (a+(k−1)h)+ f (a+kh))

=
(b−a)

2n

[

f (a)+ f (b)+2
n−1

∑
k=1

f (a+k
b−a

n
)

]

.

Comme dans le cas de la méthode des rectangles, il s’agit d’évaluer l’erreurE, commise
en remplaçant l’intégrale def par cette somme .
On a besoin d’un lemme :

3.6.2 Lemme.Soit f une fonction de[u,v] dansR, deux fois dérivable sur[u,v] et telle
qu’il exite α,β ∈ R tels que :∀t ∈ [u,v] , α ≤ f ′′(t) ≤ β . Alors :

α(v−u)3

12
≤ v−u

2

(

f (u)+ f (v)
)

−
∫ v

u
f (t)dt ≤ β (v−u)3

12
.

Démonstration.La fonctionh définie parh(t) = f (t)+
α
2

(t −u)(v− t) prend les mêmes

valeurs quef aux pointsu et v et vérifie pour toutt ∈ [u,v] :

h′′(t) = f ′′(t)−α ≥ 0.

C’est donc une fonction convexe, (voir [9]).

Si g est la fonction affine prenant les mêmes valeurs quef (donc queh) enu etv, on aura
donc :∀t ∈ [u,v] , h(t)≤ g(t). D’où :

∫ v

u
h(t)dt =

∫ v

u
f (t)dt+

α
2

∫ v

u
(t−u)(v− t)dt ≤

∫ v

u
g(t)dt.

Or,
∫ v

u
(t−u)(v− t)dt =

[

−t3

3
+(u+v)

t2

2
−uvt

]v

u
=

(v−u)3

6
.

D’où, en utilisant le calcul précédent :

∫ v

u
g(t)dt =

v−u
2

[

f (u)+ f (v)
]

≥
∫ v

u
f (t)dt+

α
12

(v−u)3.

Ceci donne bien la première inégalité du lemme. La seconde s’obtient de la même façon

en considérant la fonction concavet → f (t)+
β
2

(t −u)(v− t), (voir [9]).

En appliquant ce lemme à chaque sous-intervalle[a+(k−1)h,a+kh] et en sommant sur
k = 1,2, . . . ,n, on obtient une estimation de l’erreurE dans la méthode des trapèzes :
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3.6.3 Proposition.Soit f : [a,b] → R deux fois dérivable sur[a,b] et telle que pour tout
t ∈ [a,b] , α ≤ f ′′(t)≤ β , alors, pour tout n∈ N∗, on a :

α(b−a)3

12n2 ≤ Sn−
∫ b

a
f (t)dt ≤ β (b−a)3

12n2 ,

avec

Sn =
(b−a)

2n

[

f (a)+ f (b)+2
n−1

∑
k=1

f (a+k
b−a

n
)

]

.

On peut remarquer que l’erreur dans la méthode des trapèzes tend vers 0 comme
1
n2

lorsqu’on découpe l’intervalle[a,b] en sous-intervalles de plus en plus petits, ce qui est
meilleur que pour la méthode des rectangles.

3.6.4 Exemple.Calcul appoché de

∫ 1

0
et2

dt,

par la méthode des trapèzes.

On a f ′′(x) = (2+4x2)ex2
, d’où pourx∈ [0,1] : 2≤ f ′′(x) ≤ 6e< 17.

Il suffit donc de prendren ≥ 12 pour obtenir une valeur approchée de cette intégrale à
1/100 près.
La méthode des trapèzes est donc plus efficace que la méthode des rectangles.

3.7 Définition des intégrales généralisées

Dans ce paragraphe, on considérera un intervalle semi-ouvert [a,b[ deR et une fonction
f , définie sur [a,b[, à valeurs dansR ouC, tels que :

ou bienb = +∞
ou bienb < +∞ et f n’est pas définie enb.

On obtient des résultats analogues lorsquef est définie sur un intervalle semi-ouvert]a,b]
tel que ou biena = −∞ ou biena > −∞ et f n’est pas définie ena. Il suffit pour les
démontrer de faire un changement de variablet →−t.

Lorsque f est définie sur un intervalle ouvert]a,b[, on fixera un pointc ∈]a,b[ et on
considérera séparément l’existence des intégrales généralisées def sur les deux inter-
valles semi-ouverts]a,c] et [c,b[.

Remarque.On notera que les résultats de ce chapitre présentent de nombreuses analogies
avec ceux du chapitre 2 sur les séries numériques. Cela provient du fait que ce sont deux
types particuliers de sommation, l’une discrète pour les séries et l’autre continue pour les
intégrales généralisées. En revanche, certains résultatspeuvent être spécifiques au type de
sommation envisagé (par exemple la proposition 2.3.6 dans le cas des séries qui n’a pas
d’analogue dans le cas des intégrales généralisées, comme on le verra plus loin).

3.7.1 Définition. On dira qu’une fonction f est localement intégrable sur l’intervalle
semi-ouvert[a,b[ si elle est intégrable, au sens de Riemann, sur tout sous-intervalle fermé
[a,c] ⊂ [a,b[
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3.7.2 Définition. 1) Soit f une fonction définie sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[,
à valeurs dansR ou C, localement intégrable sur[a,b[. On dit que f est intégrable sur

[a,b[ si la limite lorsque x→ b de l’intégrale
∫ x

a
f (t)dt existe.

2) Si f est intégrable sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[, on appellera intégrale

généralisée de f sur[a,b[ et on notera
∫ b

a
f (t)dt la limite ci-dessus, c’est-à-dire :

∫ b

a
f (t)dt = lim

x→b

∫ x

a
f (t)dt.

3.7.3 Notations.Lorsqu’une fonction localement intégrablef est intégrable sur un inter-
valle semi-ouvert[a,b[ au sens des intégrales généralisées définies ci-dessus, on dit que
l’intégrale généralisée

∫ b

a
f (t)dt,

converge.

3.7.4 Exemple. 1) Soit f(t) =
1

1+ t2 sur [0,+∞[. Alors f est intégrable sur l’in-

tervalle[0,+∞[. En effet :

lim
x→+∞

∫ x

0
f (t)dt = lim

x→+∞
arctgx =

π
2

.

2) Soit f(t) =
1

1+ t
sur [0,+∞[. Alors f n’est pas intégrable sur[0,+∞[. En effet :

lim
x→+∞

∫ x

0
f (t)dt = lim

x→+∞
ln(1+x) = +∞.

3) Soit f(t) =
1√
t

sur ]0,1]. Alors f est intégrable sur]0,1]. En effet :

lim
x→0

∫ 1

x
f (t)dt = lim

x→0
2(1−

√
x) = 2.

4) Soit f(t) =
1
t

sur ]0,1]. Alors f n’est pas intégrable sur]0,1]. En effet :

lim
x→0

∫ 1

x
f (t)dt = lim

x→0
(− lnx) = +∞.

Remarque.Soit f une fonction définie sur un intervalle semi-ouvert[a,b[, à valeurs dans
R ouC, localement intégrable sur[a,b[. Pour quef soit intégrable sur[a,b[ il suffit qu’il
existeα ∈ [a,b] tel que

lim
x→b

∫ x

α
f (t)dt existe.

Il est clair que, puisque pour toutx∈ [a,b[,
∫ x

a
f (t)dt =

∫ α

a
f (t)dt+

∫ x

α
f (t)dt,
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on a la formule :
∫ b

a
f (t)dt =

∫ α

a
f (t)dt+

∫ b

α
f (t)dt,

où la première intégrale est l’intégrale de Riemann def sur[a,α] et la deuxième intégrale
est l’intégrale généralisée def sur l’intervalle semi-ouvert[α,b[.

La proposition suivante est une conséquence immédiate des propriétés de l’intégrale de
Riemann, figurant dans la proposition 3.2.4 :

3.7.5 Proposition. Soient f et g deux fonctions définies sur un intervalle semi-ouvert
[a,b[, intégrables sur[a,b[.

1) Pour tous scalairesλ et µ, la fonctionλ f + µg est intégrable sur[a,b[ et de
plus :

∫ b

a
(λ f + µg)(t)dt = λ

∫ b

a
f (t)dt+ µ

∫ b

a
g(t)dt.

2) Si | f | est intégrable sur[a,b[,

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a
| f (t)| dt.

3) Si∀t ∈ [a,b[ , f (t)≤ g(t), alors :

∫ b

a
f (t)dt ≤

∫ b

a
g(t)dt.

4) Si c∈]a,b[, alors :

∫ b

a
f (t)dt =

∫ c

a
f (t)dt+

∫ b

c
f (t)dt.

Comme pour les suites ou les séries numériques, on a un théorème de Cauchy pour les
intégrales généralisées qui donne un moyen de décider si unefonction est intégrable sur
un intervalle[a,b[ sans connaître la valeur de son intégrale généralisée sur cet intervalle.

3.7.6 Notations.On considère un intervalle semi-ouvert[a,b[. On convient de noterV(b)
un voisinage du pointb dans[a,b[, c’est-à-dire un intervalle du type[A,+∞[ si b= +∞ et
un intervalle du type[b−η,b[, 0< η ≤ b−a, si b est fini.

Rappelons d’abord un lemme de Cauchy pour les fonctions :

3.7.7 Lemme.Critère de Cauchy
Soit F une fonction définie sur un intervalle semi-ouvert[a,b[, à valeurs dansR ou C.
Alors la limite quand x tend vers b de F(x) existe si et seulement si pour toutε > 0, il
existe un voisinage V(b) du point b tel que :

x,x′ ∈V(b) ⇒
∣

∣F(x)−F(x′)
∣

∣≤ ε.
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Démonstration.Supposons que limx→bF(x) = l et soitε > 0. Par définition, il existe un
voisinageV(b) deb tel que

x∈V(b) ⇒ |F(x)− l | ≤ ε
2
.

On en déduit que :

x,x′ ∈V(b) ⇒
∣

∣F(x)−F(x′)
∣

∣≤ |F(x)− l |+
∣

∣l −F(x′)
∣

∣≤ ε.

DoncF vérifie bien le critère de Cauchy.
Réciproquement, soitε > 0 fixé et supposons queF vérifie le critère de Cauchy c’est-à-
dire qu’il existeV(b) tel que

x,x′ ∈V(b) ⇒
∣

∣F(x)−F(x′)
∣

∣≤ ε
2
,

et soit(xn)n∈N une suite qui converge versb (dansR si b = +∞). Alors il existeN0 ∈ N

tel que
n≥ N0 ⇒ xn ∈V(b).

Donc
p,q≥ N0 ⇒

∣

∣F(xp)−F(xq)
∣

∣≤ ε
2
,

et la suite
(

F(xn)
)

n∈N
est de Cauchy. Elle converge donc vers une limitel et de plus,

n≥ N0 ⇒ |F(xn)− l | ≤ ε
2
.

Si x∈V(b), on choisitn≥ N0 et on peut écrire :

|F(x)− l | ≤ |F(x)−F(xn)|+ |F(xn)− l | ≤ ε
2

+
ε
2

= ε.

La fonctionF admet doncl comme limite quandx→ b.

En appliquant cette propiété à la fonctionF(x) =

∫ x

a
f (t)dt, on obtient le résultat suivant :

3.7.8 Corollaire. Soit f une fonction localement intégrable sur l’intervallesemi-ouvert
[a,b[. Alors f est intégrable sur[a,b[ si et seulement si pour toutε > 0, il existe un
voisinage V(b) du point b tel que :

x,x′ ∈V(b) ⇒
∣

∣

∣

∣

∫ x′

x
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε.

Contrairement au cas des séries numériques dont le terme général tend vers 0 lorsqu’elles
convergent, voir la proposition 2.3.6, l’intégrabilité d’une fonction sur[a,+∞[ n’implique
pas la convergence vers 0 de cette fonction lorsquet → +∞ :

3.7.9 Exemple.La fonctioncost2 est intégrable sur[1,+∞[ et ne tend pas vers 0 lorsque
t → +∞.

Soit x∈ [1,+∞[, alors, par un changement de variables et une intégration par parties, on
peut écrire :

∫ x

1
cost2dt =

∫ x2

1

coss
2
√

s
ds=

[

sins
2
√

s

]x2

1
+

1
4

∫ x2

1

sins
s
√

s
ds.

Le terme tout intégré tend vers 0 quandx→ +∞ et on verra plus loin (voir exemple 3.9.3

2)) que l’intégrale généralisée
∫ +∞

1

sins
s
√

s
dsexiste. On en déduit bien que la fonction cost2

est intégrable sur[1,+∞[ alors qu’elle ne tend pas vers 0 à l’infini.



§ 3.8. Intégrales généralisées des fonctions positives. 69

3.8 Intégrales généralisées des fonctions positives.

Comme dans l’étude des série numériques à termes positifs, on a dans le cas des fonctions
positives, des théorèmes de comparaison :

3.8.1 Théorème.Soient f et g des fonctions définies sur un intervalle semi-ouvert [a,b[,
localement intégrables sur[a,b[ et telles que

∀t ∈ [a,b[ , 0≤ f (t) ≤ g(t).

Alors, si g est intégrable sur[a,b[, f l’est aussi et si f n’est pas intégrable sur[a,b[, g ne
l’est pas non plus.

Démonstration.Il suffit de montrer la première propriété, la seconde étant la contraposée
de la première.
Posons :

∀x∈ [a,b[ , F(x) =
∫ x

a
f (t)dt etG(x) =

∫ x

a
g(t)dt.

Alors, d’après les propriétés de l’intégrale de Riemann, les fonctionsF et G sont crois-
santes comme intégrales de fonctions positives et de plus,

∀x∈ [a,b[ , F(x) ≤ G(x).

Si g est intégrable sur[a,b[, la fonctionG(x) admet une limite quandx → b, donc elle
est bornée sur[a,b[. Par suite, la fonctionF(x) est également bornée sur[a,b[ et comme
elle est croissante, elle admet une limite quandx → b et ceci équivaut à dire quef est
intégrable sur[a,b[.

3.8.2 Théorème.Soient f et g des fonctions définies sur un intervalle semi-ouvert [a,b[,
localement intégrables sur[a,b[ et telles que :

∀t ∈ [a,b[ , 0≤ f (t) et 0≤ g(t).

Alors, si f est équivalente à g au voisinage de b, f est intégrable sur l’intervalle semi-
ouvert[a,b[ si et seulement si g est intégrable sur l’intervalle semi-ouvert [a,b[.

Démonstration.Soit ε > 0 fixé. Si f et g sont équivalentes au voisinage deb, il existe
α ∈ [a,b[ tel que :

∀t ∈ [α,b[ , 0≤ (1− ε)g(t)≤ f (t) ≤ (1+ ε)g(t).

On peut donc appliquer le théorème 3.8.1 : sig est intégrable sur[α,b[, f l’est aussi par
l’inégalité de droite et sif est intégrable sur[α,b[, g l’est aussi par l’inégalité de gauche.
Puisque ces deux fonctions sont intégrables sur l’intervalle [a,α], on a donc bien l’équiva-
lence :f est intégrable sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[ si et seulement sig est intégrables
sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[.

Pour appliquer ces théorèmes de comparaison, nous allons étudier l’intégrabilité de fonc-
tions classiques qui constitueront une échelle de comparaison.
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3.8.3 Proposition.Les fonctions de Riemann

1) Soitα > 0 et f(t) =
1
tα , définie sur l’intervalle semi-ouvert[1,+∞[. Alors f est

intégrable sur[1,+∞[ si et seulement siα > 1.

2) Soitα > 0 et f(t) =
1
tα , définie sur l’intervalle semi-ouvert]0,1]. Alors f est

intégrable sur]0,1] si et seulement siα < 1.

Démonstration. 1)On calcule l’intégrale def sur[1,x] :

∫ x

1
f (t)dt =

1
1−α

( 1
xα−1 −1

)

si α 6= 1,

∫ x

1
f (t)dt = lnx si α = 1.

Ces fonctions n’ont de limite quandx→ +∞ que siα > 1.

2) De la même façon, on calcule l’intégrale def sur]x,1], avec 0< x < 1 :

∫ 1

x
f (t)dt =

1
1−α

(

1− 1
xα−1

)

si α 6= 1,

∫ 1

x
f (t)dt = − lnx si α = 1.

Ces fonctions n’ont de limite quandx→ 0 que siα < 1.

Remarque.Par un changement de variableu= t−a, ces arguments s’appliquent aussi aux

fonctions de la forme :f (t) =
1

(t −a)α , sur les intervalles semi-ouverts]a,b] ou [b,+∞[.

3.8.4 Exemple.La fonction f(t) =
ln(cos1

t )

ln t
est intégrable sur l’intervalle semi-ouvert

[2,+∞[.

Cette fonction est négative sur[2,+∞[. On va donc raisonner avec la fonction− f .

La fonction cos
1
t

est équivalente à 1− 1
2t2 en+∞, donc la fonction− ln(cos

1
t
) est équi-

valente à
1

2t2 en+∞. La fonction− f (t) est donc équivalente à
1

2t2 ln t
en+∞.

Or 0≤ 1
2t2 ln t

≤ 1
t2 sur[2,+∞[ et cette dernière fonction est intégrable en+∞.

En appliquant successivement les théorèmes 3.8.1 et 3.8.2,on obtient que− f et par suite
f également, est intégrable sur[2,+∞[.

On peut aussi comparer dans certains cas des intégrales généralisées et des séries numé-
riques :

3.8.5 Théorème.Soit f une fonction définie sur l’intervalle semi-ouvert[a,+∞[, locale-
ment intégrable, positive et décroissante. Pour que f soit intégrable sur[a,+∞[ il faut et
il suffit que la série numérique à termes positifs, de terme général un = f (n) soit conver-
gente.
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Démonstration.Si f : [a,+∞[→ R est positive et décroissante, on pose

∀n∈ N , vn =
∫ n+1

n
f (t)dt

On a alors,
∀n∈ N , 0≤ un+1 = f (n+1) ≤ vn ≤ un = f (n).

Les séries de termes générauxun et vn ont donc même nature par le théorème de compa-
raison des séries à termes positifs, voir 2.4.2.

Or, siN0 ∈ N est tel quea≤ N0, on peut écrire,

N0 ≤ N ≤ x≤ N+1⇒
N

∑
n=N0

vn ≤
∫ x

N0

f (t)dt ≤
N+1

∑
n=N0

vn.

On en déduit que la limite de
∫ x

N0

f (t)dt existe quandx→ +∞ si et seulement si la série

de terme généralvn converge. Par suite, la fonctionf est bien intégrable sur[N0,+∞[ et
donc aussi sur[a,+∞[ si et seulement si la série de terme généralun converge.

3.9 Intégrales généralisées des fonctions
ne gardant pas un signe constant.

On va maintenant étudier une notion qui, dans certains cas, permet de ramener l’étude de
l’intégrale d’une fonction de signe quelconque à celle d’une fonction positive :

3.9.1 Définition. Soit f une fonction localement intégrable sur l’intervallesemi-ouvert
[a,b[. On dit que f est absolument intégrable sur[a,b[ si | f | est intégrable sur[a,b[.

En d’autres termes, ceci veut dire que la limite quandx tend versb de
∫ x

a
| f (t)|dt existe.

3.9.2 Proposition.Soit f une fonction localement intégrable sur l’intervallesemi-ouvert
[a,b[. Si f est absolument intégrable sur[a,b[ alors f est intégrable sur[a,b[ et

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a
| f (t)| dt.

Démonstration.On utilise le critère de Cauchy pour les intégrales, corollaire 3.7.8 : soit
ε > 0 donné ; si| f | est intégrable sur[a,b[, il existe un voisinageV(b) du pointb dans
[a,b[ tel que :

x,x′ ∈V(b) ⇒
∫ x′

x
| f (t)| dt ≤ ε.

Mais on a :
∣

∣

∣

∣

∫ x′

x
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ x′

x
| f (t)| dt

Donc

x,x′ ∈V(b) ⇒
∣

∣

∣

∣

∫ x′

x
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε,

et de nouveau par le corollaire 3.7.8, la fonctionf est intégrable sur[a,b[. De plus comme
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pour toutx∈ [a,b[, on a

∣

∣

∣

∣

∫ x

a
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ x

a
| f (t)| dt, en passant à la limite quandx tend

versb, on obtient bien :
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ b

a
| f (t)| dt .

3.9.3 Exemple. 1) La fonction f(t) =
sint

1+ t2 est absolument intégrable sur l’inter-

valle semi-ouvert[1,+∞[.

2) La fonction g(t) =
cost√

t
est intégrable et non absolument intégrable sur l’inter-

valle semi-ouvert[1,+∞[.

1) Pour la fonctionf , on écrit :

| f (t)| ≤ 1
1+ t2 ≤ 1

t2 .

L’intégrale de
1
t2 existe sur[1,+∞[ par la proposition 3.8.3 et le théorème 3.8.1. Doncf

est bien absolument intégrable sur[1,+∞[.

2) Pour la fonctiong, on fixex∈ [1,+∞[ et on intègre par parties :

∫ x

1
g(t)dt =

[

sint√
t

]x

1
+

1
2

∫ x

1

sint

t
√

t
dt.

La fonction

[

sint√
t

]x

1
=

sinx√
x
−sin1 admet pour limite−sin1 en+∞ et l’intégrale

∫ x

1

sint

t
√

t
dt

est absolument convergente en+∞ d’après l’argument donné pourf . On en déduit bien
que la fonctiong est intégrable sur[1,+∞[.
Pour voir queg n’est pas absolument intégrable sur cet intervalle, on écrit, pour tout
n∈ N :

∫ (n+1)π

nπ
|g(t)| dt ≥ 1

√

(n+1)π

∫ π

0
|cost| dt.

En sommant surn, comme la série
1

√

(n+1)π
est divergente, on voit queg n’est pas

absolument intégrable sur[π ,+∞[ et donc pas non plus sur[1,+∞[.

Remarque.L’argument donné pour montrer l’intégrabilité deg sur [1,+∞[ est souvent
très utile. Cependant on doit remarquer que le résultat d’intégration par parties n’est vrai
que pour les intégrales de Riemann et qu’il n’y a pas d’analogue pour les intégrales géné-
ralisées.

La proposition suivante est très utilisée dans la pratique :

3.9.4 Proposition. Soit f une fonction continue sur un intervalle semi-ouvert[a,+∞[,
avec a> 0, telle qu’il existeα > 1 vérifiant : lim

t→∞
tα | f (t)| = 0 Alors f est absolument

intégrable sur[a,+∞[.
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Démonstration.Puisque la fonctionf est continue, elle est localement intégrable sur l’in-
tervalle semi-ouvert[a,+∞[.

D’autre part, comme lim
t→∞

tα f (t) = 0, il existeA > a tel que pourt ≥ A, | f (t)| ≤ 1
tα .

On peut donc appliquer le théorème de comparaison, 3.8.1 surl’intervalle [A,+∞[ : la

fonction de Riemann
1
tα étant intégrable en+∞, f est bien absolument intégrable sur cet

intervalle.

Comme son analogue relatif aux séries numériques, le théorème suivant s’appelle le théo-
rème d’Abel :

3.9.5 Théorème.Soit f une fonction définie sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[, continue,
positive, décroissante et tendant vers 0 quand x tend vers b.
Soit g une fonction localement intégrable sur l’intervallesemi-ouvert[a,b[ telle qu’il
existe M> 0, vérifiant :

∀x∈ [a,b[ ,

∣

∣

∣

∣

∫ x

a
g(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ M.

Alors f g est intégrable sur[a,b[.

Démonstration.C’est une conséquence de la deuxième formule de la moyenne, (théo-
rème 3.5.1). Comme cette formule ne s’applique qu’aux fonctions à valeurs réelles, on
décomposeg eng = g1 + ig2 où g1 et g2 sont à valeurs réelles. Il est clair que ces deux
fonctions vérifient aussi les hypothèses du théorème 3.9.5.De plusg vérifie la conclusion
du théorème 3.9.5 si et seulement sig1 etg2 la vérifient. On peut donc supposer queg est
à valeurs réelles.
Sous les hypothèses du théorème 3.9.5, par la deuxième formule de la moyenne, quels
que soientu,v∈ [a,b[, il existey∈ [u,v] tel que

∫ v

u
f (t)g(t)dt = f (u)

∫ y

u
g(t)dt.

On écrit
∫ y

u
g(t)dt =

∫ y

a
g(t)dt−

∫ u

a
g(t)dt et on en déduit :

∣

∣

∣

∣

∫ v

u
f (t)g(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ 2M f (u).

Commef (u)→ 0 quandu→ b, par le critère de Cauchy (corollaire 3.7.8), on obtient bien
que f g est intégrable sur[a,b[.

Remarque. Ce théorème s’applique en particulier lorsque la fonctiong est l’une des
fonctionseiλ t ,sinλ t,cosλ t, avecλ ∈ R⋆ fixé etb = +∞.

3.10 Exercices sur le chapitre 3

3.1 Exercice.Soit f une fonction continue, strictement croissante sur l’intervalle [0,a],
telle quef (0) = 0. On poseg = f−1.
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1) Calculer à l’aide de sommes de Riemann bien choisies :

∫ a

0
f (t)dt+

∫ f (a)

0
g(t)dt.

2) En déduire que, pour toutα ∈ [0,a] et β ∈ [0, f (a)] :

αβ ≤
∫ α

0
f (t)dt+

∫ β

0
g(t)dt.

3.2 Exercice.Poura,b∈ R, a < b, montrez que

lim
n→+∞

[

∫ b

a
e−nt2 dt

]
1
n

= e−a2
.

3.3 Exercice.Calculer une primitiveF de la fonctionf (t)=
t

cos2t
, définie sur l’intervalle

ouvert]− π
2
,
π
2

[.

3.4 Exercice. Soientα ∈ R et β > 0. Déterminer l’ensemble des couples(α,β ) pour
lesquels l’intégrale généralisée

∫ +∞

0

tα lnt

1+ tβ dt

est convergente.

3.5 Exercice.On étudie, selon la valeur dea l’existence de l’intégrale généralisée

∫ +∞

0

dt

1+ tasin2 t
.

On distinguera les 4 cas suivants :a≤ 0 , 0 < a≤ 1 , 1 < a≤ 2 , 2 < a.
Pour les 2 derniers cas, on découpera l’intervalle[0,+∞[ en sous-intervalles de la forme

[nπ − π
2

,nπ +
π
2

] et sur chacun de ces intervalles, on fera le changement de variable
t = nπ +s.

3.6 Exercice.Soit f une fonction intégrable sur tout intervalle borné deR telle que :

lim
t→+∞

f (t) = l et lim
t→−∞

f (t) = l ′.

Calculer
∫ +∞

−∞
( f (t +1)− f (t)) dt.

(On pourra raisonner séparément sur[0,+∞[ et sur]−∞,0].)

3.7 Exercice. Construire une fonction positive et continue sur[0,+∞[, dont l’intégrale
généralisée existe sur cet intervalle mais qui n’est pas bornée sur[0,+∞[.
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3.11 Corrigé des exercices sur le Chapitre 3

Corrigé de l’exercice 3.1

1) Soit t0 = 0 < t1 < · · · < tn = a une subdivision quelconque du segment[0,a] et pour
tout i = 0,1, . . . ,n−1 soitci ∈ [ti, ti+1]. Puisquef est intégrable sur[0,a], on a :

∫ a

0
f (t)dt = lim

n→+∞

n−1

∑
i=0

(ti+1− ti) f (ci).

De plus
(

f (ti)
)

0≤i≤n est une subdivision du segment[0, f (a)]. Donc sidi ∈ [ f (ti), f (ti+1)],
on a :

∫ f (a)

0
g(t)dt = lim

n→+∞

n−1

∑
i=0

(

f (ti+1)− f (ti)
)

g(di).

On choisit pour chaquei : ci = ti+1 et di = f (ti). On a alors :

∫ a

0
f (t)dt+

∫ f (a)

0
g(t)dt = lim

n→+∞

n−1

∑
i=0

(ti+1− ti) f (ti+1)+
(

f (ti+1)− f (ti)
)

ti = a f(a).

2) a)Supposonsf (α) ≤ β ≤ f (a).
Le raisonnement précédent implique :

∫ α

0
f (t)dt+

∫ f (α)

0
g(t)dt = α f (α).

D’autre part,g étant croissante sur[ f (α),β ],

∫ β

f (α)
g(t)dt ≥ g

(

f (α)
)

∫ β

f (α)
dt = α

(

β − f (α)
)

.

D’où
∫ α

0
f (t)dt+

∫ β

0
g(t)dt ≥ α f (α)+α

(

β − f (α)
)

= αβ .

b) Supposons 0≤ β < f (α), on a alorsα > f−1(β ). On démontre le résultat en échan-
geant les rôles def et g.

Corrigé de l’exercice 3.2

Soit In l’intégrale définie dans l’énoncé.
On remarque d’abord que∀t ∈ [a,b], e−nt2 ≤ e−na2

. D’où

In =

[

∫ b

a
e−nt2 dt

]
1
n

≤
[

e−na2
]

1
n
(b−a)

1
n = e−a2

(b−a)
1
n .

Or (b−a)
1
n tend vers 1 lorsquen→ +∞. Donc limn→+∞ In ≤ e−a2

.

Pour démontrer l’autre inégalité, on utilise la continuitéde la fonctione−t2
ena : à ε > 0

donné, on associeα > 0 tel quea+α ≤ b et pour toutt ∈ [a,a+α], e−t2 ≥ e−a2
(1− ε).
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Alors :

∫ b

a
e−nt2 dt ≥

∫ a+α

a
e−nt2 dt ≥ (1− ε)n

∫ a+α

a
e−na2

dt = α(1− ε)ne−na2
,

d’où l’inégalité :

In ≥ α
1
n(1− ε)e−a2

.

Commeα
1
n tend vers 1 lorsquen→ +∞, on en déduit

lim
n→+∞

In ≥ (1− ε)e−a2
.

Ceci étant vrai pour toutε > 0, on en déduit que

lim
n→+∞

In ≥ e−a2
.

Corrigé de l’exercice 3.3

On peut prendreF(x) =

∫ x

0

t
cos2 t

dt que l’on calcule en intégrant par partie en posant :

du=
dt

cos2 t
, u = tant,

v = t , dv= dt.

D’où

F(x) =

∫ x

0

t
cos2 t

dt =
[

t tant
]x
0−

∫ x

0
tant dt = xtanx+ ln

(

|cos|x
)

.

Corrigé de l’exercice 3.4

On distingue les 2 bornes d’intégration :

En+∞, la condition surα et β estβ −α > 1.
En 0, la condition surα et β estα > −1.
L’ensemble cherché est donc :{(α,β ) / α > −1 etβ > 1+α}.

Corrigé de l’exercice 3.5

On vérifie d’abord que toutes les fonctions qui interviennent dans cet exercice sont conti-
nues et positives, donc on peut appliquer les théorèmes de comparaison du cours.

1) Supposonsa≤ 0. Alors,ta tend vers 0 ou est égal à 1 (sia = 0) lorsquet → +∞ donc

dans ce cas la fonction
1

1+ tasin2 t
reste minorée par

1
2

lorsquet →+∞ et elle n’est donc

pas intégrable sur l’intervalle[0,+∞[.

2) Supposons 0< a≤ 1. Alors dans ce cas, on peut écrire, pourt ∈ [0,+∞[ :

1
1+ ta ≤ 1

1+ tasin2 t
≤ 1.
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Or la fonction
1

1+ ta est équivalente au voisinage de+∞ à
1
ta , qui n’est pas intégrable en

+∞. Donc la fonction
1

1+ tasin2 t
n’est pas intégrable sur[0,+∞[.

3) Supposons 1< a et posons, pourn > 1 :

un =
∫ nπ+ π

2

nπ− π
2

dt

1+ tasin2 t
et u0 =

∫ + π
2

0

dt

1+ tasin2 t

En effectuant le changement de variablet = nπ +s, on obtient :

un =
∫ + π

2

− π
2

ds

1+(nπ +s)asin2s
.

On va, comme dans les 2 premiers cas, encadrerun entre deux intégrales plus simples

obtenues en remplaçant(nπ +s)a par(nπ − π
2

)a et (nπ +
π
2

)a, soit :

wn =
∫ + π

2

− π
2

ds

1+(nπ + π
2)asin2s

≤ un ≤
∫ + π

2

− π
2

ds

1+(nπ − π
2)asin2s

= vn.

On peut calculer l’intégrale de RiemannI =
∫ + π

2

− π
2

ds

1+Casin2s
en effectuant le change-

ment de variableu = tans :

I =
∫ +∞

−∞

du
u2(1+Ca)+1

=
π

(1+Ca)
1
2

.

On en déduit les équivalences suivantes quandn tend vers+∞t :

vn =
π

(1+(nπ − π
2)a)

1
2

∼ π
(nπ)

a
2
,

wn =
π

(1+(nπ + π
2)a)

1
2

∼ π
(nπ)

a
2
.

La série à termes positifsun est encadrée par deux séries à termes positifsvn etwn, qui sont
convergentes si et seulement sia > 2. La série de terme généralun est donc convergente
si a > 2 et divergente si 1< a≤ 2.

On pose, pourX > 0 : F(X) =
∫ X

0

dt

1+ tasin2 t
.

Il est facile de voir queF(nπ +
π
2

) =
n

∑
k=0

uk.

a) Pour 1< a≤ 2, F(nπ +
π
2

) tend vers+∞ lorsquen→ +∞ et doncF(X) ne peut pas

avoir de limite lorsquen→ +∞ et l’intégrale généralisée diverge.

b) Poura > 2, pour toutX > 0, il existen∈ N tel que :nπ − π
2
≤ X ≤ nπ +

π
2

. On peut

donc écrire :

F(x) = F(nπ − π
2

)+

∫ X

nπ− π
2

dt

1+ tasin2 t
.

LorsqueX → +∞, n→ +∞ etF(nπ − π
2) admet une limite finie. D’autre part, l’intégrale

∫ X

nπ− π
2

dt

1+ tasin2 t
est inférieure àun+1 et donc tend vers 0 lorsqueX → +∞. L’intégrale
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généralisée existe donc bien dans ce cas et sa valeur est la somme de la série de terme
généralun.

Corrigé de l’exercice 3.6

On découpe l’intégrale généralisée en deux, l’une sur[0,+∞[ et l’autre sur]−∞,0].

1) Soit X > 0, on peut écrire :

∫ X

0

(

f (t +1)− f (t)
)

dt =

∫ X

0
f (t +1)dt−

∫ X

0
f (t)dt

=
∫ X+1

1
f (s)ds−

∫ X

0
f (t)dt

=
∫ X+1

X
f (t)dt−

∫ 1

0
f (t)dt.

Soitε > 0. Puisquef (t) tend versl lorsquet → +∞, il existeA > 0 tel quet > A entraîne
l − ε < f (t) < l + ε.

On en déduit que siX > A, alorsl − ε ≤
∫ X+1

X
f (t)dt ≤ l + ε.

D’où lim
X→+∞

∫ X+1

X
f (x)dx= l et l’intégrale généralisée

∫ +∞

0

(

f (t +1)− f (t)
)

dt existe et

vaut l −
∫ 1

0
f (t)dt.

2) Pour l’intégrale généralisée sur]−∞,0], le même raisonnement permettrait de démon-

trer que l’intégrale généralisée
∫ −∞

0

(

f (t +1)− f (t)
)

dt existe et vautl ′−
∫ 1

0
f (t)dt.

En rassemblant ces deux résultats, on en déduit donc que l’intégrale généralisée

∫ +∞

−∞

(

f (t +1)− f (t)
)

dt

existe et vautl − l ′.

Corrigé de l’exercice 3.7

L’idée est de construire une fonction, nulle sauf sur de trèspetits intervalles où elle prend
de grandes valeurs. Précisément, on définitf par :

f (n) = n , f (n− 1
2n3) = f (n+

1
2n3) = 0 pourn > 0,

f est affine sur[n− 1
2n3 ,n] et sur[n,n+

1
2n3 ],

f est nulle ailleurs.

On voit facilement quef est continue, positive sur[0,+∞] et que f n’est pas bornée sur
[0,+∞[.

En revanche, pour toutX > 0, l’intégraleF(X) =
∫ X

0
f (t)dt est majorée par

1
2

+∞

∑
n=0

1
n2 .

CommeF est une fonction positive croissante, ceci implique queF(X) a une limite finie
lorsqueX → +∞ et donc que l’intégrale généralisée existe.



Chapitre 4
Suites et séries de fonctions

4.1 Convergence simple

On suppose queK est l’un des corpsR ouC et queD est une partie non vide deK.

4.1.1 Définition. i) Une suite de fonctions( fn)n∈N de D dansK est une applica-
tion n→ fn deN dans l’ensemble des fonctions de D dansK.

ii) Une suite de fonctions( fn)n∈N de D dansK converge simplement vers la fonc-
tion f si quelque soit t∈ D, la suite numérique

(

fn(t)
)

n∈N
converge vers f(t).

On peut reformuler la propriétéii) de la façon suivante :

4.1.2 Proposition.La suite de fonctions( fn)n∈N de D dansK converge simplement vers
la fonction f si et seulement si :

∀t ∈ D , ∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel quen≥ N ⇒ | fn(t)− f (t)| ≤ ε.

4.1.3 Définition. i) Une série de fonctions de terme général un de D dansK

est un couple formé de deux suites de fonctions définies sur D et à valeurs dansK
{(un)n∈N,(sn)n∈N} telles que

∀t ∈ D , ∀n∈ N , sn(t) =
n

∑
i=0

ui(t).

ii) Pour tout n∈ N, un s’appelle le terme général d’ordre n de la série de fonctions
et sn s’appelle la somme partielle d’ordre n.

iii) Une série de fonctions de terme général un, défini sur D, à valeurs dansK
converge simplement et a pour somme s si quel que soit t∈ D, la série numérique de
terme général un(t) converge et a pour somme s(t).

iv) Si la série converge simplement, pour tout t∈ D et n∈ N, rn(t) = s(t)− sn(t)
s’appelle le reste d’ordre n de la série de terme général un

Comme dans le cas des séries numériques, on a :

4.1.4 Notations.On notes=
+∞

∑
i=0

ui . Ce qui veut dire :

∀t ∈ D , s(t) = lim
n→+∞

n

∑
i=0

ui(t).
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Si la série de fonctions de terme généralun converge simplement et a pour sommes, on
peut donc écrire :∀t ∈ D , ∀n∈ N ,

rn(t) = lim
k→+∞

k

∑
i=0

ui(t)−
n

∑
i=0

ui(t) = lim
k→+∞

k

∑
i=n+1

ui(t) =
+∞

∑
i=n+1

ui(t).

La convergence de la série de terme généralun(t) s’exprime par la convergence de la

suite des sommes partiellessn(t) =
n

∑
i=0

ui(t). On peut donc reformuler la propriétéiii) de

la définition 4.1.3 en :

4.1.5 Proposition.La série de fonctions de terme général un de D dansK converge sim-
plement et a pour somme s si et seulement si,∀t ∈ D , ∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que :

n≥ N ⇒ |sn(t)−s(t)|=
∣

∣

∣

∣

∣

n

∑
i=0

un(t)−s(t)

∣

∣

∣

∣

∣

= |rn(t)| ≤ ε.

Remarquons que dans ces définitions et propositions sur la convergence simple, l’entier
N peut dépendre det : il n’y a pas en général un entierN qui marche pour toutt ∈ D. A
cause de cela, la convergence simple des suites ou séries de fonctions ne transmet pas, en
général, les propriétés de la suite à sa limite ou de la série àsa somme.

Donnons des exemples :

4.1.6 Exemple. i) La suite de fonctions continues définie pour tout t∈ [0,1] par

fn(t) = tn,

converge simplement vers la fonction discontinue f telle que :
{

f (t) = 0 si t ∈ [0,1[
f (1) = 1.

ii) La série de fonctions continues définie pour tout t∈ [0,
π
2

], de terme général

un(t) = sin2 t cosn t,

converge simplement et a pour somme la fonction s, discontinue en 0, telle que :






s(t) =
sin2 t

1−cost
si t ∈]0,

π
2
]

s(0) = 0.

4.1.7 Exemple. i) La suite de fonctions dérivables définie pour n≥ 1 et pour
t ∈ [0,π/2] par

fn(t) =
sinnt√

n
,

converge simplement vers la fonction0.
Par contre la suites des dérivées

f ′n(t) =
ncosnt√

n
=
√

ncosnt,
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ne converge pas vers 0 qui est pourtant la dérivée de la limitedes( fn)n∈N.
ii) La série de fonctions dérivables définie pour n≥ 2 et pour t∈ [0,π/2], de terme

général

un(t) =
sinnt√

n
− sin(n−1)t√

n−1
,

converge simplement et a pour somme la fonction−sint.
La série des dérivées ne converge pas.

4.1.8 Exemple. i) La suite de fonctions définie par fn(t) = nt(1− t2)n pour tout
t ∈ [0,1] converge simplement vers la fonction nulle. Par contre,

∫ 1

0
fn(t)dt = n

∫ 1

0
t(1− t2)ndt =

n
2n+2

.

Cette suite converge vers1/2 qui n’est pas égal à l’intégrale de la limite des( fn)n∈N sur
[0,1].

ii) La série de fonctions continues définie pour n≥ 1, de terme général

un(t) = nt(1− t2)n− (n−1)t(1− t2)(n−1),

pour tout t∈ [0,1] converge simplement et a pour somme 0. L’intégrale de un sur [0,1]

vaut d’après le i)
n

2n+2
− n−1

2n
. La série dont le terme général est l’intégrale de un sur

[0,1] converge donc vers1/2, puisque

n

∑
i=1

(

i
2i +2

− i −1
2i

)

=
n

2n+2
−→n→+∞

1
2
,

qui n’est pas l’intégrale de la somme de la série de terme général un sur [0,1].

Pour que les propriétés de la suite ou de la série, se transmettent à la limite de la suite
ou à la somme de la série, on est donc amené à définir une convergence plus forte, la
convergence uniforme.

4.2 Convergence uniforme

4.2.1 Définition. Une suite de fonctions( fn)n∈N de D dansK converge uniformément
vers la fonction f si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que, n≥ N ⇒∀t ∈ D , | fn(t)− f (t)| ≤ ε.

Cette définition s’écrit encore :

4.2.2 Proposition. La suite de fonctions( fn)n∈N de D dansK converge uniformément
vers f si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que, n≥ N ⇒ sup
t∈D

| fn(t)− f (t)| ≤ ε.



82 Chapitre 4. Suites et séries de fonctions

4.2.3 Définition. Une série de fonctions de terme général un de D dansK converge uni-
formément et a pour somme s si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que,

n≥ N ⇒∀t ∈ D , |sn(t)−s(t)|=
∣

∣

∣

∣

∣

n

∑
i=0

ui(t)−s(t)

∣

∣

∣

∣

∣

= |rn(t)| ≤ ε.

On peut également reformuler ceci en :

4.2.4 Proposition. La série de fonctions de terme général un de D dansK converge
uniformément et a pour somme s si et seulement si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que,

n≥ N ⇒ sup
t∈D

|sn(t)−s(t)|= sup
t∈D

∣

∣

∣

∣

∣

n

∑
i=0

un(t)−s(t)

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
t∈D

|rn(t)| ≤ ε.

On peut définir une norme sur l’ensemble des fonctions bornées sur un ensembleD, qui
est directement reliée à la convergence uniforme des suitesou séries de fonctions :

4.2.5 Définition. Soit f une fonction bornée sur D, alors on appelle norme de la conver-
gence uniforme de f , le nombre défini par :

‖ f‖∞ = sup{| f (t)| | t ∈ D}.

Grâce à cette norme, on peut écrire très simplement la convergence uniforme des suites et
séries de fonctions :

Remarque. 1) La suite de fonctions( fn)n∈N converge uniformément versf si et
seulement si la suite numérique(‖ fn− f‖∞)n∈N converge vers 0.

2) La série de fonctions de terme généralun converge uniformément et a pour
sommessi et seulement si la suite numérique(‖sn−s‖∞)n∈N converge vers 0.

La différence essentielle entre les définitions 4.2.1 et 4.2.3 sur la convergence uniforme
des suites et séries de fonctions et leurs analogues pour la convergence simple, définitions
4.1.1 et 4.1.3, est qu’ici l’entierN ne dépend pas det ∈ D : il est le même pour tous lest
dansD. Cette constatation permet de montrer la proposition suivante :

4.2.6 Proposition. i) Si une suite( fn)n∈N converge uniformément vers f , elle
converge simplement vers f et la réciproque est fausse.

ii) Si une série de terme général un converge uniformément et a pour somme s, elle
converge simplement et a même somme. La réciproque est fausse.

Démonstration. i)Il suffit de remarquer que si supt∈D | fn(t)− f (t)| tend vers 0 quand
n→ +∞, alors, pourt0 fixé dansD, fn(t0)− f (t0) tend vers 0.

Voici un contre-exemple montrant que la réciproque de cetteproposition est fausse :
la suite de fonctions de l’exemple 4.1.6,fn(t) = tn pour t ∈ [0,1] converge simplement
vers la fonctionf telle quef (t) = 0 si t ∈ [0,1[ et f (1) = 1.
Or supt∈[0,1] | fn(t)− f (t)|= supt∈[0,1[ |tn|= 1 ne tend pas vers 0 quandn→+∞ donc cette
suite ne converge pas uniformément sur[0,1].
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ii) De la même manière, si supt∈D |sn(t)−s(t)| tend vers 0 quandn→ +∞, alors, pourt0
fixé dansD, sn(t0)−s(t0) tend vers 0.

De même, pour montrer que la réciproque de cette propositionest fausse, donnons un
contre exemple :
la série de fonctions de l’exemple 4.1.6, de terme généralun(t) = sin2 t cosn t défini pour
t ∈ [0,π/2] converge simplement mais non uniformément car :

sup
t∈[0,π/2]

|rn(t)|= sup
t∈[0,π/2]

∣

∣

∣

∣

∣

+∞

∑
i=n+1

sin2 t cosi t

∣

∣

∣

∣

∣

= sup
x∈[0,π/2]

∣

∣

∣

∣

sin2 t cosn+1 t
1−cost

∣

∣

∣

∣

= 2,

puisque :

lim
t→0

sin2 t cosn+1 t
1−cost

= 2.

Il existe un critère de Cauchy uniforme, qui permet de testerla convergence uniforme
d’une suite ou d’une série sans connaître sa limite ou sa somme :

4.2.7 Théorème.Critère de Cauchy uniforme.
i) Une suite de fonctions( fn)n∈N de D dansK converge uniformément si et seule-

ment si :
∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que p,q≥ N ⇒ sup

t∈D

∣

∣ fp(t)− fq(t)
∣

∣≤ ε.

ii) Une série de fonctions de terme général un de D dansK converge uniformément
si et seulement si :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel que p,q≥ N ⇒ sup
t∈D

∣

∣sp(t)−sq(t)
∣

∣= sup
t∈D

∣

∣

∣

∣

∣

p

∑
i=q+1

ui(t)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ ε.

Démonstration. i)Supposons que( fn)n∈N converge uniformément versf surD. Alors :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel quen≥ N ⇒∀t ∈ D , | fn(t)− f (t)| ≤ ε.

D’où

p,q≥ N ⇒∀t ∈ D ,
∣

∣ fp(t)− fq(t)
∣

∣≤
∣

∣ fp(t)− f (t)
∣

∣+
∣

∣ fq(t)− f (t)
∣

∣≤ 2ε.

On a donc bien le critère de Cauchy uniforme.

Réciproquement, si

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel quep,q≥ N ⇒∀t ∈ D ,
∣

∣ fp(t)− fq(t)
∣

∣≤ ε,

pourt ∈ D fixé, la suite de nombres( fn(t))n∈N est de Cauchy dansK, donc converge vers
un nombref (t). Dans le critère de Cauchy, on peut alors faire tendreq vers+∞ et on
obtient :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel quep≥ N ⇒∀t ∈ D ,
∣

∣ fp(t)− f (t)
∣

∣≤ ε.

Ceci montre que la suite( fn)n∈N converge uniformément versf .

ii) La démonstration de cette propriété pour les séries est la même que pour les suites en
raisonnant sur la suite des sommes partielles.
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Comme dans le cas numérique, proposition 2.3.6, pourles séries de fonctions, le critère
de Cauchy uniforme a un corollaire, que l’on utilise beaucoup par sa contraposée, pour
montrer qu’une série de fonctions ne converge pas uniformément :

4.2.8 Corollaire. Si la série de fonctions de terme général un de D dansK converge
uniformément sur D, alors‖un‖∞ = supt∈D |un(t)| → 0 quand n→ ∞. La réciproque est
fausse.

Démonstration.Il suffit d’écrire :

‖un‖∞ = sup
t∈D

|un(t)|= sup
t∈D

|sn(t)−sn−1(t)| ,

et d’appliquer le critère de Cauchy uniforme.

Pour montrer que la réciproque est fausse, il suffit de prendre une série dont le terme
général est une fonction constante, qui diverge et dont le terme général tend vers 0 à
l’infini comme en 2.3.6. Par exemple la série de fonctions constantes, de terme général

un(t) =
1
n
, n > 1, pour toutt convient.

On a pour lesséries de fonctions, une notion de convergence, laconvergence normale,
qui implique la convergence uniforme et qui dans la pratiqueest souvent facile à vérifier :

4.2.9 Définition. Une série de fonctions de terme général un converge normalement sur D
si la série numérique à termes positifs de terme général‖un‖∞ = supt∈D |un(t)| converge.

Le terme convergence normale correspond au fait qu’elle s’exprime à l’aide de la norme
de la convergence uniforme définie dans la définition 4.2.5 :
Cette notion de convergence est plus forte que la convergence uniforme car on a :

4.2.10 Proposition.Si la série de fonctions de terme général un converge normalement
sur D, elle converge uniformément sur D.

Démonstration.On peut écrire :

sup
t∈D

∣

∣

∣

∣

∣

p

∑
i=q+1

ui(t)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
p

∑
i=q+1

sup
t∈D

|ui(t)| .

Si la série numérique de terme général supt∈D |un(t)| converge, elle vérifie le critère de
Cauchy et l’inégalité ci-dessus prouve que la série de termegénéralun vérifie le critère de
Cauchy uniforme. Donc elle converge uniformément surD.

Remarque. La réciproque de cette propriété est fausse : la série de fonctions de terme

généralun(t) =
(−1)n

n+ t
, n > 1, est uniformément convergente mais non normalement

convergente sur[0,1].

En effet, cette série de fonctions n’est pas normalement convergente car

‖un‖∞ = sup
t∈[0,1]

∣

∣

∣

∣

(−1)n

n+ t

∣

∣

∣

∣

=
1
n
,

et cette série numérique est divergente.
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Pour montrer la convergence uniforme, on utilise la majoration du reste d’une série alter-
née, voir 2.5.2 :

∀t ∈ [0,1] , |rn(t)| ≤
∣

∣

∣

∣

(−1)n

n+1+ t

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

1
n+1

∣

∣

∣

∣

.

Par suite, sup
t∈[0,1]

|rn(t)| → 0 quandn→ ∞ et on a bien convergence uniforme sur[0,1].

4.2.11 Exemple. i) La série de terme général un(t) =
sinnt

n2 ,n > 1, définie surR

converge normalement car :

‖un‖∞ = sup
t∈R

∣

∣

∣

∣

sinnt
n2

∣

∣

∣

∣

=
1
n2 .

ii) Soit r ∈]0,1[. La série de terme général un(z) = zn définie sur le disque Dr centré
à l’origine, de rayon r, converge uniformément sur ce disquecar :

‖un‖∞ = sup
z∈Dr

|un(z)| = rn.

Remarque.Dans toutes les définitions et propriétés de ce paragraphe, le domaineD est
fondamental. Dans l’exempleii) ci dessus, on a convergence uniforme surDr pourr < 1
mais pas surD1.

4.3 Continuité des limites et des sommes
pour la convergence uniforme

4.3.1 Théorème.Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pour toutn∈ N, fn est continue en
un point t0 de D, f est aussi continue en t0.
On peut alors écrire :

f (t0) = lim
t→t0

f (t) = lim
t→t0

lim
n→+∞

fn(t)

= lim
n→+∞

fn(t0) = lim
n→+∞

lim
t→t0

fn(t),

ce qui est un cas d’interversion de limites.

Démonstration.Puisque la suite( fn)n∈N converge uniformément versf , on a :

∀ε > 0 , ∃N ∈ N tel quen≥ N ⇒ ∀t ∈ D , | fn(t)− f (t)| ≤ ε
3
.

ε > 0 étant fixé, écrivons la continuité de la fonctionfN ent0 :

∃η > 0 tel que|t − t0| ≤ η ⇒ | fN(t)− fN(t0)| ≤
ε
3
.

Pour toutt ∈ D , on peut alors écrire :

| f (t)− f (t0)| = | f (t)− fN(t)+ fN(t)− fN(t0)+ fN(t0)− f (t0)|
≤ | f (t)− fN(t)|+ | fN(t)− fN(t0)|+ | fN(t0)− f (t0)| .
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Donc si|t − t0| ≤ η, on a

| f (t)− f (t0)| ≤
ε
3

+
ε
3

+
ε
3

= ε.

Ceci prouve la continuité def ent0.

4.3.2 Corollaire. Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions définies sur un domaine D et qui
converge uniformément vers une fonction f sur D. Si pour toutn∈ N, fn est continue sur
D, f est aussi continue sur D.

4.3.3 Théorème.On considère une série de fonctions de terme général un, défini sur un
domaine D, qui converge uniformément et a pour somme la fonction s sur D. Si pour tout
n∈ N, un est continue en un point t0 de D, s est aussi continue en t0.
On peut alors écrire :

s(t0) = lim
t→t0

+∞

∑
i=0

ui(t)

=
+∞

∑
i=0

ui(t0) =
+∞

∑
i=0

lim
t→t0

ui(t),

ce qui est un cas d’interversion de limite et somme infinie.

Démonstration.On applique le théorème 4.3.1 à la suite
(

sn
)

n∈N
des sommes partielles

de la série de terme généralun, qui sont continues comme sommes finies de fonctions
continues.

4.3.4 Corollaire. On considère une série de fonctions de terme général un, défini sur un
domaine D, qui converge uniformément et a pour somme la fonction s sur D. Si pour tout
n∈ N, un est continue sur D, s est aussi continue sur D.

On utilise souvent ces résultats par contraposée : en reprenant l’exemple 4.1.6, on retrouve
immédiatement :

4.3.5 Exemple. i) La suite de fonctions continues fn(t) = tn converge simplement
vers une fonction f , discontinue sur[0,1]. Elle ne converge donc pas uniformément sur
cet intervalle.

ii) La série de fonctions continues de terme généralsin2 t cosn t converge simple-
ment sur[0,π/2] et a pour somme une fonction discontinue. Elle ne converge donc pas
uniformément sur cet intervalle.

La convergence uniforme des suites ou séries de fonctions est suffisante mais non néces-
saire pour assurer la continuité des limites ou des sommes. De plus, en général, on ne peut
pas appliquer directement les résultats de continuité des limites de suites de fonctions,
théorème 4.3.1, et de sommes de séries de fonctions, théorème 4.3.3, sur le domaineD en
entier et on est obligé d’utiliser un argument, dit de saturation. Donnons deux exemples :

4.3.6 Exemple. 1) La suite de fonctions fn(t) = n2te−nt ne converge pas unifor-
mément sur[0,+∞[ mais sa limite est continue sur[0,+∞[.

2) La somme de la série de fonctions de terme général
1
nt n > 1, est continue sur

]1,+∞[.
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Démonstration. 1)La suite de fonctions( fn)n∈N converge simplement vers 0 sur[0,+∞[
qui est bien une fonction continue.
Par contre, la convergence n’est pas uniforme. En effet, on af ′n(t) = n2e−nt(1−nt), cette

fonction s’annule ent =
1
n

et sup
t∈[0,+∞[

fn(t) = fn(
1
n
) =

n
e

ne tend pas vers 0 quandn→+∞.

En revanche, il est facile de voir que la suite de fonctions( fn)n∈N converge uniformément
vers 0 sur tout intervalle[a,+∞[, poura > 0.

2) Soit a > 1. On peut écrire :

∀t ∈ [a,+∞[ , 0≤ 1
nt ≤

1
na .

La série numérique de terme général
1
na est convergente. La série de fonctions de terme

général
1
nt est normalement convergente donc uniformément convergente sur[a,+∞[ et

sa sommes est continue sur cet intervalle. Comme ce raisonnement est valable pour tout
a> 1,sest continue sur tous les intervalles[a,+∞[ aveca> 1 donc aussi sur leur réunion
qui est exactement l’intervalle]1,+∞[.

4.4 Dérivabilité des limites et des sommes
pour la convergence uniforme

Pour pouvoir parler de dérivation, on va se placer sur un intervalle ouvertI ⊂ R.

4.4.1 Théorème.Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions définies et dérivables sur un inter-
valle I ∈ R telle que :

1) Il existe t0 ∈ I tel que la suite numérique( fn(t0))n∈N converge
2) La suite des dérivées( f ′n)n∈N converge uniformément sur tout sous-intervalle

borné de I vers une fonction g.
Alors, la suite( fn)n∈N converge uniformément sur tout sous-intervalle borné de I vers
une fonction dérivable f telle que f′ = g.
On peut alors écrire, pour tout t∈ I,

f ′(t) =

(

lim
n→+∞

fn(t)

)′

= lim
n→+∞

f ′n(t),

ce qui est un cas d’interversion de limite et de dérivation.

Démonstration.Soit I ′ un sous-intervalle borné deI contenantt0 et soit|I ′| sa longueur.
Soit ε > 0 fixé. On peut écrire le critère de Cauchy uniforme pour la suite( f ′n)n∈N surI ′ :

∃N ∈ N tel quep,q≥ N ⇒∀t ∈ I ′ ,
∣

∣ f ′p(t)− f ′q(t)
∣

∣≤ ε
2|I ′| .

Pour chaque couplep,q≥ N, appliquons le théorème des accroissements finis ent0 à la
fonction fp− fq : pour toutt ∈ I ′,

∣

∣[ fp(t)− fq(t)]− [ fp(t0)− fq(t0)]
∣

∣ ≤ |t− t0|sup
t∈I ′

∣

∣ f ′p(t)− f ′q(t)
∣

∣

≤ |t− t0|
ε

2|I ′| ≤
ε
2
.



88 Chapitre 4. Suites et séries de fonctions

Donc pour toutt ∈ I ′, on a :
∣

∣ fp(t)− fq(t)
∣

∣≤
∣

∣ fp(t0)− fq(t0)
∣

∣+
ε
2
.

Par hypothèse, la suite( fn(t0))n∈N converge ; par suite, elle est de Cauchy et il existe
N′ ∈ N tel que

p,q≥ N′ ⇒
∣

∣ fp(t0)− fq(t0)
∣

∣≤ ε
2
.

On en déduit que :

p,q≥ sup{N,N′}⇒ ∀t ∈ I ′ ,
∣

∣ fp(t)− fq(t)
∣

∣≤ ε
2

+
ε
2

= ε.

Ceci prouve la convergence uniforme de la suite( fn)n∈N surI ′. Soit f sa limite.

En reprenant la formule des accroissements finis ci-dessus en un pointt1∈ I ′ et en divisant
par|t − t1|, on peut écrire :p,q≥ N ⇒∀t ∈ I ′, t 6= t1,

∣

∣

∣

∣

fp(t)− fq(t)

t − t1
− fp(t1)− fq(t1)

t − t1

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

fp(t)− fp(t1)

t − t1
− fq(t)− fq(t1)

t − t1

∣

∣

∣

∣

≤ ε
2|I ′| .

En revenant au début de la démonstration, on a vu que l’on a aussi :

p,q≥ N ⇒ ∀t ∈ I ′ ,
∣

∣ f ′p(t)− f ′q(t)
∣

∣≤ ε
2|I ′| .

En définissant la suite de fonctions(ϕn)n∈N par :∀n∈ N,







ϕn(t) =
fn(t)− fn(t1)

t − t1
pourt 6= t1

ϕn(t1) = f ′n(t1),

ces propriétés montrent que la suite(ϕn)n∈N converge uniformément surI ′. Soit ϕ sa
limite.

La suite(ϕn)n∈N est une suite de fonctions continues ent1 car puisque par hypothèse, les
fonctions fn sont dérivables ent1 et on peut écrire :

lim
t→t1

ϕn(t) = lim
t→t1

fn(t)− fn(t1)
t − t1

= f ′n(t1) = ϕn(t1).

En appliquant le théorème 4.3.1, on voit que la limiteϕ de(ϕn)n∈N est continue ent1 et
que

ϕ(t1) = g(t1) = lim
n→+∞

f ′n(t1) = lim
n→+∞

lim
t→t1

fn(t)− fn(t1)
t − t1

= lim
t→t1

lim
n→+∞

fn(t)− fn(t1)
t − t1

= lim
t→t1

f (t)− f (t1)
t − t1

.

On en déduit que la dérivée def au pointt1 existe et vaut

f ′(t1) = g(t1) = lim
n→+∞

f ′n(t1).

Puisque ceci est vrai pour toutt1 ∈ I ′, ceci prouve bien quef est dérivable surI ′ et que sa
dérivée est la limite de la suite( f ′n)n∈N, c’est-à-dire queg = f ′.
Comme on a choisi pourI ′ un sous-intervalle borné quelconque deI contenantt0, le
raisonnement précédent prouve que la suite( fn)n∈N converge uniformément sur tous sous-
intervalles bornés deI contenantt0. Donc la limite f de la suite( fn)n∈N est dérivable, de
dérivéeg sur tous sous-intervalles bornés deI contenantt0 et par suite surI tout entier.
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4.4.2 Corollaire. Sous les hypothèses du théorème 4.4.1, si de plus, les fonctions f′n sont
continues sur I, alors la limite f a une dérivée f′ continue sur I.

Démonstration.Comme sous les hypothèses du théorème 4.4.1, la suite( f ′n)n∈N converge
uniformément sur tout sous-intervalle borné deI , il suffit d’appliquer le théorème 4.3.1 :
la limite f ′ de la suite( f ′n)n∈N est continue sur tout sous-intervalle borné deI et donc sur
I tout entier.

Remarquons que la convergence uniforme de la suite de fonctions ne suffit pas à assurer
la dérivabilité de la limite :

4.4.3 Exemple.La suite de fonctions dérivables fn(t) =
(

t2 +
1
n2

)1/2
, n > 1 converge

uniformément surR vers la fonction|t|, qui n’est pas dérivable en 0.

En effet, pour toutt ∈ R on a :

|t| ≤ (t2+
1
n2)1/2 ≤ |t|+ 1

n
.

D’où

∀t ∈ R , | fn(t)−|t|| ≤ 1
n
.

Cette inégalité implique la convergence uniforme de la suite ( fn)n∈N vers la fonction|t|.
D’après le théorème 4.4.1, la suite des dérivées ne convergepas uniformément surR.

On utilisera beaucoup le cas particulier du théorème 4.4.1 suivant :

4.4.4 Corollaire. Si la suite de fonctions dérivables( fn)n∈N converge simplement sur
I vers f et si la suite des dérivées converge uniformément surtous les sous-intervalles
bornés de I vers g, alors f est dérivable et f′ = g sur I.

On va maintenant étudier la dérivabilité des sommes de séries :

4.4.5 Théorème.Soit I un intervalle deR. On considère une série de fonctions de terme
général un, dérivable sur I telle que

1) Il existe t0 ∈ I tel que la série numérique de terme général un(t0) converge
2) La série des dérivées, de terme général u′

n converge uniformément sur tout sous-
intervalle borné de I et a pour somme une fonctionσ .
Alors, la série de terme général un converge uniformément sur tout sous-intervalle borné
de I et a pour somme une fonction dérivable s telle que s′ = σ .
Avec la notation des sommes infinies, ceci s’écrit :

s′(t) =

(

+∞

∑
n=0

un(t)

)′

=
+∞

∑
n=0

u′n(t),

ce qui est un cas d’interversion de somme infinie et de dérivation.

Démonstration.Il suffit d’appliquer le théorème 4.4.1 à la suite(sn)n∈N des sommes par-
tielles de la série de terme généralun, qui sont dérivables comme sommes finies de fonc-
tions dérivables.



90 Chapitre 4. Suites et séries de fonctions

On obtient également les corollaires suivant pour les séries de fonctions :

4.4.6 Corollaire. Sous les hypothèses du théorème 4.4.5, si de plus, les fonctions u′n sont
continues sur I, alors la somme s a une dérivée s′ continue sur I.

4.4.7 Corollaire. Si la série de fonctions dérivables, de terme général un converge sim-
plement sur I et a pour somme s et si la suite des dérivées converge uniformément sur tous
les sous-intervalles bornés de I et a pour sommeσ , alors s est dérivable et s′ = σ sur I.

4.4.8 Exemple.Soit0 < r < 1 et I = [−r,+r]. On considère la série de fonctions définies

sur I, de terme général un(t) =
tn+1

n+1
.

La série numérique de terme généralun(0) converge (c’est la série nulle !) et la série des
dérivées de terme généraltn converge uniformément surI d’après l’exemple 4.2.11(ii) .

La sommes(t) =
+∞

∑
n=0

tn+1

n+1
est donc dérivable et sa dérivée vaut :

s′(t) =
+∞

∑
n=0

tn =
1

1− t
.

Commes(0) = 0, on en déduit ques(t) =
+∞

∑
n=0

tn+1

n+1
= − ln(1− t).

4.5 Intégration des limites et sommes pour la convergence uniforme

4.5.1 Théorème.Soit( fn)n∈N une suite de fonctions définies et continues sur un intervalle
[a,b] de R et qui converge uniformément vers une fonction f sur[a,b]. Alors, la suite

numérique
(

∫ b

a
fn(s)ds

)

n∈N
converge et a pour limite

∫ b

a
f (s)ds.

On peut alors écrire :
∫ b

a
f (s)ds = lim

n→+∞

∫ b

a
fn(s)ds

=
∫ b

a

(

lim
n→+∞

fn(s)

)

ds,

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’intégrales.

Démonstration.Pour toutn ∈ N et pour toutt ∈ [a,b], on poseFn(t) =

∫ t

a
fn(s)ds. Les

fonctionsFn sont dérivables sur[a,b] comme intégrales de fonctions continues et de plus

∀t ∈ [a,b] , F ′
n(t) = fn(t).

D’après l’hypothèse, la suite(F ′
n)n∈N converge uniformément sur[a,b] et comme pour

toutn∈N, Fn(a) = 0, la suite numérique
(

Fn(a)
)

n∈N
converge. On peut donc appliquer le

théorème 4.4.1 à la suite(Fn)n∈N : cette suite converge uniformément sur[a,b] vers une
fonctionF telle queF ′ = f et F(a) = 0. On en déduit :

∀t ∈ [a,b] , F(t) =

∫ t

a
f (s)ds.

En particulier pourt = b,

F(b) =

∫ b

a
f (s)ds.
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4.5.2 Exemple.Soit( fn)n∈N la suite de fonctions définies sur[0,1] par :

fn(t) = tn(1− t)n.

Comme pourt ∈ [0,1], 0≤ t(1− t) ≤ 1
4

, on a :∀n ∈ N, 0≤ fn(t) ≤
1
4n . Ceci implique

que la suite de fonctions continues( fn)n∈N converge uniformément vers 0 sur[0,1].

La suite
(

∫ 1

0
sn(1−s)nds

)

n∈N
converge vers 0.

4.5.3 Théorème.On considère une série de fonctions de terme général un, défini et
continu sur[a,b], qui converge uniformément sur[a,b] et a pour somme s. Alors, la série

numérique de terme général
(

∫ b

a
un(t)dt

)

converge et a pour somme
∫ b

a
s(t)dt.

On peut alors écrire :

∫ b

a
s(t)dt =

+∞

∑
n=0

∫ b

a
un(t)dt

=

∫ b

a

(

+∞

∑
n=0

un(t)

)

dt,

ce qui est un cas d’interversion de somme infinie et d’intégrale.

Démonstration.On applique le théorème précédent 4.5.1 à la suite(sn)n∈N des sommes
partielles de la série de terme généralun, qui sont continues sur[a,b] comme sommes
finies de fonctions continues .

4.5.4 Exemple.On considére la série de fonctions de terme général un(t) =
t2n

(2n)!
, défini

sur [0,1].

Comme∀t ∈ [0,1], 0≤ t2n

(2n)!
≤ 1

(2n)!
, cette série converge normalement donc unifor-

mément (proposition 4.2.10) sur[0,1]. D’après le théorème précédent, on a donc, pour
toutx∈ [0,1] :

+∞

∑
i=0

x2i+1

(2i +1)!
=

+∞

∑
i=0

∫ x

0

t2i

(2i)!
dt =

∫ x

0

(

+∞

∑
i=0

t2i

(2i)!

)

dt =

∫ x

0
cosht dt = sinhx.

4.6 Exercices sur le chapitre 4

4.1 Exercice.Pourn≥ 1 etx∈]0,+∞[, on définit la suite de fonctions( fn)n∈N par :

fn(x) = n|lnx|n .

1) Déterminer le domaine de convergence simpleD de cette suite de fonctions.

2) Etudier la convergence uniforme de la suite( fn)n∈N sur D et sur les sous-intervalles
fermés bornés deD.
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4.2 Exercice.Soitα un nombre réel strictement positif. On considère la suite defonctions
définie sur l’intervalle[0,1] par :

n≥ 1 , fn(x) = nxn(1−x)α .

1) Montrer que la suite de fonctions( fn)n∈N converge simplement sur l’intervalle[0,1] et
trouver sa limite.

2) Montrer que la suite de fonctions( fn)n∈N converge uniformément vers sa limite sur
l’intervalle [0,1] si et seulement siα > 1.

3) On suppose 0< α ≤ 1. Montrer que la suite de fonctions( fn)n∈N converge uniformé-
ment sur le segment[0,a] pour touta∈ [0,1[.

4.3 Exercice. Soit a un réel strictement positif. Pour toutn ∈ N, on désigne parun la
fonction définie pourx∈ [0,+∞[ par :

un(x) = nxae−nx2
.

1) Calculer lim
n→+∞

1
n

lnun(x) pourx > 0.

2) En déduire que pour touta > 0, la série de fonctions de terme généralun(x) converge
simplement sur[0,+∞[.

3) a)Pour|z| < 1, calculer
∞

∑
n=1

nzn.

b) En faisant un changement de variable, en déduire la sommes(x) =
+∞

∑
n=1

un(x) pour

toutx∈ [0,+∞[.

4)a)Calculer sup
x∈[0,+∞[

un(x).

b) En déduire que la série de fonctions de terme généralun(x) converge normalement
sur[0,+∞[ si et seulement sia > 4.

5) Soit a = 4. On cherche à montrer que dans ce cas, la série de fonctionsun(x) ne
converge pas uniformément sur[0,+∞[.

a) Trouver un réelC > 0 tel que

∀N⋆ ∈ N ,
2N

∑
n=N

un(xN) ≥C avecxN =

√

2
N

.

b) En déduire que sup
x∈]0,+∞[

2N

∑
n=N

un(x) ne tend pas vers 0 quandN → +∞.

c) Conclure.

6) On suppose toujours quea = 4.

a) Montrer que limx→0+ s(x) = 1.

b) Retrouver la conclusion de la question5).
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4.4 Exercice.Démontrer les inégalités, pour 0≤ x≤ 1 :

0≤ ex−1−x≤ 2x2.

Soit
un(t) = exp2−nt −1, t ∈ R, n∈ N

∗.

1) Déterminer l’ensembleD des réelst ∈ R pour lesquels la série de fonctions de terme
généralun(t) converge.

2) Soit a > 0. Etudier la convergence uniforme sur l’intervalle[a,+∞[ de la série de
fonctions de terme généralun.

3) Soits la somme de la série de fonctions de terme généralun. Etudier la continuité de la
fonctions surD.

4) Trouver un équivalent pours(t) quandt tend vers+∞.

4.5 Exercice.On considère la suite de fonction( fn)n∈N∗ définie par :

fn(t) = 0 si t ≥ 1
n

, fn(
1
2n

) = 2n, fn(0) = 0 et fn est affine continue sur les intervalles

[0,
1
2n

] et [
1
2n

,
1
n
].

1) Expliciter les fonctionsfn pourt ∈ [0,
1
n
] et les représenter sur un graphe.

2) Vérifier que pour toutt ∈ [0,1], fn(t) → 0 quandn→ +∞.

3) Montrer que pour toutn∈ N :

∫ 1

0
fn(t)dt = 1

4) Pourquoi le théorème 4.5.1 ne s’applique t-il pas ?

4.7 Corrigé des exercices sur le Chapitre 4

Corrigé de l’exercice 4.1

1) Pour|lnx|< 1, la suite numérique
(

fn(x)
)

n∈N
converge vers 0 et pour|lnx| ≥ 1, la suite

numérique
(

fn(x)
)

n∈N
diverge. DoncD =]

1
e
,e[.

2) On remarque que sup
x∈D

n|lnx|n = n donc la suite de fonctions( fn)n∈N ne converge pas

uniformément surD.

Soit [a,b]⊂]
1
e
,e[ un sous-ensemble compact deD.

Alors sup
x∈[a,b]

n|lnx|n = nsup(|lna| , |lnb|)n → 0 lorsquen→+∞, donc la suite de fonctions

( fn)n∈N converge uniformément sur[a,b].

Corrigé de l’exercice 4.2

1) Si 0≤ x < 1, nxn → 0 lorsquen→ +∞.
Si x = 1, fn(x) = 0.
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Donc la suite de fonctions( fn)n≥1 converge simplement vers 0 lorsquen→ +∞.

2) On cherche le maximum de la fonctionfn sur l’intervalle[0,1]. Pour cela, on calcule :

f ′n(x) = nxn−1(1−x)α−1(n− (n+α)x).

En posantxn =
n

n+α
, on voit quefn est croissante sur[0,xn] et décroissante sur[xn,1].

fn atteint donc son maximum enxn et celui-ci vaut :

Mn = fn(xn) = n(1+
α
n

)−n(
α

n+α
)α ∼n→+∞ (

α
e

)αn1−α .

CommeMn → 0 lorsquen→ +∞ si et seulement siα > 1, la suite de fonctions( fn)n∈N

converge donc bien uniformément vers 0 sur[0,1] si et seulement siα > 1.

3) On suppose 0< α ≤ 1. Si a ∈ [0,1[ est fixé, comme limn→+∞ xn = 1, si n est assez
grand,xn > a, donc la fonctionfn est croissante sur le segment[0,a] et de plus, lorsque
n→ +∞ :

sup
0≤x≤a

| fn(x)| = fn(a) → 0.

La suite de fonctions( fn)n∈N converge donc bien uniformément sur le segment[0,a] pour
touta∈ [0,1[.

Corrigé de l’exercice 4.3

1) Pourx > 0, on a :
1
n

lnun(x) =
1
n

(

lnn+alnx−nx2).

D’où lim
n→+∞

1
n

lnun(x) = −x2

2) Pourx > 0 fixé, la série à termes positifsun(x) vérifie lim
n→+∞

n
√

un(x) = e−x2
< 1. On

peut donc appliquer le critère de Cauchy : la série de fonctions de terme généralun(x)
converge. Ceci étant vrai pour toutx > 0, on en déduit que la série de fonctions de terme
généralun(x) converge simplement sur]0,+∞[. En x = 0, la série de fonctions est nulle
donc convergente de somme nulle.

3) a)Pourz< 1,
z

(1−z)2 =
∞

∑
n=1

nzn.

b) Posonsz= e−x2
. On en déduit que pourx > 0, xa e−x2

(1−e−x2
)2

=
∞

∑
n=1

un(x) = s(x).

4) a)Etudions le maximum deun sur]0,+∞[ :

u′n(x) = nxa−1e−nx2(
a−2nx2

)

. Doncu′n(x) = 0 ⇐⇒ x = xn =

√

a
2n

.

un admet un maximum au pointxn etun(xn) =
aa/2

2a/2na/2−1
e−a/2 =

A

na/2−1
.

b) La série numérique de terme général
A

na/2−1
converge si et seulement si

a
2
− 1 > 1

c’est-à-direa > 4, ce qui implique le résultat.

5) Poura = 4, la série de fonctions de terme généralun(x) ne converge pas normalement
sur]0,+∞[.

a) PourN ≤ n≤ 2N, un(xN) ≥ n
( 2

N

)2
e−

2n
N ≥ 4

N
e−4.
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D’où
2N

∑
n=N

un(xN) ≥ 4e−4 = C.

b) On en déduit que sup
x∈]0,+∞[

2N

∑
n=N

un(x)≥
2N

∑
n=N

un(xN)≥C et donc sup
x∈]0,+∞[

2N

∑
n=N

un(x) ne tend

pas vers 0 quandN → +∞.

c) La série de fonctions de terme généralun(x) ne vérifie pas le critère de Cauchy uniforme
et donc ne converge pas uniformément sur]0,+∞[.

6) a)On remarque que(1−e−x2
)2 ∼ x4 quandx→ 0. Doncs(x)∼ e−x2 ∼ 1 quandx→ 0.

b) Commes(0) = 0, la somme de la série de fonctions de terme généralnx4e−nx2
est

discontinue sur[0,+∞[ et par suite la convergence ne peut pas être uniforme sur cet inter-
valle.

Corrigé de l’exercice 4.4

On posef (x) = ex−1− x et g(x) = ex−1− x−2x2. On vérifie quef (0) = g(0) = 0,
que f est croissante sur[0,1] et queg est décroissante sur[0,1]. Cela implique bien que
f (x) ≥ 0 etg(x) ≤ 0 sur[0,1].
1) Si t ≤ 0, alors la suite(un(t))n∈N∗ ne converge pas vers 0 quandn tend vers+∞, donc
la série de terme généralun(t) diverge.
Si t > 0, on a 2−nt → 0 lorsquen → +∞, et par conséquent,un(t) ∼ 2−nt (n → +∞).
La série géométrique de terme général 2−nt étant convergente car|2−t | < 1, il résulte du
théorème des équivalents pour les séries à termes positifs que la série de terme général
un(t) converge.
Conclusion :D = R

∗
+.

2) Pour chaquen∈ N∗, la fonctiont 7→ un(t) est positive et décroissante sur[a,+∞[ , car
u′n(t) = −n(ln2)2−nt exp(2−nt) ≤ 0 quel que soitt ∈ [a,+∞[ .
Donc supt∈[a,+∞[ |un(t)|= un(a).
Puisque la série numérique de terme généralun(a) converge, la série de fonctions de terme
généralun converge normalement donc uniformément sur[a,+∞[ .

3) Fixonst0 ∈ D = R∗
+. Soit a > 0 tel quea < t0. Pour chaquen∈ N∗, un est une fonc-

tion continue sur[a,+∞[ . De plus, la série de fonctions de terme généralun converge
uniformément sur[a,+∞[ . D’après le théorème de continuité pour les séries de fonctions
uniformément convergentes, la fonctions est continue sur[a,+∞[. En particulier, elle est
continue ent0 cart0 ∈ ]a,+∞[ .
Le pointt0 ∈ R∗

+ étant quelconque, on déduit ques est continue surR∗
+.

4) Puisque 0≤ ex−1−x≤ 2x2 pour toutx∈ [0,1], on a 2−nt ≤ un(t) ≤ 2−nt +2 ·2−2nt,
quels que soientt > 0 etn∈ N∗.
Ceci implique que

N

∑
n=1

2−nt ≤
N

∑
n=1

un(t)≤
N

∑
n=1

2−nt +2
N

∑
n=1

2−2nt,

pour toutN ≥ 1 et toutt > 0
En faisantN tendre vers+∞ on obtient, pourt > 0 :

2−t

1−2−t ≤ s(t) ≤ 2−t

1−2−t +2
2−2t

1−2−2t .
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Comme :
2−2t

1−2−2t = o
(

2−t) et
2−t

1−2−t ∼t→+∞ 2−t on a :

s(t)∼t→+∞
2−t

1−2−t ∼t→+∞ 2−t .

En conclusion,s(t)∼t→+∞ 2−t .

Corrigé de l’exercice 4.5

1) Pour toutn∈ N, on a :

Si t ∈ [0,
1
2n

], fn(t) = 4n2t

Si t ∈ [
x
2
,x], gx(t) = −4n2(t− 1

n
)

2) On distingue 2 cas :
ou bient = 0, alors fn(0) = 0 pour toutn∈ N∗ et on voit quefn(0) → 0 quandn→ ∞

ou bient 6= 0 et alors si
1
n
≤ t, c’est à diren ≥ 1

t
, fn(t) = 0 donc on a aussifn(t) → 0

quandn→ ∞.
Donc quel que soitt ∈ [0,1], on a : limn→∞ fn(t) = 0.

3) On remarque que pour toutn∈ N∗, l’aire du triangle isocèle de base
1
n

et de hauteur 2n

est 1. C’est l’aire comprise entre l’axe dest et le graphe de la fonctiont → fn(t), donc

∫ 1

0
fn(t)dt = 1

4) L’interversion de la limite quandn → ∞ et de l’intégrale n’est pas vérifiée puisque

lim
n→∞

∫ 1

0
fn(t)dt = 1 et

∫ 1

0
lim
n→∞

fn(t)dt = 0.

On voit que supt∈[0,1] fn(t) = 2n→∞ lorsquen→ ∞ et donc la suite de fonctions( fn)n∈N∗

ne converge pas uniformément vers 0. Cette suite de fonctions ne vérifie pas les hypo-
thèses du théorème 4.5.1.



Chapitre 5
Séries entières

5.1 Définitions et disque de convergence

Une série entière est une série de fonctions d’une variable réelle ou complexe, d’une forme
particulière. On désigne part une variable réelle et parzune variable complexe.

5.1.1 Définition. Soit (an)n∈N une suite de scalaires, réels ou complexes. Une série en-
tière est une série de fonctions de terme général un(t) = antn, où t∈ R, respectivement
un(z) = anzn, où z∈ C.

Pour unifier la présentation des résultats suivants, on se place dans le cas d’une variable
complexez, le cas réel s’en déduisant sans peine.

5.1.2 Théorème.On considère une série entière de terme général anzn. Il existe un
nombre R≥ 0 fini ou infini tel que :

i) Si |z| < R, la série numérique de terme général anzn converge absolument.
ii) Si |z| > R, le terme général de la série numérique anzn ne tend pas vers 0 et la

série diverge.
iii) Si R > 0, pour tout0 < r < R, la série de fonctions de terme général anzn

converge normalement sur le disque ferméDr = {z∈C| |z| ≤ r}, de centre 0 et de rayon r.

Remarque.Dansi) et ii) , il s’agit de convergence en un pointzfixé, donc de convergence
simple.

5.1.3 Définition. Le nombre positif R, fini ou infini, caractérisé par les propriétés i) et ii)
du théorème 5.1.2 s’appelle le rayon de convergence de la série de terme général anzn.
Le disque ouvert DR = {z∈ C| |z| < R} s’appelle le disque de convergence de la série de
terme général anzn.

Démonstration.SoitA= {r ∈R+|supn∈N |an| rn < +∞}. Comme visiblement 0∈A, l’en-
sembleA est non vide.
PosonsR= supA dansR+.

Montronsii) : Si R= +∞, il n’y a rien à démontrer.
Si R< +∞, pour toutz∈ C, tel que|z| > R, alors|z| /∈ A.
Donc supn∈N |an| |z|n = +∞ et le terme général de la sérieanzn ne tend pas vers 0. Cette
série est donc divergente d’après la proposition 2.3.6.

Montrons i) : Soit z∈ C tel que |z| < R. On choisitr tel que |z| < r < R et on pose
M = supn∈N |an| rn ; ce sup existe puisquer ∈ A. On peut alors écrire :

|anzn| = |an| rn
∣

∣

∣

z
r

∣

∣

∣

n
≤ M

∣

∣

∣

z
r

∣

∣

∣

n
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Le terme
∣

∣

∣

z
r

∣

∣

∣

n
est le terme général d’une série convergente et par suite la série numérique

anzn est absolument convergente.

Montronsiii) : r < R étant fixé, pour toutz∈ C tel que|z| ≤ r, on a :|anzn| ≤ |an| rn. La
série numérique de terme général|an| rn est convergente d’aprèsii) et par suite la série de
fonctions de terme généralanzn est normalement convergente surDr .

5.1.4 Corollaire. On considère une série entière, de terme général anzn et de rayon de
convergence R. La somme s de cette série est continue sur le disque ouvert

DR = {z∈ C| |z| < R}.

Démonstration.Soitz0 ∈C tel que|z0|< R. On choisitr > 0 tel que|z0|< r < R. D’après
le théorème 5.1.2iii) , la série de terme généralanzn converge normalement donc unifor-
mément (proposition 4.2.10) surDr . Sa sommes est donc continue sur cet ensemble
d’après le théorème 4.3.3, donc en particulier enz0. En faisant varierz0 dans le disque
ouvertDR, on obtient la continuité des en tout point de cet ensemble.

Remarque. i) Le rayon de convergence d’une série entière de terme généralanzn

est donné par la formuleR= sup{r ∈ R+|supn∈N |an| rn < +∞}.
ii) Si R= 0, on dit que la série diverge.
iii) On ne peut rien dire de la convergence de la série de terme général anzn lorsque

|z| = R.

5.1.5 Exemple. 1) La série de terme général zn converge absolument si|z| < 1 et
diverge si|z| > 1. Donc R= 1.

2) La série de terme général
zn

n
converge absolument si|z|< 1 et diverge si|z|> 1.

Donc R= 1.

Dans ces deux exemples, la série diverge pourz= 1. Dans le premier exemple, elle diverge
aussi pourz= −1, alors que dans le deuxième exemple, elle converge pourz= −1.

5.1.6 Proposition. On considère une série entière de terme général anzn. Son rayon de

convergence R est donné par la formule :
1
R

= limsup
n→+∞

(|an|)1/n.

Démonstration.On applique le test de Cauchy (proposition 2.4.4) :

Premier cas: Si limsup
n→+∞

(|an| |zn|)1/n < 1, la série de terme généralanzn converge. Or

limsup
n→+∞

(|an| |zn|)1/n = |z| limsup
n→+∞

(|an|)1/n

On en déduit que si|z| < 1

limsupn→+∞(|an|)1/n
la série de terme généralanzn converge

absolument. Donc

R≥ 1

limsupn→+∞(|an|)1/n
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Deuxième cas: Si limsup
n→+∞

(|an| |zn|)1/n > 1, c’est-à-dire si|z|> 1

limsupn→+∞(|an|)1/n
alors

le terme généralanzn de la série ne tend pas vers 0 et la série diverge. Donc

R≤ 1

limsupn→+∞(|an|)1/n

Ces deux inégalités prouvent la proposition.

5.1.7 Proposition.On considère une série entière de terme général anzn, telle que an 6= 0

pour tout n∈ N. Si lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= L, le rayon de convergence R de la série est donné par :

1
R

= L.

Démonstration.On applique le test de d’Alembert (proposition 2.4.7) :

Soit L = lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

.

Premier cas: Si |z| <
1
L

alors lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1zn+1

anzn

∣

∣

∣

∣

< 1 donc la série de terme généralanzn

converge.

Deuxième cas: Si |z| > 1
L

alors lim
n→∞

∣

∣

∣

∣

an+1zn+1

anzn

∣

∣

∣

∣

> 1 donc le terme général de la série de

terme généralanzn ne tend pas vers 0 et la série diverge.

Ces deux propriétés impliquent bien que
1
R

= L.

Remarque. La proposition 5.1.6 donne une caractérisation du rayon de convergence
d’une série entière, contrairement à la proposition 5.1.7 qui ne donne sa valeur que dans

le cas où la limite de la suite(
an+1

an
)n∈N existe.

Les deux propositions précédentes impliquent le résultat suivant :

5.1.8 Corollaire. Si lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= L, alors la limite de la suite(|an|1/n)n∈N existe et

vaut L.

Démonstration.On considère la série entière de terme généralanzn. Si

lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

= L

par la proposition 5.1.7, son rayon de convergence est
1
L

. Par la proposition 5.1.6, la limite

supérieure de(|an|1/n)n∈N vautL.

On considère de même la série entière de terme général
zn

an
. Son rayon de convergence

vautL. Donc la limite supérieure de
1

|an|1/n
vaut

1
L

. On en déduit que la limite inférieure

de |an|1/n, qui est égale à l’inverse de la limite supérieure de
1

|an|1/n
, vautL. On conclut

que la limite de la suite(|an|1/n)n∈N existe et vautL.
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5.1.9 Exemple. 1) Soit P∈ C[X]. On pose pour tout n∈ N, an = P(n). Alors,

lim
n→+∞

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

P(n+1)

P(n)

∣

∣

∣

∣

= 1. Le rayon de convergence de la série de terme général

anzn est 1.

2) Soitα ∈ R. Le rayon de convergence de la série de terme général
zn

nα est égale-

ment 1.

3) Comme lim
n→+∞

1
(n+1)!

1
n!

= 0, le rayon de convergence de la série de terme général

zn

n!
est+∞.

5.2 Opérations sur les séries entières

5.2.1 Théorème.On considère deux séries entières, de termes généraux respectifs anzn

et bnzn, de rayons de convergence respectifs Ra et Rb et de sommes respectives sa et sb.
Soientλ et µ deux scalaires.

i) La série entière de terme général(λan + µbn)zn a un rayon de convergence
supérieur ou égal àmin{Ra,Rb} et a pour somme la fonctionλsa+ µsb.

ii) La série entière de terme général cnzn où pour tout n∈ N, cn =
n

∑
k=0

akbn−k a un

rayon de convergence supérieur ou égal àmin{Ra,Rb} et a pour somme la fonction sasb.

Démonstration. i)Pour|z| < min{Ra,Rb}, les deux séries de termes généraux respectifs
anzn etbnzn sont convergentes. On peut donc appliquer la proposition 2.3.7.

ii) On utilise le lemme sur les produits de séries numériques 2.3.11 :

On remarque que le terme général de la série produit des séries de termes générauxanzn

et bnzn est
n

∑
k=0

akz
kbn−kz

n−k =

(

n

∑
k=0

akbn−k

)

zn = cnzn

aveccn =
n

∑
k=0

akbn−k.

Pour |z| < min{Ra,Rb}, les deux séries de termes généraux respectifsanzn et bnzn sont
absolument convergentes ; le lemme 2.3.11 montre que la sériecnzn converge.

5.2.2 Application. On considère la série entière de terme général
zn

n!
, de rayon de conver-

gence+∞ (voir exemple 5.1.9) et de sommes. Alors, on a :

s(z+z′) = s(z)s(z′)

Démonstration.En effet on applique le raisonnement du théorème 5.2.1 pour obtenir,
pour toutz,z′ ∈ C :

+∞

∑
n=0

zn

n!

+∞

∑
n=0

z′n

n!
=

+∞

∑
n=0

(

n

∑
k=0

zk

k!
z′n−k

(n−k)!

)

=
+∞

∑
n=0

(

n

∑
k=0

Ck
n

n!
zkz′n−k

)

=
+∞

∑
n=0

(z+z′)n

n!
.
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5.2.3 Théorème.Substitution d’une série entière dans une autre.
On considère deux séries entières de termes généraux respectifs anzn et bnzn, de rayons
de convergence respectifs Ra et Rb et de sommes respectives sa et sb. On suppose qu’il

existeα > 0 tel queα < Rb et
+∞

∑
i=0

|bi |α i < Ra. Alors il existe une série entière de rayon

de convergence supérieur ou égal àα, de somme saosb.

Démonstration.Notonsr =
+∞

∑
i=0

|bi |α i . Pourk∈N, la fonctionsk
b est la somme d’une série

entière de rayon de convergence au moins égal àRb d’après le théorème 5.2.1. Notons
cn(k)zn le terme général cette série. Comme les coefficientsci(k) sont d’après le même
théorème, des sommes de produits des coefficientsbk, on a l’inégalité :

+∞

∑
i=0

|ci(k)| |z|i ≤ (
+∞

∑
i=0

|bi | |z|i)k

Par définition deα, on a aussi : si|z| ≤ α alors

|sb(z)|k ≤
+∞

∑
i=0

|ci(k)| |z|i ≤ (
+∞

∑
i=0

|bi|α i)k = rk

Donc puisquer < Ra, pour |z| ≤ α, la série de terme généralaksb(z)k converge absolu-
ment.
En utilisant le théorème de sommation par paquets 2.6.4 on peut donc sommer en regrou-
pant les termes de même degré enn : on obtient bien ainsi une série entière de rayon de
convergence supérieur ou égal àα et de sommesaosb.

5.2.4 Application. On considère une série entière de terme généralanzn, de rayon de
convergenceR et de sommes; on cherche à substituer la fonctionaz+b dans cette série.

La fonctionaz+b est la somme d’une série entière (finie !) de rayon de convergence+∞.
On applique le théorème 5.2.3 : s’il existeα > 0 tel queα |a|+ |b| < R, alors la série
entière de somme

s(az+b) =
+∞

∑
n=0

an(az+b)n = a0+a1(az+b)+a2(az+b)2+ · · ·

a un rayon de convergence supérieur àα.

En particulier, si|a| < R la série entière de somme

s(z+a) = a0+a1(z+a)+a2(z+a)2+ · · ·

a un rayon de convergence strictement positif. En réordonnant les termes selon les puis-
sances dez, on trouve :

s(z+a) =
+∞

∑
n=0

cnzn

où pour toutn∈ N,

cn =
+∞

∑
k=0

Cn
n+kan+ka

k
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5.2.5 Application. On considère une série entière de terme généralanzn, de rayon de
convergenceR et de sommes; on cherche à substituer la fonctionz2 dans cette série.

Il est clair que si
∣

∣z2
∣

∣< R, la série de terme généralanz2n converge et si
∣

∣z2
∣

∣> R, la série
de terme généralanz2n diverge. Le rayon de convergence de cette série est donc

√
R.

En particulier, si la limite de

∣

∣

∣

∣

an+1

an

∣

∣

∣

∣

existe et vautL, le rayon de convergence de la série

de terme généralanz2n est

√

1
L

.

En multipliant le terme général parz, ce raisonnement s’applique aussi à la série de terme
généralanz2n+1. Le rayon de convergence de cette série est donc également

√
R.

5.2.6 Application. (Inverse d’une série entière) On considère une série entière de terme
généralanzn, de rayon de convergence non nulR, de sommeset dont le premier termea0

est non nul. Alors il existe une série entière de terme général bnzn, de rayon de conver-
gence non nulR′, de sommeσ telle que :

∀z< inf{R,R′} , s(z)σ(z) = 1

Démonstration.Pourz< R, on pose :

s(z) = a0(1−u(z)) , avecu(z) = −
+∞

∑
n=1

an

a0
zn

La série de terme généralzn ayant un rayon de convergence égal à 1, on peut remplacer
z paru(z) en appliquant le théorème 5.2.3 : en effet comme la somme d’une série entière
est continue sur son disque de convergence, quandz→ 0, u(z) → 0 et donc il exister > 0
tel que si|z| < r, |u(z)|< 1.
Comme

1
1−z

=
+∞

∑
n=0

zn

on obtient ainsi une série entièrebnzn de rayon de convergence non nul et telle que

+∞

∑
n=0

anzn
+∞

∑
n=0

bnzn = 1

Par identification, on trouve la relation suivante entre lescoefficientsan et bn :

a0b0 = 1 et∀n≥ 1 , a0bn+a1bn−1 + · · ·+anb0 = 0.

Ceci permet de calculer de proche en proche lesbn en fonction desan.

5.3 Dérivation et intégration des séries entières

Commençons par un résultat général pour les séries entièresd’une variable réelle ou com-
plexe, que l’on écrit comme précédemment dans le cas complexe.

5.3.1 Théorème.On considère une série entière de terme général anzn, de somme s et de
rayon de convergence R. Les séries entières de termes généraux

nanzn−1,n(n−1)anzn−2, . . . ,n(n−1) . . .(n−k+1)anzn−k, . . .
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et la série entière de terme général
an

n+1
zn

ont également R pour rayon de convergence.
On remarquera que le premier terme des séries entières de terme général anzn, nanzn−1,
n(n−1)anzn−2, . . ., n(n−1) . . .(n−k+1)anzn−k est obtenu respectivement pour n= 1,
n = 2, . . ., n= k, . . .

Démonstration.On utilise la caractérisation du rayon de convergence donnée dans la

proposition 5.1.6 :
1
R

= limsup
n→+∞

(

|an|
)1/n

.

Or comme lim
n→+∞

n1/n = 1, on a :

1
R

= limsup
n→+∞

(

|an|
)1/n

= limsup
n→+∞

(

|nan|
)1/n

= limsup
n→+∞

(

|n(n−1)an|
)1/n

= · · · = limsup
n→+∞

(

|n(n−1) . . .(n−k+1)an|
)1/n

= · · · = limsup
n→+∞

(

∣

∣

∣

∣

an

n+1

∣

∣

∣

∣

)1/n
.

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous limiterons au cas oùla variable est réelle.

5.3.2 Corollaire. Dérivation des séries entières d’une variable réelle.
On considère une série entière de terme général antn d’une variable réelle t, de somme s
et de rayon de convergence R. La fonction s est indéfiniment dérivable sur le domaine de
convergence de la série]−R,+R[ et les dérivées successives sont les sommes des séries
obtenues en dérivant le terme général de la série de départ.

Démonstration.Sous les hypothèses du corollaire, la série de terme généralantn converge
sur l’intervalle]−R,+R[ et la série des dérivées converge uniformément sur tout intervalle
[−r,+r] avecr < R. Sa sommes est donc dérivable sur ces intervalles par le théorème
4.4.5 et par suite sur l’intervalle ouvert]−R,+R[. La dérivée desest la somme de la série
de terme généralnantn−1 sur ]−R,+R[. Or, d’après le théorème précédent, cette série a
R pour rayon de convergence. On peut donc itérer le raisonnement.

5.3.3 Corollaire. On considère une série entière réelle de terme général antn, de somme
s et de rayon de convergence R. Alors pour tout k∈ N, s(k)(0) = k!ak.

5.3.4 Corollaire. Intégration des séries entières d’une variable réelle t.
On considère une série entière réelle de terme général antn, de somme s et de rayon de
convergence R. Alors pour tout x∈]−R,+R[,

∫ x

0
s(t)dt =

∫ x

0

+∞

∑
n=0

ant
ndt =

+∞

∑
n=0

∫ x

0
antndt =

+∞

∑
n=0

an

n+1
xn+1.

Démonstration.De la même façon que pour le corollaire 5.3.2, la série de terme géné-
ral antn converge uniformément sur tout intervalle[−r,+r] avecr < R. Sa sommes est
donc intégrable terme à terme sur ces intervalles par le théorème 4.5.3 et par suite sur
l’intervalle ouvert]−R,+R[. On termine le raisonnement comme ci-dessus.
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5.4 Développement en série entière à l’origine

5.4.1 Définition. i) On dit qu’une fonction f d’une variable réelle t est dévelop-
pable en série entière à l’origine s’il existe une série entière de terme général antn, de
rayon de convergence R> 0, de somme s telle que

∀t ∈]−R,+R[ , f (t) = s(t).

ii) On dit qu’une fonction f d’une variable complexe z est développable en série
entière à l’origine s’il existe une série entière de terme général anzn, de rayon de conver-
gence R> 0, de somme s telle que

∀z∈ DR , f (z) = s(z).

Pour simplifier on dira simplement que f est développable en série entière.

On a déjà rencontré une fonction développable en série entière :

5.4.2 Exemple.La fonction
1

1−z
, définie pour z6= 1, est développable en série entière.

En effet, c’est la somme de la série de terme généralzn, de rayon de convergence 1.

Dans la suite de ce paragraphe, nous nous limiterons au cas d’une variable réellet.

5.4.3 Proposition.Si une fonction f est développable en série entière à l’origine, alors
f est indéfiniment dérivable sur l’intervalle]−R,+R[, où R est le rayon de convergence
de la série.
De plus, le développement en série entière s’il existe est unique.

Démonstration.La somme d’une série entière d’une variable réelle étant indéfiniment
dérivable (corollaire 5.3.2), toute fonctionf développable en série entière, est bien indé-
finiment dérivable sur]−R,+R[.

On a vu au corollaire 5.3.3 que la sis est la somme d’une série entière de terme général
antn, alors pour toutk∈ N, s(k)(0) = k!ak. Donc si f est développable en série entière, le
terme général de la série vérifie :

∀k∈ N , ak =
f (k)(0)

k!
.

Cette série est donc bien unique.

5.4.4 Définition. Soit f une fonction d’une variable réelle t indéfiniment dérivable. La

série entière de terme général
f (k)(0)

k!
tk s’appelle la série de Taylor de f .

5.4.5 Corollaire. Soit f une fonction indéfiniment dérivable d’une variable réelle t. Si f
est paire, sa série de Taylor n’a pas de terme en tk avec k impair et si f est impaire, sa
série de Taylor n’a pas de terme en tk avec k pair.

Le fait que f soit indéfiniment dérivable sur un intervalle]−R,+R[ ne suffit pas à assurer
que cette fonction soit développable en série entière, mêmesi sa série de Taylor converge :
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5.4.6 Exemple.Soit f la fonction définie par : f(t) = 0 si t ≤ 0 et f(t) = e−
1
t2 si t > 0.

Il est facile de vérifier que f est indéfiniment dérivable surR. De plus pour tout k∈ N,
f (k)(0) = 0. Donc, si f était développable en série entière, son développement serait la
série nulle, ce qui n’est pas possible car f n’est nulle sur aucun intervalle de la forme
]−R,+R[.

On va chercher une condition suffisante pour qu’une fonctionsoit développable en série
entière. Commençons par une remarque qui est une conséquence immédiate de la défini-
tion 5.4.1 :

Remarque. Soit f une fonction indéfiniment dérivable d’une variable réellet, définie
sur un intervalle]− r,+r[. Alors f est développable en série entière sur]− r,+r[ si et
seulement si les deux conditions suivantes sont réalisées :

1) La série entière de terme général
f (k)(0)

k!
tk a un rayon de convergenceR≥ r.

2) La somme de cette série vautf sur]− r,+r[.

5.4.7 Théorème.Si la fonction f indéfiniment dérivable d’une variable réelle t, définie
sur un intervalle]− r,+r[ vérifie la propriété :

∀ρ ∈]0, r[ , ∃c > 0 tel que∀k∈ N , ∀t ∈ [−ρ,+ρ] ,

∣

∣

∣
f (k)(t)

∣

∣

∣

k!
≤ cρ−k,

alors f est développable en série entière.

Démonstration.Supposons l’hypothèse réalisée et soitt ∈ R tel que|t| < r. On choisitρ
tel que|t|< ρ < r et on lui associe la constantec> 0 donnée par l’hypothèse. Alors, pour
toutk∈ N,

∣

∣

∣

∣

∣

f (k)(0)

k!
tk

∣

∣

∣

∣

∣

≤ c
( |t|

ρ

)k
.

La série de terme général

∣

∣

∣

∣

∣

f (k)(0)

k!
tk

∣

∣

∣

∣

∣

est dominée par une série convergente, elle est donc

convergente et par suite la série de terme général
f (k)(0)

k!
tk est absolument convergente.

Cet argument étant valable pour toutt ∈ R, |t| < r, ceci prouve que le rayon de conver-
gence de la série de Taylor def est supérieur ou égal àr. Ce qui montre la propriété1) de
la remarque.
Montrons que la propriété2) de la remarque est vérifiée. Pour cela, on rappelle la formule
de Taylor avec reste intégral, voir [9] : soitf une fonction indéfiniment dérivable sur un
intervalle]− r,+r[. On a pour toutt ∈]− r,+r[,

f (t) =
n

∑
k=0

f (k)(0)

k!
tk +

∫ 1

0

(1−s)n

n!
f (n+1)(st)tn+1ds.

Donct et ρ étant fixés comme ci-dessus, on peut écrire :
∣

∣

∣

∣

∣

f (t)−
n

∑
k=0

f (k)(0)

k!
tk

∣

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

∫ 1

0

(1−s)n

n!
f (n+1)(st)tn+1ds

∣

∣

∣

∣

≤
∫ 1

0

∣

∣

∣

∣

(1−s)n

n!
f (n+1)(st)tn+1

∣

∣

∣

∣

ds

≤ c(n+1)

∣

∣

∣

∣

t
ρ

∣

∣

∣

∣

n+1∫ 1

0
(1−s)nds= c

∣

∣

∣

∣

t
ρ

∣

∣

∣

∣

n+1

.
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Ce dernier terme tend vers 0 quandn→+∞ et par suite le reste de la série tend vers 0. La
fonction f est bien somme de sa série de Taylor sur]− r,+r[.

5.4.8 Exemple.Soit f(t) = et . Alors f est développable en série entière surR.

En effet,∀k∈ N, ∀t ∈ R, f (k)(t) = et . Donc quel que soitρ > 0,

|t| ≤ ρ ⇒
∣

∣

∣

∣

∣

f (k)(t)
k!

∣

∣

∣

∣

∣

=
et

k!
≤ eρ

k!
≤ c

1
ρk ,

où c = sup
k∈N

ρkeρ

k!
, qui est fini car on rappelle que, à l’infini,k! ∼

√
2πkk+ 1

2e−k.

La fonction exp vérifie bien les hypothèses du théorème 5.4.7, avecr > 0 quelconque. Elle
est donc développable en série entière surR, sa série de Taylor a un rayon de convergence
égal à+∞ et

∀t ∈ R , et =
+∞

∑
n=0

tn

n!
.

Voici une autre méthode pour trouver le développement en série entière d’une fonction :

5.4.9 Exemple.Soitα ∈ R et f(t) = (1+ t)α . Alors f est développable en série entière
sur ]−1,+1[ et

∀t ∈]−1,1[ , f (t) = 1+
+∞

∑
n=1

α(α −1) . . .(α −n+2)(α −n+1)

n!
tn.

La fonction f est l’unique solution, pour|t| < 1, de l’équation différentielle avec condi-
tions initiales :

(E)

{

(1+ t) f ′(t) = α f (t)
f (0) = 1.

La somme d’une série entière de terme généralantn sera solution de(E) si et seulement
si :







(1+ t)
( +∞

∑
n=0

ant
n
)′

= α
+∞

∑
n=0

ant
n

a0 = 1.

Comme la dérivée de la somme d’une série entière est la somme de la série dérivée sur
son domaine de convergence, ceci équivaut à :







(1+ t)
+∞

∑
n=1

nant
n−1 = α

+∞

∑
n=0

antn

a0 = 1.

En effectuant les produits et en identifiant les termes de même degré, on trouve :
{

∀n∈ N⋆, [(n+1)an+1+nan]t
n = αant

n

a0 = 1,
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ou encore
{

∀n∈ N, (n+1)an+1+nan = αan

a0 = 1.

Ce système infini est aussi équivalent à :

{

∀n∈ N⋆, an+1 =
α −n
n+1

an

a0 = 1.

L’unique solution de ce système infini est :

∀n∈ N
⋆, an =

α(α −1) . . .(α −n+2)(α −n+1)

n!
.

La série entière ainsi obtenue a un rayon de convergence égalà 1 car

lim
n→+∞

an+1

an
= lim

n→+∞

α −n
n+1

= −1.

La somme de la série entière de terme généralan =
α(α −1) . . .(α −n+2)(α −n+1)

n!
tn

pourn≥ 1 eta0 = 1 est donc solution de(E) sur]−1,+1[. Elle est aussi égale àf sur cet
ensemble etf est bien développable en série entière sur]−1,+1[.

La méthode employée dans cet exemple se généralise à toute fonction, unique solution
d’une équation différentielle avec conditions initiales.

On peut également démontrer que la fonctionf (t) = (1+ t)α est développable en série
entière en l’écrivantf (t) = eα ln(1+t) et en appliquant le théorème de substitution 5.2.3.

Les coefficients s’obtiennent alors en calculant directement
f (n)(0)

n!
.

5.5 Développement en série entière des fonctions usuelles

On part des trois développements en série entière que l’on connaît :

1
1− t

=
+∞

∑
n=0

tn , R= +1

et =
+∞

∑
n=0

tn

n!
, R= +∞

(1+ t)α = 1+
+∞

∑
n=1

α(α −1) . . .(α −n+2)(α −n+1)

n!
tn , R= +1

On va appliquer les techniques des parties précédentes pourobtenir à partir de ces trois
cas d’autres développements.

Par combinaisons linéaires

Cette technique est adaptée aux fonctions circulaires, sinus (sin), cosinus (cos) mais nous
verrons ces développements-là dans le paragraphe suivant,consacré à l’exponentielle
complexe car ils font appels à la théorie complexe des sériesentières. Elle est bien adaptée
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également aux fonctions hyperboliques, sinus hyperbolique (sinh) et cosinus hyperbolique
(cosh), définies sur]−∞,+∞[ :

cosht =
et +e−t

2
=

+∞

∑
n=0

t2n

(2n)!
, R= +∞

sinht =
et −e−t

2
=

+∞

∑
n=0

t2n+1

(2n+1)!
, R= +∞

A partir de ces développements, on peut trouver ceux des fonctions tangente (tan) définie

sur]− π
2

,+
π
2

[ et tangente hyperbolique (tanh), définie sur]−∞,+∞[ par quotient.

Par substitution

On remplace la variablet parλ t ou part2 :

1
at+b

=
1
b

1
1+ a

bt
=

1
b

+∞

∑
n=0

(
−a
b

)ntn , R=

∣

∣

∣

∣

b
a

∣

∣

∣

∣

, poura,b 6= 0

1
1− t2 =

+∞

∑
n=0

t2n , R= +1

1
1+ t2 =

+∞

∑
n=0

(−1)nt2n , R= +1

1√
1− t2

= 1+
+∞

∑
n=1

1.3. . . .(2n−1)

2nn!
t2n , R= +1

1√
1+ t2

= 1+
+∞

∑
n=1

(−1)n1.3. . . .(2n−1)

2nn!
t2n , R= +1

Par dérivation

1
(1− t)2 =

+∞

∑
n=1

ntn−1 , R= +1

Pour toutp∈ N, p > 1 :

1
(1− t)p+1 =

+∞

∑
n=p

n(n−1) . . .(n− p+1)

p!
tn−p, R= +1

Par intégration

Cette technique est spécialement utile pour des fonctions dont la dérivée admet un déve-
loppement en séries entières connues. En particulier, celas’applique à la fonction loga-
rithme népérien (ln), défini sur]0,+∞[ et aux fonctions réciproques des fonctions circu-
laires : arctangente (arctan) définie sur]−∞,+∞[, arcsinus (arcsin) et arccosinus (arccos)
définies sur[−1,+1] ainsi qu’aux fonctions réciproques des fonctions hyperboliques, ar-
gument sinus hyperbolique (argsinh) et argument tangente hyperbolique (argth), définies
sur]−∞,+∞[ :
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ln(1+ t) =

∫ t

0

ds
1+s

=
+∞

∑
n=1

(−1)n+1

n
tn , R= +1

ln(1− t) = −
∫ t

0

ds
1−s

= −
+∞

∑
n=1

1
n

tn , R= +1

arctant =

∫ t

0

ds
1+s2 =

+∞

∑
n=0

(−1)n t2n+1

2n+1
, R= +1

argtht =

∫ t

0

ds
1−s2 =

+∞

∑
n=0

t2n+1

2n+1
, R= +1

arcsint =
∫ t

0

ds√
1−s2

= t +
+∞

∑
n=1

1.3. . . .(2n−1)

2nn!
t2n+1

2n+1
, R= +1

argsinht =
∫ t

0

ds√
1+s2

= t +
+∞

∑
n=1

(−1)n1.3. . . .(2n−1)

2nn!
t2n+1

2n+1
, R= +1

arccost =
π
2
−
∫ t

0

ds√
1−s2

=
π
2
− t −

+∞

∑
n=1

1.3. . . .(2n−1)

2nn!
t2n+1

2n+1
, R= +1

Remarque.La fonction argument cosinus hyperbolique (argcosh) étantdéfinie sur l’in-
tervalle[1,+∞[ qui n’est pas symétrique par rapport à l’origine, le problème de son déve-
loppement en série entière à l’origine ne se pose pas.

5.6 Fonction exponentielle complexe

Par extension du cas d’une variable réelle, on définit l’exponentielle complexe par :

5.6.1 Définition. Pour tout z∈ C, on pose :

ez =
+∞

∑
n=0

zn

n!
.

Cette définition est bien justifiée car on sait que le rayon de convergence de cette série est
infini.

Toujours par extension du cas d’une variable réelle, on peutaussi définir les fonctions
circulaires cosinus et sinus d’une variable complexe et lesfonctions hyperboliques d’une
variable complexe par :

5.6.2 Définition. Pour tout z∈ C,

coshz =
+∞

∑
n=0

z2n

(2n)!
, sinhz =

+∞

∑
n=0

z2n+1

(2n+1)!
,

cosz =
+∞

∑
n=0

(−1)nz2n

(2n)!
, sinz =

+∞

∑
n=0

(−1)nz2n+1

(2n+1)!
.

De la même façon, le rayon de convergence de ces séries est+∞.
En appliquant le théorème 5.2.1, la démonstration de la proposition suivante est immé-
diate à partir des définitions :
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5.6.3 Proposition. 1) Pour tout z∈ C,

coshz =
ez+e−z

2
, sinhz =

ez−e−z

2
,

cosz =
eiz +e−iz

2
, sinz =

eiz−e−iz

2i
.

2) Les fonctionscosetcoshsont paires et les fonctionssinet sinhsont impaires.

En renversant ces formules, on obtient encore :

5.6.4 Proposition.Pour tout z∈ C,

coshz+sinhz = ez, coshz−sinhz = e−z,

cosz+ i sinz = eiz, cosz− i sinz = e−iz.

On a déjà démontré (application 5.2.2) la propriété fondamentale suivante de la fonction
exponentielle :

5.6.5 Théorème.Pour tous z,z′ ∈ C,

ez+z′ = ezez′ .

5.6.6 Corollaire. Pour tous z,z′ ∈ C et pour tout n∈ N,

ez 6= 0 ,
ez

ez′ = ez−z′ , (ez)n = enz.

De ce théorème, on peut aussi, par des calculs faciles, déduire les formules trigono-
métriques et hyperboliques, que l’on connaît déjà dans le cas d’une variable réelle :

5.6.7 Proposition.Pour tous z,z′ ∈ C,

cosh(z+z′) = coshzcoshz′+sinhzsinhz′, sinh(z+z′) = sinhzcoshz′+coshzsinhz′,
cos(z+z′) = coszcosz′−sinzsinz′, sin(z+z′) = sinzcosz′+coszsinz′.

En utilisant les parités ou imparités des fonctions trigonométriques ou hyperboliques, on
obtient aisément des formules analogues avecz−z′. On en déduit le corollaire suivant :

5.6.8 Corollaire. Pour tout t∈ R les fonctionscoset sindéfinies ci-dessus vérifient :

cos2 t +sin2 t = 1,

où l’on utilise les notations abrégéescos2 t = (cost)2 et sin2 t = (sint)2.

Cette méthode donne donc une construction des fonctions sinet cos que l’on connaissait
déjà par leurs propriétés géométriques.

Cette définition de la fonction exponentielle complexe permet aussi de retrouver le module
et l’argument du nombre complexeez :
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5.6.9 Proposition.Soit z= x+ iy la décomposition du nombre complexe z en partie réelle
et partie imaginaire. Alors :

1) ℜeez = excosy etℑmez = exsiny,
2) Le module de ez est égal à ex,
3) L’argument de ez est égal à y.

Démonstration.D’après le théorème 5.6.5 et la proposition 5.6.4, on peut écrire, pour
z= x+ iy : ez = exeiy = ex(cosy+ i siny), ce qui prouve la proposition.

5.6.10 Corollaire. i) Pour t ∈ R, eit est de module 1, sa partie réelle estcost et sa
partie imaginaire estsint.

ii) Un nombre complexe z de moduleρ et d’argument t s’écrit z= ρeit .
iii) ez = 1 si et seulement si z∈ 2iπZ.
iv) ez = ez′ si et seulement si z−z′ ∈ 2iπZ.
v) eiπ = −1.

Ce corollaire permet de retrouver en particulier le fait queles fonctions usuelles cost et
sint de la variable réellet sont périodiques, de période 2π .

Cette définition de la fonction exponentielle d’une variable complexe doit coïncider, dans
le cas où on se limite à considérer la fonction d’une variableréelle, avec la fonction
exponentielle réelle, définie comme étant la fonction solution de l’équation différentielle
avec condition initiale :

{

u′(t) = u(t)
u(0) = 1

Or, ceci est attesté par le résultat suivant :

5.6.11 Proposition.La fonction et est indéfiniment dérivale surR et pour tout t∈ R,

(et)′ = et .

Démonstration.On sait (théorème 5.3.2) qu’on a le droit de dériver terme à terme les
séries entières à l’intérieur du domaine de convergence. Puisque la série de terme général
tn

n!
a un rayon de convergence infini, on peut donc la dériver termeà terme la série surR

tout entier.

Comme(
tn

n!
)′ =

tn−1

(n−1)!
, on a bien(et)′ = et .

5.6.12 Corollaire. Développement en série entières des fonctions réellescoset sin.

cost =
eit +e−it

2
=

+∞

∑
n=0

(−1)n t2n

(2n)!
, R= +∞,

sint =
eit −e−it

2i
=

+∞

∑
n=0

(−1)n t2n+1

(2n+1)!
,R= +∞.

Démonstration.Il suffit de remarquer que les fonctions cos et sin définies dans la défini-
tion 5.6.2 coïncident, dans le cas d’une variable réellet avec les fonctions habituelles.



112 Chapitre 5. Séries entières

Remarque. Commes ces fonctions sont définies par des sommes de séries entières de
rayon de convergence infini, cette construction redémontreaussi le fait que les fonctions
sin et cos sont indéfiniment dérivables surR. En dérivant les séries terme à terme, on
trouve :

sin′ t = cost et cos′ t = −sint.

5.6.13 Application. Formule de Moivre.
Soientt1, t2, . . . , tn des nombres réels. Alors :

cos(t1+ t2+ · · ·+ tn)+ i sin(t1+ t2+ · · ·+ tn)
= ei(t1+t2+···+tn) = eit1eit2 · · ·eitn

= (cost1+ i sint1)(cost2+ i sint2) · · ·(costn+ i sintn).

En identifiant les parties réelles et les parties imaginaires de chaque membre, on trouve
une expression de cos(t1 + t2 + · · ·+ tn) et sin(t1 + t2 + · · ·+ tn) en fonction des produits
des fonctions cost j et sint j pour j = 1,2, . . . ,n.
En particulier, pourt1 = t2 = · · · = tn, on retrouve des expressions de cosnt et sinnt en
fonction des produits de puissances des fonctions cost et sint.

On peut aussi considérer le problème inverse qui consiste à exprimer les puissancesnièmes

de cost et sint en fonctions linéaires de cosjt , sin jt , pour j = 1,2, . . . ,n :

5.6.14 Application. Linéarisation de cosn t et sinn t.
Pourn∈ N et t ∈ R, on peut écrire :

2ncosn t = (eit +e−it )n =
n

∑
k=0

Ck
nei(n−k)te−ikt =

n

∑
k=0

Ck
ne−i(n−2k)t

= eint +C1
nei(n−2)t + · · ·+Cn−1

n e−i(n−2)t +e−int

= 2[cosnt+C1
n cos(n−2)t +C2

n cos(n−4)t + · · · ].

On a évidemment une formule analogue pour la fonction sin.

Ces formules servent en particulier pour le calcul des primitives.

5.7 Exercices sur le chapitre 5

5.1 Exercice.Soienta,b,c trois réels non nuls. Etudier la série entière de terme général :

un(t) = (an2+bn+c)tn.

Déterminer son rayon de convergence et sa somme.

5.2 Exercice.On rappelle quej = −1
2

+
i
√

3
2

et que 1+ j + j2 = 0.

1) Montrer que 1+2 j +3 j2 = i j
√

3.

2) Déterminer le rayon de convergence de la série de terme général, défini pourp > 1 par

un(t) =
1
n
(1+2 j +3 j2)ntn.

3) Pour |t| < 1√
3

, expliciter la somme partiellesn(t) et en déduire la sommes(t) de la

série entière de terme généralun(t).
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5.3 Exercice.On pose

sn =
n

∑
p=1

1
p
.

1) Trouver le rayon de convergence de la série entière de terme généralsntn.
2) En faisant apparaître cette série comme produit de 2 séries,calculer sa somme.

5.4 Exercice.On considère une série entière de terme généralantn, de rayon de converge
R > 0, et de sommes. On suppose ques est une solution de l’équation différentielle
(1+ t2) f ′′(t) = 2 f (t).
1) Établir une relation liant pour chaquen∈ N les coefficientsan etan+2.
2) Déterminer la valeur dea4 puis dea2p pour toutp > 2.

3) On suppose désormais ques(0) = 0 ets′(0) = 1. Calculera0, a2 et la valeur dea2p+1
pour p∈ N.

4) Montrer que la série une série entière de terme généralantn converge normalement sur
l’intervalle [−1,+1]. Quel est son rayon de convergence ?

5) Posonsg(0) = 0 etg(t) =
s′(t)−1

t
pourt 6= 0. Calculer la dérivéeg′ deg (on trouvera

une fraction rationnelle simple).

6) Déduire de5) une expression explicite de la fonctions.

5.5 Exercice. Soit α > −1. En utilisant une intégration terme à terme sur[0,x], pour
0 < x < 1 et un passage à la limite lorsquex → 1, trouver une série numérique dont la
somme vaut :

∫ 1

0

tα
√

1− t4
dt.

5.6 Exercice.On pose

f (t,x) =
xsint

1−2xcost +x2 .

1) Développerf en série entière selon les puissances dex.
2) Calculer :

∫ π

0
f (t,x)dt.

5.8 Corrigé des exercices sur le Chapitre 5

Corrigé de l’exercice 5.1
Les séries entières de termes généraux :an2tn , bntn , ctn ont toutes les trois un rayon de
convergence égal à 1. Donc le rayon de convergence de la sériede terme généralun(t) a
un rayon de convergence supérieur ou égal à 1. Ce rayon de convergence est égal à 1 car
la série obtenue pourt = 1, c’est-à-dire la série de terme généralan2+bn+c diverge.
Pour|t| < 1, on a :

∞

∑
n=0

tn =
1

1− t
∞

∑
n=0

ntn =
t

(1− t)2

∞

∑
n=0

n2tn =
∞

∑
n=0

ntn+
∞

∑
n=0

n(n−1)tn = t

[

1
(1− t)2 +

2t
(1− t)3

]

.
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La somme de la série en tiére de terme généralun(t) est donc

s(t) =
at(1+ t)
(1− t)3 +

bt
(1− t)2 +

c
1− t

.

Corrigé de l’exercice 5.2

1) 1+2 j +3 j2 = 1−1+ i
√

3− 3
2
− 3i

√
3

2
= −3

2
− i

√
3

2
= i j

√
3.

2) On poseα = 1+2 j +3 j2 = i j
√

3. Le rayon de convergence de la série entiére de terme

généralun(t) =
1
n
(1+2 j +3 j2)ntn =

1
n
(i j

√
3)ntn est donc

1√
3

.

3) On a :

sn(t) =
n

∑
p=1

α pt p

p
.

On en déduit :

s′n(t) =
n

∑
p=1

α pt p−1 = α
1−αntn

1−αt
.

D’où

sn(x) = α
∫ x

0

1
1−αt

dt−αn+1
∫ x

0

tn

1−αt
dt.

Etudions le deuxième terme :|x|< 1√
3

étant fixé, le terme
1

1−αt
est borné sur l’intervalle

d’intégration. SoitM une borne. Alors

αn+1
∫ x

0

tn

1−αt
≤ M

|αx|n+1

n+1
≤ M

1
n+1

.

Ce terme tend donc vers 0 lorsquen→ ∞. On en déduit :

s(x) = lim
n→∞

sn(x) = α
∫ x

0

1
1−αt

dt.

Corrigé de l’exercice 5.3

1) On a : 1≤ sn ≤ n. Les rayons de convergence des séries entières de termes générauxtn

et ntn sont 1, donc il en est de même de celui de la série entière de terme généralsntn.

2) On écrit :snt
n =

n

∑
p=1

t p

p
tn−p et cette série entière est donc bien le produit des séries

entières de termes généraux
tn

n
et tn, dont les sommes respectives sont :− ln(1− t) et

1
1− t

pour|t| < 1. Donc, pour|t|< 1 :

s(t) =
∞

∑
n=1

snt
n = − ln(1− t)

1− t
.
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Corrigé de l’exercice 5.4

1) On écrit :

(1+ t2)
∞

∑
n=0

n(n−1)ant
n−2 = 2

∞

∑
n=0

ant
n,

ou encore, en posantp = n−2 dans la première somme :

∞

∑
p=0

(p+2)(p+1)ap+2t
p+

∞

∑
n=0

n(n−1)ant
n = 2

∞

∑
n=0

ant
n.

En rassemblant les termes de même degré, on obtient :

(n+1)(n+2)an+2 = (2−n(n−1))an = −(n+1)(n−2)an,

c’est-à-dire
(n+2)an+2 = −(n−2)an.

2) En prenantn = 2, on trouvea4 = 0 donc aussia2p = 0 pour toutp > 2.

3) Les conditionss(0) = 0 ets′(0) = 1 impliquenta0 = 0 eta1 = 1 donc aussia2 = 0. La
valeur dea2p+1 pour p∈ N se calcule par récurrence à partir dea1 :

pourn = 1, a3 =
1
3

pourn = 3, a5 = −1
5

a3 = − 1
3×5

Supposons que jusqu’à l’ordre 2p−1, pourp≥ 2 on ait :a2p−1 =
(−1)p

(2p−1)(2p−3)
, alors

on obtient :a2p+1 = −2p−3
2p+1

(−1)p

(2p−1)(2p−3)
=

(−1)p+1

(2p+1)(2p−1)
La formule est vérifiée à l’ordre 2p+1 et donc la récurrence est bien vérifiée et on a :

s(t) =
∞

∑
p=0

(−1)p+1t2p+1

(2p−1)(2p+1)
.

4) La série entiére de terme généralantn est majorée sur[−1,+1] par la série numérique

de terme général
1

(n+1)(n−1)
qui est une série convergente. La série entiére de terme

généralantn converge donc normalement sur l’intervalle[−1,+1].

Son rayon de convergence est 1 puisque
an+2

an
→ 1 lorsquen→ +∞.

5) En dérivant terme à terme la somme de la série entiére de termegénéralsn(t), on peut

développer la fonctiong(t) =
s′(t)−1

t
pourt ∈ [−1,+1] , t 6= 0, soit :

g(t) =
∑∞

p=0
(−1)p+1t2p

(2p−1) −1

t
=

∞

∑
p=1

(−1)p+1t2p−1

2p−1
.

D’où en dérivant terme à terme :

g′(t) =
∞

∑
p=0

(−1)pt2p =
1

1+ t2 .
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En intégrant, on trouve, avec la conditiong(0) = 0, g(t) = arctant.

6) On en déduit que la fonctions peut s’écrire :

s(x) =
∫ x

0
t arctant dt+x.

Corrigé de l’exercice 5.5

Pour|u| < 1, on a
1√

1−u
=

∞

∑
n=0

anun,

où an =
1.3. . .(2n−1)

2.4. . .(2n)
=

Cn
2n

22n . On en déduit, pour|t|< 1 :

tα
√

1− t4
=

∞

∑
n=0

ant
4n+α .

Soit x ∈ [0,1[ fixé. La série entiére de terme généralant4n+α converge normalement
sur [0,x] puisqu’elle est dominée par la série numérique de terme général anx4n+α qui
converge. On peut donc l’intégrer terme à terme sur[0,x], soit :

∫ x

0

tα
√

1− t4
dt =

∞

∑
n=0

∫ x

0
ant

4n+α dt =
∞

∑
n=0

an
x4n+α+1

4n+α +1
.

Posons, pourx∈ [0,1[

f (x) =

∫ x

0

tα
√

1− t4
dt , g(x) =

∞

∑
n=0

an
x4n+α+1

4n+α +1
.

On vient de démontrer que pour toutx∈ [0,1[, f (x) = g(x). Il est clair que

lim
x→1

f (x) =
∫ 1

0

tα
√

1− t4
dt.

Il suffit donc de calculer limx→1g(x). Commeg(x) est la somme d’une série de fonctions
continues sur[0,1], il suffit de montrer que la série est normalement convergente sur cet
intervalle, pour obtenir l’égalité limx→1g(x) = g(1). Pour cela, montrons que la série de

terme généralbn =
an

4n+α +1
qui domine la série entiére de terme généralan

x4n+α+1

4n+α +1
sur[0,1], est convergente.
On a :

bn

bn−1
=

2n−1
2n

4n+α −3
4n+α +1

= 1− 3
2n

+o(
1
n2).

Ce quotient tend vers 1 lorsquen→ ∞, on est donc dans le cas où le test de d’Alembert
ne permet pas de conclure.

On va donc comparer cette série avec la série de terme généralcn =
1
nq , avec 1< q <

3
2

,

qui est convergente.

On a :
cn

cn−1
= 1− q

n
+o(

1
n2)
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Donc
cn

cn−1
− bn

bn−1
∼n→∞

(3
2 −q)

n
.

On en déduit que, à partir d’un certain rang, on a :
cn

cn−1
≥ bn

bn−1
, ce qui, de proche en

proche, implique quebn ≤
b1

c1
cn.

Comme la série de terme généralcn converge, la série de terme généralbn converge éga-
lement.
On en déduit que la fonctiong est continue sur[0,1] et par suite :

g(1) =
∫ 1

0

tα
√

1− t4
dt =

∞

∑
n=0

an

4n+α +1

=
∞

∑
n=0

Cn
2n

22n(4n+α +1)
.

Corrigé de l’exercice 5.6

1) On a

f (t,x) =
xsint

1−2xcost +x2 =
1
2i

[

1
1−xeit −

1
1−xe−it

]

.

Donc, pour|x| < 1,

f (t,x) =
1
2i

∞

∑
n=0

xn(enit −e−nit)=
∞

∑
n=0

xnsinnt.

2) Soit |x| < 1 fixé. La série de fonctions de terme généralun(t) = xnsinnt est norma-
lement convergente sur le domainet ∈ [0,π] car elle est dominée par la série numérique
convergente de terme généralxn.
On peut donc l’intégrer terme à terme sur[0,π], soit :

g(x) =
∫ π

0
f (t,x)dt =

∞

∑
n=0

∫ π

0
xnsinnt dt

=
∞

∑
n=0

xn
[

−cosnt
n

]π

0
= 2

∞

∑
m=0

x2m+1

2m+1
= 2 argthx.





Chapitre 6
Séries trigonométriques

6.1 Définitions et convergence

Comme les séries entières, les séries trigonométriques sont des séries de fonctions d’une
variable réellet, d’une forme particulière.

6.1.1 Définition. Soient(an)n∈N et (bn)n∈N deux suites de scalaires, réels ou complexes.
Une série trigonométrique est une série de fonctions de terme général :

un(t) = ancosnt+bnsinnt.

Puisque sin0= 0, on peut supposer queb0 = 0.

En utilisant les fonctionseint et e−int , on a une autre représentation de ces séries :

6.1.2 Proposition.Le terme général d’une série trigonométrique s’écrit :

u0(t) = c0 et∀n > 1 , un(t) = cneint +c−ne−int ,

où

c0 = a0 et∀n > 1 , cn =
an− ibn

2
, c−n =

an + ibn

2
.

Démonstration.On écriteint = cosnt + i sinnt et e−int = cosnt− i sinnt. D’où en rem-
plaçant :cn +c−n = an et cn−c−n = −ibn.

Nous utiliserons plutôt l’écriture exponentielle qui donne des calculs plus simples.

6.1.3 Notations.Nous conviendrons de noter

(cneint +c−ne−int),

une série trigonométrique définie par son terme général :

u0(t) = c0 et∀n > 1 , un(t) = cneint +c−ne−int .

Il faut remarquer que l’entiern = 0 ne joue pas le même rôle que les autres entiers.

Dans les chapitres précédents, nous avons déjà rencontré des cas de convergence des séries
trigonométriques :
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6.1.4 Proposition. i) Si les séries numériques de terme général cn et c−n sont
absolument convergentes, la série trigonométrique de terme général(cneint + c−ne−int)
est uniformément convergente surR.

ii) Si les suites(cn)n>1 et (c−n)n>1 sont positives décroissantes et si elles conver-
gent vers 0, la série trigonométrique de terme général(cneint +c−ne−int) converge unifor-
mément sur tout intervalle de la forme[2kπ +α,2(k+1)π −α], où k∈ Z et 0 < α < π .

Démonstration. i)Si les séries numériques de termes générauxcn etc−n sont absolument
convergentes, on écrit :

∀n > 1 , ∀t ∈ R , |un(t)| ≤ |cn|+ |c−n| .

La série de terme généralun est donc normalement convergente surR et donc uniformé-
ment convergente surR par la proposition 4.2.10.

ii) On va utiliser la transformation d’Abel (théorème 2.5.1 et corollaire 2.5.5) :
On commence par majorer pour toutn∈ N, les termes

An(t) =
n

∑
j=0

ei jt et An(−t) =
n

∑
j=0

e−i jt ,

sur l’intervalle[2kπ +α,2(k+1)π −α] oùk∈ Z et 0< α < π sont fixés :

An(t) =
n

∑
j=0

ei jt =
1−ei(n+1)t

1−eit =
ei n+1

2 t

ei t
2

sin(n+1) t
2

sin t
2

.

On en déduit que pourt ∈ [2kπ +α,2(k+1)π −α],

|An(t)| ≤
1

∣

∣sin t
2

∣

∣

≤ 1
∣

∣sinα
2

∣

∣

.

De la même façon, on obtient aussi :∀t ∈ [2kπ +α,2(k+1)π −α],

|An(−t)| ≤ 1
∣

∣sinα
2

∣

∣

.

On vérifie le critère de Cauchy uniforme (4.2.7) pour la suitedes sommes partielles
(sn)n∈N de la série de terme généralun, en écrivant :∀t ∈ [2kπ +α,2(k+1)π −α],

sq(t)−sp−1(t) =
q

∑
n=p

un(t) =
q

∑
n=p

(

cneint +c−ne−int)

=
q

∑
n=p

[(An−An−1)(t)cn+(An−An−1)(−t)c−n]

=
q

∑
n=p

[An(t)cn+An(−t)c−n]−
q

∑
n=p

[An−1(t)cn+An−1(−t)c−n]

= Aq(t)cq+Aq(−t)c−q−Ap−1(t)cp−Ap−1(−t)c−p

+
q−1

∑
n=p

[An(t)(cn−cn+1)]+
q−1

∑
n=p

[

An(−t)(c−n−c−(n+1))
]

.
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D’où l’on déduit que :
∣

∣

∣

∣

∣

q

∑
n=p

un(t)

∣

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣Aq(t)
∣

∣cq+
∣

∣Ap−1(t)
∣

∣cp+
q−1

∑
n=p

|An(t)|(cn−cn+1)

+
∣

∣Aq(−t)
∣

∣c−q +
∣

∣Ap−1(−t)
∣

∣c−p+
q−1

∑
n=p

|An(−t)|(c−n−c−(n+1)).

Donc pour toutt ∈ [2kπ +α,2(k+1)π −α],
∣

∣

∣

∣

∣

q

∑
n=p

un(t)

∣

∣

∣

∣

∣

≤ 1
∣

∣sinα
2

∣

∣

[

(cp+cq)+(c−p+c−q)+(cp−cq)+(c−p−c−q)
]

=
2(cp+c−p)
∣

∣sinα
2

∣

∣

.

Ce dernier terme tend vers 0 par hypothèse. La suite des sommes partielles de la série de
terme généralun est uniformément de Cauchy sur l’intervalle[2kπ + α,2(k+ 1)π −α]
et donc convergente, ce qui veut bien dire que la série de terme généralun converge
uniformément sur cet intervalle.

Les résultats de la proposition 6.1.4 ont des analogues pourla représentation des séries
trigonométriques avec les fonctions cosnt et sinnt :

6.1.5 Proposition. i) Si les séries numériques de termes généraux an et bn sont
absolument convergentes, la série trigonométrique de terme général(ancosnt+bnsinnt)
est uniformément convergente surR.

ii) Si les suites(an)n>1 et(bn)n>1 sont positives décroissantes et si elles convergent
vers 0, la série trigonométrique de terme général(ancosnt + bnsinnt) converge unifor-
mément sur tout intervalle de la forme[2kπ +α,2(k+1)π −α], où k∈ Z et 0 < α < π .

6.1.6 Exemple. i) Les séries de termes généraux
sinnt

n2 et
cosnt

n2 sont uniformé-

ment convergentes surR.

ii) La série de terme général
cosnt

n
converge uniformément sur tous les intervalles

de la forme[2kπ + α,2(k+ 1)π −α], 0 < α < π . Elle converge donc simplement sur
R−2πZ. On vérifie aisément qu’elle ne converge pas simplement surR tout entier, voir
par exemple en t= 0.

iii) La série de terme général
sinnt

n
converge uniformément sur tous les intervalles

de la forme[2kπ + α,2(k+ 1)π −α], 0 < α < π . Elle converge donc simplement sur
R−2πZ. On vérifie aisément qu’elle converge simplement surR tout entier.

6.1.7 Proposition. (Série trigonométrique associée à une série entière)
On considère une série entière de terme général anzn et de rayon de convergence R. Alors
pour tout r< R, la série trigonométrique de terme général anrneint converge normalement
surR.

Démonstration.Par définition du rayon de convergence d’une série entière, pour r < R,
la série numérique de terme généralanrn est absolument convergente (théorème 5.1.2).
Or pour toutn ∈ N,

∣

∣anrneint
∣

∣ ≤ |an| rn. Donc la série trigonométrique de terme général
anrneint est dominée surR en module par une série numérique convergente et par suite
elle est bien normalement convergente surR.
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6.1.8 Exemple.Pour |z| < 1, nous avons :
1+z
1−z

= 1+ 2
+∞

∑
n=1

zn. Donc pour r< 1, on

obtient :

∀t ∈ R ,
1+ reit

1− reit = 1+2
+∞

∑
n=1

rneint .

En prenant les parties réelles et imaginaires dans cette dernière égalité, on trouve des
identités remarquables, vraies pourr < 1 :

∀t ∈ R , ℜe

(

1+ reit

1− reit

)

=
1− r2

1+ r2−2r cost
= 1+2

+∞

∑
n=1

rncosnt,

∀t ∈ R , ℑm

(

1+ reit

1− reit

)

=
2r sint

1+ r2−2r cost
= 2

+∞

∑
n=1

rnsinnt.

6.2 Continuité, dérivation et intégration de la somme

6.2.1 Théorème. i) Si les séries numériques de termes généraux cn et c−n sont
absolument convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(cneint +c−ne−int)

est continue surR.
ii) Si les suites numériques(cn)n∈N et (c−n)n∈N sont positives décroissantes et si

elles convergent vers 0, la somme de la série trigonométrique de terme général

(cneint +c−ne−int)

est continue surR−2πZ.

Démonstration.C’est une conséquence immédiate de la proposition 6.1.4 et du théorème
4.3.3.

6.2.2 Théorème.Si les séries numériques de termes généraux ncn et nc−n sont absolu-
ment convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(cneint +c−ne−int)

est dérivable surR et sa dérivée est la somme de la série de terme général

(incneint − inc−ne−int).

Démonstration.Par le théorème de comparaison 2.4.2, l’hypothèse entraineen particu-
lier que les séries numériques de termes générauxcn etc−n sont absolument convergentes.
Les séries trigonométriques de termes généraux(cneint +c−ne−int) et(ncneint +nc−ne−int)
sont donc toutes les deux normalement convergentes surR et on peut appliquer le théo-
rème 4.4.5.



§ 6.2. Continuité, dérivation et intégration de la somme 123

6.2.3 Théorème.Si les séries numériques de termes généraux cn et c−n sont absolument
convergentes, alors la série trigonométrique de terme général

[

∫ t

0
(cneins+c−ne−ins)ds

]

est convergente surR et a pour somme

∫ t

0

[

+∞

∑
n=0

(cneins+c−ne−ins)

]

ds.

Démonstration.Il suffit d’appliquer le théorème 4.5.3, puisque, sous cettehypothèse, la
série trigonométrique de terme général(cneint + c−ne−int) est normalement convergente
surR.

On a bien entendu des résultats analogues pour la représentation des séries trigonomé-
triques avec les fonctions cosnt et sinnt :

6.2.4 Théorème. i) Si les séries numériques de termes généraux an et bn sont
absolument convergentes, la somme de la série trigonométrique de terme général

(ancosnt+bnsinnt)

est continue surR.
ii) Si les suites numériques(an)n∈N et (bn)n∈N sont positives décroissantes et si

elles convergent vers 0, la somme de la série trigonométrique de terme général

(ancosnt+bnsinnt)

est continue surR−2πZ.

6.2.5 Théorème.Si les séries numériques de termes généraux nan et nbn sont absolument
convergentes, la somme de la série trigonométrique de termegénéral(ancosnt+bnsinnt)
est dérivable surR et sa dérivée est la somme de la série de terme général(−nansinnt+
nbncosnt).

6.2.6 Théorème.Si les séries numériques de termes généraux an et bn sont absolument
convergentes, alors la série de terme général

[

∫ t

0
(ancosns+bnsinns)ds

]

est convergente surR et a pour somme

∫ t

0

[

+∞

∑
n=0

(ancosns+bnsinns)

]

ds.
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6.3 Développement en séries trigonométriques

Comme dans l’étude des séries entières, on se pose le problème du développement d’une
fonction f donnée en série trigonométrique, c’est-à-dire que l’on étudie l’existence d’une
série trigonométrique dontf est la somme. Ce problème est difficile et nous n’étudierons
ici que des solutions très partielles.

Etudions d’abord la somme d’une série trigonométrique normalement convergente :

6.3.1 Proposition. Supposons les séries numériques de termes généraux cn et c−n ab-
solument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(cneins+c−ne−ins). Alors :

i) La fonction t→ s(t) est périodique de période2π .

ii) Pour tout k∈ Z, 2πck =

∫ 2π

0
s(t)e−ikt dt.

Démonstration.La propriétéi) est évidente.

Pour démontrer la propriétéii) , on commence par calculer, pour toutp,q∈ Z :

p+q 6= 0 ,
∫ 2π

0
eipteiqt dt =

[

ei(p+q)t

p+q

]2π

0

= 0

p+q = 0 ,
∫ 2π

0
eipteiqt dt =

∫ 2π

0
dt = 2π.

On multiplie alors le terme général de la série trigonométrique pareint ou e−int , n∈ N et
en vertu du théorème 6.2.3, on peut l’intégrer terme à terme.Le calcul précédent donne
le résultat immédiatement.

6.3.2 Corollaire. Supposons les séries numériques de termes généraux cn et c−n abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(cneins+c−ne−ins).
Si la fonction t→ s(t) est paire surR, alors∀n∈ N, c−n = cn

Si cette fonction est impaire surR, alors∀n∈ N, c−n = −cn.

Montrons les propriétés analogues pour la représentation des séries trigonométriques à
l’aide des fonctions cos et sin :

6.3.3 Proposition. Supposons les séries numériques de termes généraux an et bn ab-
solument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(ancosnt+bnsinnt). Alors :

i) La fonction t→ s(t) est périodique de période2π .

ii) Pour tout n∈ N⋆, πan =

∫ 2π

0
s(t)cosnt dt etπbn =

∫ 2π

0
s(t)sinnt dt.

iii) 2πa0 =
∫ 2π

0
s(t)dt.

Démonstration.La propriétéi) est évidente.

La propriétéii) est une conséquence du calcul suivant :
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Pour toutp,q∈ Z :

∫ 2π

0
ei(p+q)t dt =

∫ 2π

0
[(cosptcosqt−sinptsinqt)+ i(sinptcosqt+cosptsinqt)] dt

= 2πδp,−q

Rappelons queδp,−q = 0 si p+q 6= 0 et= 1 si p+q = 0.

Supposons maintenant quen et m sont deux entiers naturels non nuls et écrivons cette
égalité pour les couples(n,m) et (n,−m) :

∫ 2π

0
[(cosntcosmt−sinntsinmt)+ i(sinntcosmt+cosntsinmt)] dt = 2πδn,−m = 0,

carm+n 6= 0.

∫ 2π

0
[(cosntcosmt+sinntsinmt)+ i(sinntcosmt−cosntsinmt)] dt = 2πδn,m,

et cette expression vaut 0 dès quen 6= m.

En séparant les parties imaginaires et les parties réelles puis en faisant successivement des
sommes et des différences, on trouve :

∫ 2π

0
cosntcosmt dt =

∫ 2π

0
sinntsinmt dt= 0 sin 6= m,

∫ 2π

0
cos2nt dt =

∫ 2π

0
sin2nt dt = π ,

∫ 2π

0
cosntsinmt dt = 0 pour toutn,m∈ N

∗.

On multiplie alors le terme général de la série trigonométrique par cosnt ou sinnt et en
vertue du théorème 6.2.3, on peut l’intégrer terme à terme. Le calcul précédent donne le
résultat immédiatement.

La propriétéiii) est immédiate en intégrant terme à terme de 0 à 2π la série trigonomé-
trique de sommes, ce que l’on a le droit de faire d’après le théorème 6.2.3.

6.3.4 Corollaire. Supposons les séries numériques de termes généraux an et bn abso-
lument convergentes et soit s la somme de la série trigonométrique de terme général
(ancosnt+bnsinnt).
Si la fonction t→ s(t) est paire surR, alors∀n∈ N, bn = 0
Si cette fonction est impaire surR, alors∀n∈ N, an = 0.

Démonstration.Supposons par exemples paire.
Dans ce cas, la fonctiont → s(t)sinnt est impaire pour toutn∈N. Par périodicité, on peut
écrire :

πbn =

∫ 2π

0
s(t)sinnt dt =

∫ +π

−π
s(t)sinnt dt = 0.

La démonstration est analogue pour le cas impair.

Nous pouvons maintenant définir la série de Fourier d’une fonction périodique :
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6.3.5 Définition. Soit f une fonction définie surR, périodique de période2π , intégrable
sur [0,2π]. On appelle série de Fourier de f et on note SF( f ) la série trigonométrique de
terme général

(cneint +c−ne−int),

respectivement :
(ancosnt+bnsinnt),

où les coefficients , appelés coefficients de Fourier de f sontdonnés par la formule :

∀n∈ Z , 2πcn =
∫ 2π

0
f (t)e−int dt,

respectivement :

πan =
∫ 2π

0
f (t)cosnt dt , πbn =

∫ 2π

0
f (t)sinnt dt , 2πa0 =

∫ 2π

0
f (t)dt.

En utilisant les calculs précédents, on obtient immédiatement :

6.3.6 Proposition.Soit f une fonction définie surR, périodique de période2π , intégrable
sur [0,2π] et (cneint +c−ne−int) = (ancosnt+bnsinnt) sa série de Fourier.
Si la fonction f est paire surR, alors∀n∈ N, bn = 0 et c−n = cn.
Si f est impaire surR, alors∀n∈ N, an = 0 et c−n = −cn.

Nous allons étudier un cas de convergence des séries de Fourier. Donnons d’abord une
notation :

6.3.7 Notations.Soit f une fonction définie surR et soitt0 ∈ R.
Si la limite de f (t) existe quandt → t0 par valeurs supérieures, on notera

f (t0+0) = lim
t→t0,t>t0

f (t)

.
De même, si la limite def (t) existe quandt → t0 par valeurs inférieures, on notera

f (t0−0) = lim
t→t0,t<t0

f (t).

On a besoin d’un lemme :

6.3.8 Lemme.Soit f une fonction intégrable sur un intervalle[a,b]. On a :

lim
|λ |→+∞

∫ b

a
f (t)eiλ t dt = lim

|λ |→+∞

∫ b

a
f (t)sinλ t dt = lim

|λ |→+∞

∫ b

a
f (t)cosλ t dt = 0.

Démonstration.Supposons d’abord la fonctionf en escalier, c’est-à-dire qu’il existe un
découpage de l’intervalle[a,b], tel quea = a0 < a1 < · · · < ak = b et f soit constante
égale àα j sur chaque intervalle]a j ,a j+1[. On peut alors écrire :

∫ b

a
f (t)eiλ t dt =

k

∑
j=0

α j

∫ a j+1

a j

eiλ t dt =
k

∑
j=0

α j
eiλa j+1 −eiλa j

iλ
.
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D’où
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

≤
k

∑
j=0

2
∣

∣α j
∣

∣

|λ |

Ce qui prouve bien que

lim
|λ |→+∞

∫ b

a
f (t)eiλ t dt = 0.

Si f est intégrable sur[a,b], pour toutε > 0, il existe des fonctions en escalierϕ et η sur
[a,b] telles que

∀t ∈ [a,b] , | f (t)−ϕ(t)| ≤ η(t) et
∫ b

a
η(t)dt ≤ ε

2
.

On peut alors écrire :

∫ b

a
f (t)eiλ t dt =

∫ b

a
ϕ(t)eiλ t dt+

∫ b

a
[ f (t)−ϕ(t)]eiλ t dt.

D’où :

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕ(t)eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
[ f (t)−ϕ(t)]eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕ(t)eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

+
∫ b

a
| f (t)−ϕ(t)| dt

≤
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕ(t)eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

+
ε
2
.

Commeϕ est en escalier, d’après la première partie de la démonstration, il existeA > 0
tel que siλ ≥ A, alors

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
ϕ(t)eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε
2
.

On en déduit que pourλ ≥ A,
∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)eiλ t dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε,

ce qui montre bien que

lim
|λ |→+∞

∫ b

a
f (t)eiλ t dt = 0.

Les cas des fonctions sinλ t et cosλ t se traitent de la même façon.

Avant d’énoncer le théorème principal, on peut citer un corollaire de ce lemme :

6.3.9 Corollaire. Soit f une fonction définie surR, périodique de période2π et intégrable
sur [0,2π ], alors les suites(cn)n∈N et (c−n)n∈N [respectivement(an)n∈N et (bn)n∈N] de
ses coefficients de Fourier convergent vers 0 quand n→ +∞.
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Voici maintenant le théorème de Dirichlet :

6.3.10 Théorème.Soit f une fonction définie surR, périodique de période2π , intégrable
sur [0,2π]. Soit t0 ∈ R tel que :

i) f (t0+0) = lim
t→t0,t>t0

f (t) et f(t0−0) = lim
t→t0,t<t0

f (t) existent

ii) lim
h→0,h>0

f (t0+h)− f (t0+0)

h
et lim

h→0,h<0

f (t0+h)− f (t0−0)

h
existent

alors la série de Fourier de f converge au point t0 et a pour somme

1
2

[ f (t0+0)+ f (t0−0)] .

En particulier si f est continue et dérivable en t0 alors la série de Fourier de f converge
au point t0 et a pour somme f(t0).

Démonstration.Pour toutn∈ N, on pose

Sn(t0) = c0+
n

∑
j=1

[

c je
i jt0 +c− je

−i jt0
]

=
+n

∑
j=−n

c je
i jt0,

où les coefficientsc j pour j ∈ Z sont les coefficients de Fourier de la fonctionf . D’après
la définition 6.3.5, on peut écrire :

Sn(t0) =
+n

∑
j=−n

ei jt0

(

1
2π

∫ 2π

0
e−i jt f (t)dt

)

=
1

2π

∫ 2π

0

(

+n

∑
j=−n

ei jt0e−i jt f (t)

)

dt =
1

2π

∫ 2π

0

[

+n

∑
j=−n

ei j (t0−t)

]

f (t)dt

=
1

2π

∫ 2π−t0

−t0

[

+n

∑
j=−n

e−i ju

]

f (t0+u)du,

où l’on a effectué le changement de variableu = t − t0.
Comme la fonction à intégrer est périodique de période 2π , cette intégrale est encore égale
à :

Sn(t0) =
1

2π

∫ 2π

0
[

+n

∑
j=−n

e−i ju ] f (t0+u)du=
1

2π

∫ +π

−π
[

+n

∑
j=−n

e−i ju ] f (t0+u)du.

Comme dans la proposition 6.3.5, on peut calculer la somme
+n

∑
j=−n

e−i ju :

pouru∈ 2πZ,
+n

∑
j=−n

e−i ju = 2n+1,

pouru /∈ 2πZ,

+n

∑
j=−n

e−i ju = e−inu
2n

∑
k=0

eiku = e−inu1−e(2n+1)iu

1−eiu

= e−inue
(2n+1)

2 iu

e
iu
2

e−
(2n+1)

2 iu−e
(2n+1)

2 iu

e−
iu
2 −e

iu
2

=
sin2n+1

2 u

sinu
2

.
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On remarque que

2n+1 = lim
u→0

sin2n+1
2 u

sinu
2

,

donc les deux expressions de cette somme coïncident enu = 0.

Si la fonctionu→ f (t0+u)

sinu
2

était intégrable, on pourrait appliquer le lemme 6.3.8 et cela

nous permettrait de conclure queSn(t0) converge vers 0 quandn tend vers+∞. En général,
sous les hypothèses du théorème, ce n’est pas le cas et nous devons considérer la fonction

u→ f (t0+u)− f (t0+0)

sinu
2

=
f (t0+u)− f (t0+0)

u
u

sinu
2
,

qui elle, est continue en 0 par hypothèse et donc aussi intégrable sur[0,π].
En appliquant le lemme 6.3.8, on obtient que

lim
n→+∞

∫ π

0

f (t0+u)− f (t0+0)

sinu
2

sin
2n+1

2
u du= 0.

Or
∫ π

0

f (t0+0)

sinu
2

sin
2n+1

2
u du =

∫ π

0
f (t0+0)

(

+n

∑
j=−n

e−i ju

)

du

= f (t0+0)
∫ π

0

(

+n

∑
j=−n

e−i ju

)

du= π f (t0+0).

On en conclut donc que

lim
n→+∞

∫ π

0

f (t0+u)

sinu
2

sin
2n+1

2
u du= π f (t0+0).

De la même façon, on montre que

lim
n→+∞

∫ 0

−π

f (t0+u)

sinu
2

sin
2n+1

2
u du= π f (t0−0).

Donc

lim
n→+∞

Sn(t0) =
1
2

[ f (t0+0)+ f (t0−0)] .

6.3.11 Exemple. i) Soit f la fonction de période2π surR définie par :
f (t) = 1 pour t∈]0,π[, f(t) = −1 pour t∈]−π ,0[, f(0) = f (π) = f (−π) = 0.
Alors

[SF( f )](t) =
4
π

+∞

∑
n=0

sin(2n+1)t
2n+1

.

ii) Soit g la fonction de période2π surR telle que g(t) = |t| pour |t| ≤ π .
Alors,

[SF(g)](t) =
π
2
− 4

π

+∞

∑
n=0

cos(2n+1)t
(2n+1)2 .

iii) Soit h la fonction de période2π surR telle que h(t) = t2 pour |t| ≤ π .
Alors,

[SF(h)](t) =
π2

3
+4

+∞

∑
n=1

(−1)ncosnt
n2 .
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Ces trois fonctions vérifient les hypothèses du théorème de Dirichlet en tout pointt ∈ R

et dans les trois cas, on a∀t ∈ R :

1
2
[ f (t +0)+ f (t−0)] = f (t) ,

1
2
[g(t +0)+g(t−0)] = g(t) ,

1
2
[h(t +0)+h(t−0)] = h(t).

Donc :

∀t ∈ R, f (t) = [SF( f )](t) =
4
π

+∞

∑
n=0

sin(2n+1)t
2n+1

,

∀t ∈ R, g(t) = [SF(g)](t) =
π
2
− 4

π

+∞

∑
n=0

cos(2n+1)t
(2n+1)2 ,

∀t ∈ R, h(t) = [SF(h)](t) =
π2

3
+4

+∞

∑
n=1

(−1)ncosnt
n2 .

6.3.12 Application. Dans les trois exemples précédents, on obtient des identités remar-
quables :

i) ∀t ∈]−π,+π[ , sgnt =
4
π

+∞

∑
n=0

sin(2n+1)t
2n+1

.

ii) ∀t ∈ [−π ,+π] , |t|= π
2
− 4

π

+∞

∑
n=0

cos(2n+1)t
(2n+1)2 .

D’où en prenantt = 0,
π2

8
=

+∞

∑
n=0

1
(2n+1)2 .

En utilisant le calcul suivant :

∞

∑
n=1

1
n2 =

∞

∑
p=1

1
4p2 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)2 =

1
4

∞

∑
n=1

1
n2 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)2 ,

on en déduit
∞

∑
n=1

1
n2 =

4
3

+∞

∑
n=0

1
(2n+1)2 =

π2

6
.

iii) ∀t ∈ [−π,+π] , t2 =
π2

3
+4

+∞

∑
n=1

(−1)ncosnt
n2 .

D’où en prenantt = 0,

−π2

12
=

∞

∑
n=1

(−1)n

n2 .

Remarque.Le théorème de Dirichlet donne des conditions suffisantes pour qu’une série
de Fourier converge en un pointt0. Il s’agit donc d’une convergence simple. Dans un
deuxième temps, on peut se poser la question de la convergence uniforme de cette série :
dans l’exemple 6.3.11, on voit que la série de Fourier def ne converge pas uniformément
surR alors que celle deg converge uniformément. Il n’y a pas de théorème général, pour
étudier la convergence uniforme d’une série de Fourier, il faut étudier ces séries au cas
par cas.

Nous citons sans démonstration un résultat qui est très utile dans la pratique, le théorème
de Parseval :
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6.3.13 Théorème.Soit f une fonction définie surR, périodique de période2π , intégrable
sur [0,2π].
Soit (cneint + c−ne−int), [respectivement(ancosnt + bnsinnt)] la série de Fourier de f .
Alors :

∫ +π

−π
| f (t)|2 dt = 2π

[

|c0|2 +
+∞

∑
n=1

(|cn|2+ |c−n|2)
]

= 2π |a0|2+π
+∞

∑
n=1

(

|an|2+ |bn|2
)

.

A titre d’exercice, on peut vérifier le théorème de Parseval lorsque la fonctionf est de la

forme : f (t) = c0+
N

∑
n=1

(cnenit +c−ne−nit). En effet, dans ce cas :

∫ +π

−π
| f (t)|2dt =

∫ +π

−π

(

(c0+
N

∑
n=1

(cnenit +c−ne−nit)

)(

c0 +
N

∑
m=1

(cme−mit +c−memit)

)

dt.

Comme
∫ +π

−π
einteimt dt = 0 si n+ m 6= 0 et

∫ +π

−π
einteimt dt = 2π si n+ m= 0, seuls les

produits correspondant aux termescncn et c−nc−n ont une intégrale non nulle et on en
déduit bien que

∫ +π

−π
| f (t)|2 dt = 2π

[

|c0|2 +
+∞

∑
n=1

(|cn|2 + |c−n|2)
]

.

Le cas des coefficients de Fourier(an)n∈N et (bn)n∈N se traite de la même façon.

Remarque.Le théorème de Parseval est vrai même sif n’est pas la somme de sa série de
Fourier.

6.3.14 Application. En utilisant les exemples 6.3.11ii) et iii) , le théorème de Parseval
donne de nouvelles identités remarquables :

ii)
∫ π

−π
|t|2 dt =

2
3

π3 = π

[

π2

2
+

16
π2

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4

]

.

D’où
∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 =

π4

96
.

En utilisant le calcul suivant :

∞

∑
n=1

1
n4 =

∞

∑
p=1

1
16p4 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 =

1
16

∞

∑
n=1

1
n4 +

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 ,

on en déduit
∞

∑
n=1

1
n4 =

16
15

∞

∑
p=0

1
(2p+1)4 =

π4

90
.

iii)
∫ π

−π
t4dt =

2
5

π5 = π

[

2π4

9
+16

∞

∑
n=1

1
n4

]

,

ce qui donne de nouveau d’une autre manière :

∞

∑
n=1

1
n4 =

π4

90
.
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6.4 Exercices sur le chapitre 6

6.1 Exercice. Soit α un nombre réel non entier et soitf une fonction de période 2π ,
définie surR, égale à sinαt pour|t| ≤ π .

1) Déterminer la série de Fourier def .

2) La fonction f est-elle égale à la somme de sa série de Fourier ?

3) Même questions avec la fonctiong, de période 2π , définie surR, égale à cosαt pour
|t| ≤ π .

4) A partir des séries de Fourier def et deg, expliciter la série de Fourier (complexe) de
la fonctionh de période 2π , définie surR, égale àeiαt pour|t| ≤ π .

5) En déduire l’identité :
π2

sin2πα
=

+∞

∑
n=−∞

1
(α −n)2 .

6.2 Exercice. ISoit f une fonction continue et périodique, définie surR. On désigne par

cn( f ) = (2π)−1
∫ π

−π
f (t)e−int dt, les coefficients de Fourier def .

On noteSk f (u) =
k

∑
n=−k

cn( f )einu = c0+
k

∑
n=1

[

cn( f )einu +c−n( f )e−inu] la somme partielle

de la série de Fourier def .

I1) Pourk et N entiers positifs, on définit

Dk(x) = (2π)−1
k

∑
n=−k

einx = (2π)−1

[

1+
k

∑
n=1

(einx +e−inx)

]

,

et

FN(x) =
1

N+1

N

∑
k=0

Dk(x).

Montrer que
∫ π

−π
FN(t)dt = 1 pour toutN ≥ 0.

I 2) Montrer que l’on a

FN(x) =
1

2π(N+1)

[

N

∑
n=0

einx

][

N

∑
m=0

e−imx

]

,

et en déduire

FN(x) =
1

2π(N+1)

[

sin[(N+1)x/2]

sin(x/2)

]2

.

I 3) On définit

TN f (u) =
1

N+1

N

∑
k=0

Sk f (u).

Montrer que l’on a

Sk f (u) =
∫ π

−π
f (t)Dk(u− t)dt,

et

TN f (u) =
∫ π

−π
f (t)FN(u− t)dt.
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II Dans cette partie,(FN)N≥0 désigne une suite de fonctions deR dansR vérifiant les
propriétés suivantes :
(A) Pour toutN ∈ N et x∈ R, FN(x) ≥ 0.

(B) Pour toutN ∈ N et x∈ R, FN(x) = FN(x+2π).

(C) Pour toutN ∈ N,
∫ π

−π
FN(x)dx= 1.

(D) Pour toutε > 0 etα > 0, il existeN0 tel que, pour toutN ≥ N0,

∫ −α

−π
FN(x)dx+

∫ π

α
FN(x)dx≤ ε.

II 1) On définit la suite de fonctions

fN(u) =
∫ π

−π
f (t)FN(u− t)dt.

Montrer que l’on a aussi

fN(u) =

∫ π

−π
f (u−s)FN(s)ds,

et

f (u)− fN(u) =
∫ π

−π
[ f (u)− f (u− t)]FN(t)dt.

II 2) En remarquant quef est uniformément continue, montrer que pour toutε > 0, il
existeα > 0 tel que, pour toutu∈ R,

∫ α

−α
| f (u)− f (u− t)|FN(t)dt ≤ ε.

II 3) (α,ε) étant donnés par la question précédente, montrer qu’il existe N0 tel que pour
toutN ≥ N0, on a

∫ −α

−π
| f (u)− f (u− t)|FN(t)dt+

∫ π

α
| f (u)− f (u− t)|FN(t)dt ≤ 2Mε,

où M = maxx∈R | f (x)|.
II 4) En déduire que la suitefN converge uniformément versf surR.

III 1) Montrer que les fonctionsFN de la partie I vérifient les hypothèses (A), (B) et (C)
de la partie II.

III 2) Montrer que pour toutα ∈]0,π], on a

FN(x) ≤
[

2(N+1)π sin2(α/2)
]−1

,

pour toutx ∈ [−π,π] tel que|x| ≥ α, et en déduire que les fonctionsFN de la partie I
vérifient l’hypothèse (D) de la partie II.

III 3) En déduire le résultat suivant : Sif est une fonction continue de période 2π , les
moyennes de CesàroTN f des sommes partielles de sa série de Fourier convergent unifor-
mément versf surR.
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6.3 Exercice.On considère la fonctionf définie pour toutt ∈ R par :

f (t) = |cost|3 .

1) Montrer que la fonctionf est paire et continûment dérivable surR.
On considère les coefficients de Fourier def :

∀n∈ Z , 2πcn =
∫ 2π

0
f (t)e−int dt,

∀n∈ N
∗ , πan =

∫ 2π

0
f (t)cosnt dt , πbn =

∫ 2π

0
f (t)sinnt dt , 2πa0 =

∫ 2π

0
f (t)dt.

2)a)Montrer quebn = 0 pour toutn∈ N∗.

b) Montrer quean = 0 si n est impair (intégrer sur l’intervalle[0,π] et effectuer le chan-
gement de variablet → π − t).

3) a)Déterminer deux nombres réelsA et B tels que

∀t ∈ R, cos3 t = Acost +Bcos3t.

b) En déduirean lorsquen est pair (posern = 2p et distinguerp pair etp impair).

c) Vérifier quep4
∣

∣a2p
∣

∣ tend vers
3

2π
quandp tend vers+∞.

4) Ecrire la série de Fourier def (réelle ou complexe). Montrer sa convergence simple sur
R et déterminer sa somme.

5) Etudier la convergence uniforme de la série de Fourier def .

6.5 Corrigé des exercices sur le Chapitre 6

Corrigé de l’exercice 6.1

1) f étant une fonction impaire, onan = 0 pour toutn∈ N et

bn =
2
π

∫ π

0
sinαt sinnt dt =

1
π

∫ π

0
[cos(α −n)t−cos(α +n)t] dt

=
sinπ(α −n)

π(α −n)
− sinπ(α +n)

π(α +n)
= (−1)n 2n

π(α2−n2)
sinπα.

D’où

[SF( f )](t) = sinπα
∞

∑
n=1

(−1)n 2nsinnt
π(α2−n2)

.

2) La fonction f est égale à la somme de sa série de Fourier puisqu’elle est de classeC1

par morceaux, sauf à ses points de discontinuité éventuels{(2n+1)π , n∈ Z}.

3) g étant une fonction impaire, onbn = 0 pour toutn∈ N et :

a0 =
1
π

∫ π

0
cosαt dt =

sinαπ
απ

,
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et pourn > 1 :

an =
2
π

∫ π

0
cosαt cosnt dt =

1
π

∫ π

0
[cos(α −n)t +cos(α +n)t] dt

=
sinπ(α −n)

π(α −n)
+

sinπ(α +n)

π(α +n)
= (−1)n 2α

π(α2−n2)
sinπα.

D’où

[SF(g)](t) =
sinαπ

απ
sinπα

∞

∑
n=1

(−1)n 2α cosnt
π(α2−n2)

.

La fonctiong est égale à la somme de sa série de Fourier puisqu’elle est de classeC1 par
morceaux, sauf à ses points de discontinuité éventuels{(2n+1)π, n∈ Z}.

4) En appliquant les formules du cours, on trouve :

[SF(h)](t) =
sinαπ

π

+∞

∑
n=−∞

(−1)neinx

(α −n)
.

5) On applique le théorème de Parseval à la fonctionh :
∫ π

−π
|h(t)|2 dt = 2π

et donc :
π2

sin2πα
=

+∞

∑
n=−∞

1
(α −n)2 .

Corrigé de l’exercice 6.2

I 1) On a
∫ π

−π
FN(t)dt =

1
N+1

N

∑
k=0

∫ π

−π
Dk(t)dt =

1
2π

1
N+1

N

∑
k=0

2π = 1.

I 2) On a

FN(x) =
1

N+1

N

∑
k=0

Dk(x) =
1

2π(N+1)

N

∑
k=0

k

∑
n=−k

einx =
1

2π(N+1)

N

∑
k=−N

(N+1−|k|)eikx ,

et

1
2π(N+1)

(

N

∑
m=0

eimx

)(

N

∑
m=0

e−imx

)

=
1

2π(N+1)

N

∑
m,n=0

ei(m−n)x

=
1

2π(N+1)

N

∑
k=−N

(N+1−|k|)eikx.

Ces deux fonctions sont donc bien égales et on en déduit :

FN(x) =
1

2π(N+1)

[

1−ei(N+1)x

1−eix

][

1−e−i(N+1)x

1−e−ix

]

=
1

2π(N+1)

[

ei(N+1)x/2 sin((N+1)x/2)

eix/2sin(x/2)

][

ei−(N+1)x/2 sin(−(N+1)x/2)

e−ix/2 sin(−x/2)

]

=
1

2π(N+1)

[

sin((N+1)x/2)

sin(x/2)

]2

.
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I 3) On calcule :

Sk f (u) =
k

∑
n=−k

cn( f )einu =
1

2π

k

∑
n=−k

einu
∫ π

−π
f (t)e−int dt

=
∫ π

−π
f (t)

1
2π

k

∑
n=−k

ein(u−t) dt =
∫ π

−π
f (t)Dk(u− t)dt,

et

TN f (u) =
1

N+1

N

∑
k=0

Sk f (u) =
1

N+1

N

∑
k=0

∫ π

−π
f (t)Dk(u− t)dt

=
∫ π

−π
f (t)

1
N+1

N

∑
k=0

Dk(u− t)dt =
∫ π

−π
f (t)FN(u− t)dt.

II 1) On calcule :

fN(u) =

∫ π

−π
f (t)FN(u− t)dt = −

∫ u−π

u+π
f (u−s)FN(s)ds

=
∫ π

−π
f (u−s)FN(s)ds,

par changement de variabless= u− t et par périodicité. D’où en utilisant (C) :

f (u)− fN(u) =
∫ π

−π
[ f (u)− f (u− t)]FN(t)dt.

II 2) f est uniformément continue sur[0,2π ] comme fonction continue sur un compact
et donc aussi surR par périodicité. D’où, pour toutε > 0, il existeα > 0 tel que|t| ≤ α
implique que pour toutu∈ R,

| f (u)− f (u− t)| ≤ ε.

On peut donc multiplier parFN(t) et intégrer ent ∈ [−α,α] : pour toutu∈ R,

∫ α

−α
| f (u)− f (u− t)|FN(t)dt ≤

∫ α

−α
εFN(t)dt ≤ ε

∫ π

−π
FN(t)dt ≤ ε.

en utilisant les hypothèses (A) et (C).

II 3) (α,ε) étant donnés par la question précédente, d’après l’hypothèse (D), il existeN0

tel que pour toutN ≥ N0, on a

∫ −α

−π
FN(t)dt+

∫ π

α
FN(t)dt ≤ ε.

Donc
∫ −α

−π
| f (u)− f (u− t)|FN(t)dt+

∫ π

α
| f (u)− f (u− t)|FN(t)dt

≤ 2M

[

∫ −α

−π
FN(t)dt+

∫ π

α
FN(t)dt

]

≤ 2Mε,

en utilisant l’hypothèse (A).
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II 4) On a montré que pour toutε > 0 il existeN0 tel que pourN ≥ N0, on a pour tout
u∈ R,

fN(u)− f (u) =

∫ π

−π
[ f (u)− f (u− t)]FN(t)dt

=

∫ α

−α
[ f (u)− f (u− t)]FN(t)dt+

∫ −α

−π
[ f (u)− f (u− t)]FN(t)dt

+

∫ π

α
[ f (u)− f (u− t)]FN(t)dt

≤ ε +2Mε.

La suite fN converge donc bien uniformément versf surR.

III 1) Les fonctionsFN de la partie I vérifient (A) d’après l’expression obtenue en I2, (B)
car lesDk sont périodiques de période 2π et (C) d’après la question I1.

III 2) En prenant le résultat de la question I 2, comme pour toutx∈ [−π,π] tel que|x| ≥α,
on a les majorations suivantes :

sin((N+1)x/2) ≤ 1 et sin(x/2) ≥ sin(α/2),

on en déduit :
FN(x) ≤

[

2(N+1)π sin2(α/2)
]−1

.

D’où :
∫ −α

−π
FN(t)dt+

∫ π

α
FN(t)dt ≤ 2(π −α)

[

1

2(N+1)π sin2(α/2)

]

≤ (π −α)

π sin2(α/2)

1
N+1

.

Comme la suite
(π −α)

π sin2(α/2)

1
N+1

tend vers 0 quandN → ∞, la suite de fonctionsFN

vérifie bien l’hypoythèse (D) de la partie II.

III 3) Si f est une fonction continue de période 2π , les moyennes de Cesàro des sommes
partielles de sa série de Fourier sont les fonctionsTN f de la partie I. Les fonctionsfN de
la partie II coîncident, dans le cas où lesFN sont celles de la partie I, avec les fonctions
TN f . On a montré dans la partie II que cette suite de fonctions converge uniformément
vers f surR, ce qui prouve le résulat cherché.

Corrigé de l’exercice 6.3

1) La fonction f est évidemment paire. Commef est la composée de la fonctionC∞ :
t → cost et de la fonctionx→ |x|3, pour démontrer quef estC1 surR, il suffit de montrer
quex→ |x|3 estC1 surR. Or cette fonction est évidemmentC1 surR∗ et sa dérivée vaut
3sgnx x2 pourx 6= 0. Or, lorsquex→ 0, cette dérivée a même limite à droite et à gauche
égale à 0. Cette fonction est donc bien dérivable en 0, de dérivée nulle et cette dérivée est
continue surR.

2) a)bn = 0 pour toutn≥ 1 car f est paire.
b) Pourn≥ 1, n impair, on calcule :

an =
1
π

∫ π

−π

∣

∣cos3 t
∣

∣cosnt dt =
2
π

∫ π

0

∣

∣cos3 t
∣

∣cosnt dt

=
2
π

∫ π

0

∣

∣cos3s
∣

∣cosn(π −s)ds= (−1)nan = −an.
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Doncan = 0 sin est impair.

3) a)On écrit

cos3 t =

(

eit +e−it

2

)3

=
1
8

(

e3it +3eit +3e−it +e−3it )=
1
4

cos3t +
3
4

cost.

b) On a aisémenta0 = 4/3π et sin≥ 1 est pair, on posen = 2p et alors

an =
1
π

∫ π

−π

∣

∣cos3 t
∣

∣cosnt dt =
4
π

∫ π/2

0

[

1
4

cos3t +
3
4

cost

]

cosnt dt

=
4
π

∫ π/2

0

[

1
8

(cos(n+3)t +cos(n−3)t)+
3
8

(cos(n+1)t +cos(n−1)t)

]

dt

=
1

2π

[

sin(n+3)t
n+3

+
sin(n−3)t

n−3

]π/2

0
+

3
2π

[

sin(n+1)t
n+1

+
sin(n−1)t

n−1

]π/2

0
.

D’où

a2p =
1

2π
(−1)p(

1
2p−3

− 1
2p+3

)− 3
2π

(−1)p(
1

2p−1
− 1

2p+1
)

=
8×3(−1)p

π(4p2−1)(4p2−9)
.

c) Le terme

p4
∣

∣a2p
∣

∣=
8×3p4

π(4p2−1)(4p2−9)

tend vers
3

2π
quandp tend vers+∞.

4) La série de Fourier def est donc :

4
3π

+
24
π ∑

p≥1

(−1)pcos2pt
(4p2−1)(4p2−9)

.

Par le théorème de Dirichlet, puisquef est de classeC1 surR, cette série converge sim-
plement surR et a pour sommef .

5) Comme

∣

∣

∣

∣

(−1)pcos2pt
(4p2−1)(4p2−9)

∣

∣

∣

∣

≤ C
p4 la convergence est normale donc uniforme surR.



Chapitre 7
Intégrales de Riemann dépendant d’un paramètre

7.1 Théorème de convergence bornée

Dans ce chapitre, nous allons utiliser un théorème, le théorème de convergence bornée,
dont nous admettrons la démonstration :

7.1.1 Théorème.Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions intégrables sur un intervalle[a,b]
telle que :

1) La suite( fn)n∈N converge simplement sur[a,b] vers une fonction intégrable f .
2) Il existe M∈ R tel que :

∀n∈ N,∀t ∈ [a,b], | fn(t)| ≤ M.

Alors :
∫ b

a
f (t)dt = lim

n→∞

∫ b

a
fn(t)dt.

7.1.2 Définition. Lorsqu’il existe M∈R tel que la suite de fonctions( fn)n∈N, définies sur
[a,b], vérifie :

∀n∈ N,∀t ∈ [a,b], | fn(t)| ≤ M,

on dit que la suite( fn)n∈N est uniformément bornée.

Ce théorème se démontre dans un cadre très général, avec des outils que nous n’avons pas
développés ici.

On peut remarquer que c’est une extension du théorème 4.5.1.
En effet, l’hypothèse du théorème de convergence bornée estmoins forte que la conver-
gence uniforme de la suite( fn)n∈N sur [a,b] : par exemple, la suite de fonctionstn sur
[0,1] ne converge pas uniformément sur cet intervalle alors qu’elle converge simplement
et est dominée par la fonction constante égale à 1.
En revanche, la conclusion est la même : l’intégrale de la limite de la suite( fn)n∈N sur
[a,b] est égale à la limite de la suite des intégrales des fonctions( fn)n∈N sur[a,b].

7.2 Continuité de l’intégrale de Riemann

Soit I un intervalle ouvert deR eta,b deux réels quelconques. On considère une fonction
de deux variablesf (t,x) où t ∈ [a,b] etx∈ I , à valeurs dansK = R ouC. On suppose que
pour toutx∈ I , la fonctiont 7→ f (t,x) est Riemann-intégrable sur[a,b] et on s’intéresse à
la continuité de la fonction définie pourx∈ I par

F(x) =
∫ b

a
f (t,x) dt.
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7.2.1 Théorème.Soit f : [a,b]× I → K, une fonction continue par rapport à chacune des
deux variables et bornée sur[a,b]× I. Alors la fonction F, définie pour x∈ I par

F(x) =

∫ b

a
f (t,x) dt,

est continue sur I. En particulier, on a :

F(x0) =

∫ b

a
f (t,x0) dt =

∫ b

a
lim

x→x0
f (t,x) dt

= lim
x→x0

F(x) = lim
x→x0

∫ b

a
f (t,x) dt,

ce qui est une cas d’interversion de limite et d’intégrale.

Démonstration.Remarquons d’abord que l’hypothèse de continuité de la fonction f par
rapport à la variablet implique que, quelque soitx∈ I , la fonctiont → f (t,x) est intégrable
sur[a,b].

Soit x0 ∈ I et M ∈ R tel que∀t ∈ [a,b],∀x∈ I , | f (t,x)| ≤ M.
On veut montrer la continuité deF enx0 : soit α > 0 tel que[x0−α,x0 +α] ⊂ I et soit
(xn)n∈N une suite d’éléments de[x0−α,x0 +α] ⊂ I convergeant versx0.

On pose, pour toutn ∈ N : fn(t) = f (t,xn). Alors, par continuité de la fonctionf par
rapport à la variablex, la suite( fn)n∈N converge simplement versf (t,x0).

De plus, cette suite de fonctions est uniformément bornée par M. On peut donc appliquer
le théorème de convergence bornée, 7.1.1 : la suite

(

F(xn)
)

n∈N
converge versF(x0).

Comme ce résultat est valable pour toute suite(xn)n∈N convergeant versx0, on en déduit
bien la continuité deF enx0 et donc par suite surI tout entier, ce qui prouve le théorème.

7.2.2 Exemple.Soit f(t,x) =
1

(t2+1)(t2+x2)
, définie sur[0,1]×R+

⋆ . La fonction

F(x) =

∫ 1

0

dt
(t2+1)(t2+x2)

,

est continue surR+
⋆ .

La fonction f est continue par rapport à chacune des deux variables sur sondomaine de
définition. En revanche, elle n’est pas bornée sur[0,1]×R+

⋆ .
On va donc utiliser un argument de saturation : soita > 0, alors la fonctionf est bornée

sur[0,1]× [a,+∞[ par
1
a2 . On peut donc appliquer le théorème 7.2.1 sur ce domaine et on

obtient la continuité deF sur[0,1]× [a,+∞[.
Comme ceci est valable pour touta > 0, on en déduit queF est continue sur[0,1]×R+

⋆ .

Ce résultat va permettre de calculerF(1) facilement :

Pourx 6= 1, le calcul deF(x) est simple. En effet :

1
(t2+1)(t2+x2)

=

1
x2−1

t2+1
+

−1
x2−1

t2+x2 .
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D’où

∫ 1

0

dt
(t2+1)(t2+x2)

=
1

x2−1
[arctgt]10−

1
x2−1

1
x

[

arctg
t
x

]1

0

=
1

x2−1

(

π
4
− 1

x
arctg

1
x

)

.

Le développement de Taylor de la fonction
1
x

arctg
1
x

quandx→ 1 est

1
x

arctg
1
x

=
π
4
− (x−1)(

π
4

+
1
2
)+O

(

(x−1)2) .

Donc

lim
x→1

1
x2−1

(

π
4
− 1

x
arctg

1
x

)

=
π
8

+
1
4
.

Par la continuité deF enx0 = 1, on obtient alors :

F(1) =
∫ 1

0

dt
(t2+1)2 = lim

x→1
F(x) =

π
8

+
1
4
.

Donnons un exemple d’une fonction de deux variables, qui ne vérifie pas les hypothèses
du théorème 7.2.1 et pour laquelle l’interversion de la limite et de l’intégrale n’est pas
vraie. Ce résultat est à comparer avec l’exemple d’une suitede fonctions qui converge
simplement vers 0 et dont l’intégrale ne converge pas vers 0,voir 4.1.8 :

7.2.3 Exemple.Soit f la fonction dédinie sur[0,1]× [0,1] par f (t,x) =
1
x
te

1
x ln(1−t2) si

t 6= 1 et x 6= 0 et f (1,x) = f (t,0) = f (0,0) = 0. La fonction f est continue séparément
par rapport àt et àx.
En revanche, en remarquant que la fonction définie pourt 6= 1 etx 6= 0 par

Φ(t,x) = − (1− t2)

2(x+1)
e

1
x ln(1−t2)

est une primtive de la fonctiont → f (t,x), on voit que, pourx 6= 0 :

F(x) =
∫ 1

0
f (t,x)dt = lim

t→1
Φ(t,x)−Φ(0,x) =

1
2(x+1)

Donc

lim
x→0

F(x) =
1
2
6=
∫ 1

0
f (t,0)dt = 0.

On peut vérifier que la fonctionf n’est pas bornée sur[0,1]× [0,1]. En effet son maximum

en t est atteint pourt =

√

x
x+2

et vaut
1

√

x(x+2)
e

1
x ln( 2

x+2) ∼x→0
1√
2ex

→ +∞ quand

x→ 0.
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7.3 Dérivabilité de l’intégrale de Riemann

De même, soitI un intervalle ouvert deR et a,b deux réels quelconques. On considère
une fonction de deux variablesf (t,x) où t ∈ [a,b] et x∈ I , à valeurs dansK = R ou C.
On suppose que pour toutx∈ I , la fonctiont → f (t,x) est Riemann-intégrable sur[a,b]
et on s’intéresse à la dérivabilité de la fonction définie pour x∈ I par

F(x) =
∫ b

a
f (t,x) dt.

7.3.1 Théorème.Soit f : [a,b]× I → K, une fonction continue par rapport à chacune
des deux variables et bornée sur[a,b]× I. Si f a une dérivée partielle par rapport à x,
∂ f
∂x

, continue par rapport à chacune des deux variables et bornéesur [a,b]× I, alors la

fonction F, définie pour x∈ I par

F(x) =
∫ b

a
f (t,x) dt,

est dérivable sur I et

F ′(x) =

(

∫ b

a
f (t,x) dt

)′

=

∫ b

a

∂ f
∂x

(t,x) dt,

ce qui est un cas d’interversion de dérivée et d’intégrale.

Démonstration.Comme dans le théorème 7.2.1, l’hypothèse de continuité desfonctions

f et
∂ f
∂x

par rapport à la variablet implique que, quelque soitx∈ I , les fonctionst → f (t,x)

et t → ∂ f
∂x

(t,x) sont intégrables sur[a,b].

Soit x0 ∈ I et soitM ∈ R tel que

∀t ∈ [a,b],∀x∈ I , | f (t,x)| ≤ M et

∣

∣

∣

∣

∂ f
∂x

(t,x)

∣

∣

∣

∣

≤ M.

Comme précédemment, on fixeα > 0 tel que[x0−α,x0+α]⊂ I et soit(xn)n∈N une suite
d’éléments de[x0−α,x0 + α] ⊂ I convergeant versx0. On peut supposer sans perte de
généralité quexn 6= x0 pour toutn∈ N.

Pour démontrer la dérivabilité de la fonctionF enx0, on écrit, pour toutn∈ N :

F(xn)−F(x0)

xn−x0
=
∫ b

a

(

f (t,xn)− f (t,x0)

xn−x0

)

dt.

On définit la suite de fonction(hn)n∈N pourt ∈ [a,b] par :

hn(t) =
f (t,xn)− f (t,x0)

xn−x0

Puisque la fonctionf est continûment dérivable par rapport à la variablex en x0, cette

suite converge simplement vers la fonction
∂ f
∂x

(t,x0), qui par hypothèse est intégrable par

rapport à la variablet.
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De plus, par le théorème des accroissements finis, il existeyn ∈ [x0−α,x0 + α] tel que

hn(t) =
∂ f
∂x

(t,yn). Donc, les fonctionshn sont donc uniformément bornées parM sur

[a,b].
En appliquant le théorème de convergence bornée, 7.1.1, on en déduit que la suite

(F(xn)−F(x0)

xn−x0

)

n∈N

converge vers
∫ b

a

∂ f
∂x

(t,x0)dt quandn→ ∞.

Comme ceci est valable pour toute suite(xn)n∈N convergeant versx0, on en déduit que

lim
x→x0

(F(x)−F(x0)

x−x0

)

=

∫ b

a

∂ f
∂x

(t,x0)dt,

ce qui prouve la dérivabilité deF enx0 et l’égalité

F ′(x0) =

∫ b

a

∂ f
∂x

(

t,x0
)

dt .

Puisquex0 est quelconque, ceci montre bien la dérivabilité deF pour toutx∈ I .

7.3.2 Exemple.Pour n≥ 1, on pose, pour x6= 0,

Fn(x) =

∫ 1

0

dt
(t2+x2)n .

Il est facile de voir que
∂ f
∂x

(t,x) =
−2nx

(t2+x2)n+1 .

Les fonctionsf et
∂ f
∂x

sont continues par rapport à chacune des deux variables sur leur

domaine de définition. En revanche, elles ne sont pas bornéessur[0,1]×R⋆.
On va donc à nouveau utiliser un argument de saturation : soita,A> 0, alors les fonctions

f et
∂ f
∂x

sont bornées sur[0,1]× [−A,−a]∪ [a,A] par
1

a2n et
2A

a2(n+1)
respectivement. On

peut donc appliquer le théorème 7.3.1 sur ce domaine et on obtient la dérivabilité deF
sur[0,1]× [−A,−a]∪ [a,A].
Comme ceci est valable pour touta,A> 0, on en déduit queF est dérivable sur[0,1]×R⋆.

Ce résultat permet de calculer les fonctionsFn par récurrence :

Pourx 6= 0, on a :

F ′
n(x) = −2nx

∫ 1

0

dt
(t2+x2)n+1 .

D’où la relation de récurrence :F ′
n(x) = −2nxFn+1(x).

Sachant queF1(x) =
1
x

arctg
1
x

, cette relation permet de calculer les fonctionsFn.
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7.4 Cas où les bornes d’intégration dépendent du paramètre

Comme précédemment, on considère une fonction de deux variables f (t,x) oùt ∈ [a,b] et
x∈ I , I étant un intervalle ouvert deR, à valeurs dansK = R ouC. On suppose que pour
tout x∈ I , la fonctiont → f (t,x) est intégrable sur[a,b] et on s’intéresse aux propriétés
de la fonction définie pourx∈ I par

F(x) =
∫ v(x)

a
f (t,x) dt,

où la fonctionv est définie surI , à valeurs dans[a,b].
On étudie la continuité et la dérivabilité deF.

7.4.1 Théorème. 1) Soit f une fonction continue par rapport à chacune des deux
variables et bornée sur[a,b]× I. Si la fonction v est continue sur I, alors, la fonction F
est continue sur I.

2) Soit f une fonction continue par rapport à chacune des deuxvariables et bornée

sur [a,b]× I telle que la dérivée partielle
∂ f
∂x

existe, est continue par rapport à chacune

des deux variables et bornée sur[a,b]× I. Si la fonction v est dérivable sur I, la fonction
F est dérivable sur I et

F ′(x) =

∫ v(x)

a

∂ f
∂x

(t,x) dt+v′(x) f (v(x),x) .

Démonstration.Soit x0 ∈ I et soitM ∈ R tel que∀t ∈ [a,b],∀x∈ I , | f (t,x)| ≤ M.

Sous les hypothèses du1), on écrit :

F(x)−F(x0) =

∫ v(x0)

a
f (t,x)dt+

∫ v(x)

v(x0)
f (t,x)dt−

∫ v(x0)

a
f (t,x0)dt.

D’après le théorème 7.2.1,

lim
x→x0

∣

∣

∣

∣

∫ v(x0)

a
f (t,x)dt−

∫ v(x0)

a
f (t,x0)dt

∣

∣

∣

∣

= 0.

De plus, on peut écrire :
∣

∣

∣

∣

∫ v(x)

v(x0)
f (t,x)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ v(x)

v(x0)
| f (t,x)| dt ≤ M |v(x)−v(x0)| .

On en déduit, par la continuité de la fonctionv enx0 que

lim
x→x0

∣

∣

∣

∣

∫ v(x0)

v(x)
f (t,x)dt

∣

∣

∣

∣

= 0.

Ceci prouve que
lim
x→x0

|F(x)−F(x0)| = 0.

La fonctionF est donc bien continue enx0 et donc aussi surI tout entier.

Sous les hypothèses du2), quitte à changer sa valeur, on suppose queM est tel que, pour

tout t ∈ [a,b] et x∈ I ,

∣

∣

∣

∣

∂ f
∂x

(t,x)

∣

∣

∣

∣

≤ M et on écrit :
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F(x) =
∫ v(x0)

a
f (t,x)dt+

∫ v(x)

v(x0)
f (t,x0)dt+

∫ v(x)

v(x0)

(

f (t,x)− f (t,x0)
)

dt.

La fonctionx→
∫ v(x0)

a
f (t,x)dt est dérivable de dérivée enx0 égale à

∫ v(x0)

a

∂ f
∂x

(t,x0) dt

d’après le théorème 7.3.1.

D’après le théorème 3.3.3, la fonctiony →
∫ y

v(x0)
f (t,x0)dt est dérivable de dérivée en

v(x0) égale àf
(

v(x0),x0
)

.

D’où en composant par la fonctionv, la fonctionx →
∫ v(x)

v(x0)
f (t,x0)dt est dérivable de

dérivée enx0 égale àv′(x0) f
(

v(x0),x0
)

.

Finalement, on peut écrire :
∣

∣

∣

∣

∫ v(x)

v(x0)

(

f (t,x)− f (t,x0)
)

dt

∣

∣

∣

∣

≤
∫ v(x)

v(x0)
| f (t,x)− f (t,x0)| dt

≤ |v(x)−v(x0)| sup
t∈[a,b]

| f (t,x)− f (t,x0)| ,

Par le théorème des accroissements finis,

sup
t∈[a,b]

| f (t,x)− f (t,x0)| ≤ |x−x0| sup
t∈[a,b],x∈I

∣

∣

∣

∣

∂ f
∂x

(t,x)

∣

∣

∣

∣

≤ M |x−x0| .

Par continuité de la fonctionv, le terme|v(x)−v(x0)| tend vers 0 quandx tend versx0 et
ceci implique que :

∣

∣

∣

∣

∫ v(x)

v(x0)

(

f (t,x)− f (t,x0)
)

dt

∣

∣

∣

∣

= o(x−x0).

On déduit de ces trois résultats que la fonctionF est bien dérivable enx0 avec

F ′(x0) =

∫ v(x0)

a

∂ f
∂x

(t,x0) dt+v′(x0) f
(

v(x0),x0
)

.

Puisquex0 est quelconque, ceci prouve bien le théorème.

7.4.2 Exemple.Soient a∈ R et f une fonction continue sur[a,+∞[. On pose, pour tout
x∈]a,+∞[,

F1(x) =

∫ x

a
(x− t) f (t)dt.

Pour pouvoir appliquer les résulats de ce chapitre, fixonsb∈]a,+∞[. On va raisonner pour
t ∈ [a,b] et x∈]a,b[.
Par le théorème 7.4.1,F1 est dérivable sur]a,b[ et on a :

F ′
1(x) =

∫ x

a
f (t)dt+(x−x) f (x) =

∫ x

a
f (t)dt.

On en déduit :
F ′′

1 (x) = f (x) pourx∈]a,b[.
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Comme cette identité est vraie pour toutb∈]a,+∞[, elle est vraie également pour sur tout
l’intervalle ]a,+∞[.
De la même façon, on montre par récurrence que, pourx∈]a,+∞[, si

Fn(x) =
∫ x

a

(x− t)n

n!
f (t)dt,

alors :
F(n+1)

n (x) = f (x).

7.5 Exercices sur le chapitre 7

7.1 Exercice.Soit F(x) =

∫ +π

−π
ln
(

1+x2−2xcosθ
)

dθ .

1) Montrer queF est continue et dérivable sur l’intervalle]−1,+1[.

2) CalculerF ′ sur l’intervalle]−1,+1[ (On pourra effectuer le changement de variable

t = tan
θ
2

).

3) En déduireF sur l’intervalle]−1,+1[.

7.2 Exercice.Pourx∈ R, on définit la fonction

f (x) =
∫ π

0

√

|1−xcost|dt.

1) Vérifier que f est bien définie pour toutx∈R et quef est une fonction continue surR.

2) Montrer quef est une fonction paire dex.

3) Montrer quef et 2 fois dérivable pour|x| < 1 et qu’elle vérifie la relation :

4x(x2−1) f ′′(x)+4(x2−1) f ′(x)−x f(x)−
∫ π

0
R(t,x)dt,

où l’on a posé :

R(t,x) =
∂
∂ t

(

2sint√
1−xcost

)

.

4) En déduire quef vérifie l’équation différentielle :

4x(x2−1) f ′′(x)+4(x2−1) f ′(x)−x f(x) = 0.

7.3 Exercice.Pourx∈ R, on définit la fonction :

f (x) =

∫ + π
2

− π
2

e−xsint dt.

1) Vérifier que f est bien définie pour toutx∈R et quef est une fonction continue surR.

2) Montrer quef est dérivable surR et que :

f ′(x) = −
∫ + π

2

− π
2

e−xsint sint dt.
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3) De même, montrer quef et 2 fois dérivable et qu’elle vérifie la relation :

x f ′′(x)+ f ′(x)−x f(x) = 0.

(On pourra faire une intégration par parties dans l’intégrale définissantf ′)

4) Résoudre les mêmes questions avec la fonction :

g(x) =

∫ π

0
e−xcost dt.

7.4 Exercice.Pourx∈ [0,1] et t ∈ [0,1], on définit la fonction de deux variablesf par :
f (t,x) = gx(t), où la fonctiongx est définie parg0(t) = 0 et six 6= 0 :

gx(t) = 0 pourt ≥ x, gx(
x
2
) =

2
x

, gx(0) = 0 etgx est affine continue sur[0,
x
2
] et sur[

x
2
,x].

1) Pourx 6= 0 fixé, expliciter les fonctionst → gx(t) pour t ∈ [0,x] et les représenter sur
un graphe.

2) Vérifier que f est séparément continue par rapport à chacune des variablessur[0,1]×
[0,1]. Montrer en particulier que pour toutt ∈ [0,1], f (t,x) → 0 quandx→ 0.

3) Montrer que pour toutx∈ [0,1] :

∫ 1

0
f (t,x)dt = 1

4) Pourquoi le théorème 7.2.1 ne s’applique t-il pas ?

7.6 Corrigé des exercices sur le Chapitre 7

Corrigé de l’exercice 7.1

Soit F(x) =

∫ +π

−π
ln(1+x2−2xcosθ)dθ .

1) La fonction de 2 variablesf (θ ,x) = ln(1+x2−2xcosθ) est continue sur le rectangle
∆ défini par les inégalités :|θ | ≤ π , |x| < 1 car le terme 1+x2−2xcosθ est positif et ne
s’annule pas sur cet intervalle.
De plus, la dérivée partielle def par rapport àx vaut :

∂
∂x

f (θ ,x) =
2(x−cosθ)

1+x2−2xcosθ
.

Cette fonction est également continue continue sur∆.
La fonctionF est donc dérivable sur]−1,+1[ et on a :

F ′(x) =
∫ +π

−π

∂
∂x

f (θ ,x)dθ =
∫ +π

−π

2(x−cosθ)

1+x2−2xcosθ
dθ .

2) On suppose|x| < 1. Le changement de variablet = tan
θ
2

donne alors :
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F ′(x) = 4
∫ +∞

−∞

x− 1−t2

1+t2

1+x2−2x1−t2

1+t2

dt
1+ t2

= 4
∫ +∞

−∞

t2(x+1)+(x−1)

t2(x+1)2+(x−1)2

dt
1+ t2

= 4
∫ +∞

−∞

1
(x+1)

t2(x+1)2+(x−1)(x+1)

t2(x+1)2+(x−1)2

dt
1+ t2

= 4
∫ +∞

−∞

1
(x+1)

(

1
1+ t2 +

(x−1)(x+1)− (x−1)2

[t2(x+1)2 +(x−1)2][1+ t2]

)

dt

= 4
∫ +∞

−∞

1
(x+1)

(

1
1+ t2 +

f (x)
t2(x+1)2+(x−1)2 +

g(x)
1+ t2

)

dt,

où l’on calcule :f (x)(1+ t2)+g(x)
(

t2(x+1)2+(x−1)2)= (x−1)(x+1)−(x−1)2, ce
qui donne, si l’on supposex 6= 0 :

g(x) = −(x−1)

2x
, f (x) = +

(x+1)2(x−1)

2x
.

On en déduit donc :

F ′(x) = 4
∫ +∞

−∞

1
(x+1)

(

1
1+ t2 +

(x+1)2(x−1)

2x
1

t2(x+1)2+(x−1)2 −
(x−1)

2x
1

1+ t2

)

dt

=
4π

(x+1)

(

1+
(x+1)2(x−1)

2x
1

(x+1)2

(1+x)
(1−x)

− (x−1)

2x

)

=
4π

(x+1)

(

1− (x+1)

2x
− (x−1)

2x

)

.

DoncF ′(x) = 0 pourx 6= 0.
Par continuité, on obtient bienF ′(x) = 0 pour toutx∈]−1,+1[.

3) La fonctionF est donc constante et par suite,F(x) = F(0) = 0.

Corrigé de l’exercice 7.2

1) La fonctionϕ(t,x) =
√

|1−xcost| est continue sur[0,π]×R donc intégrable pour
t ∈ [0,π] et sa primitivef (x) est continue surR.

2) On calculef (−x) en posantu = π − t :

f (−x) =
∫ π

0

√

|1+xcost|dt = −
∫ 0

π

√

|1−xcosu|du

= −
∫ π

0

√

|1−xcosu|du= f (x).

3) La fonctionϕ(t,x) est 2 fois continûment dérivable enx sur[0,π]×]−1,+1[ avec :

∂
∂x

ϕ(t,x) =
−cost√
1−xcost

et
∂ 2

∂x2 ϕ(t,x) =
−(cost)2

4(1−xcost)3/2
.

Donc f est bien 2 fois dérivable surR avec :

f ′(x) =

∫ π

0

−cost√
1−xcost

dt et f ′′(x) =

∫ π

0

−(cost)2

4(1−xcost)3/2
dt .
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On peut alors calculer :

4x(x2−1)
∂ 2

∂x2ϕ(t,x)+4(x2−1)
∂
∂x

ϕ(t,x)−xϕ(t;x)

=
−x(x2−1)cos2 t − (x2−1)cost(1−xcost)−x(1−xcost)2

(1−xcost)3/2

=
−x(cos2 t +1)+2cost

(1−xcost)3/2
.

Or, on vérifie que

R(t,x) =
∂
∂ t

(

2sint√
1−xcost

)

=
−2cost(1−xcost)−sin2 t

(1−xcost)3/2

=
−x(cos2 t +1)+2cost

(1−xcost)3/2
.

D’où l’égalité :

4x(x2−1)
∂ 2

∂x2ϕ(t,x)+4(x2−1)
∂
∂x

ϕ(t,x)−xϕ(t;x) = R(t,x),

qui implique bien l’égalité cherchée par intégration ent sur[0,π].

4) Puisque
∫ π

0
R(t,x)dt =

[

2sint√
1−cost

]π

0
= 0, on en déduit bien quef vérifie l’équation

différentielle :

4x(x2−1) f ′′(x)+4(x2−1) f ′(x)−x f(x) = 0.

Corrigé de l’exercice 7.3

1) La fonctionϕ(t,x) = exsint est continue sur[−π/2,π/2]×R donc intégrable sur l’in-
tervalle[−π/2,π/2] et sa primitivef (x) est continue surR.

2) La fonctionϕ(t,x) est continûment dérivable enx sur[−π
2

,+
π
2
]×R avec :

∂
∂x

ϕ(t,x) = −sinte−xsint .

Donc f est bien dérivable surR avec :

f ′(x) = −
∫ + π

2

− π
2

sintexsint dt.

3) La fonction
∂
∂x

ϕ(t,x) est continûment dérivable enx sur[−π
2

,+
π
2
]×R avec :

∂ 2

∂x2ϕ(t,x) = xsin2 te−xsint .

Donc f est bien deux fois dérivable surR avec :

f ′′(x) =

∫ + π
2

− π
2

xsin2 texsint dt.
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On intègre par partie l’intégrale définissantf ′, en posant :

u = e−xsint , du= xcoste−xsint , dv= −sint , v = cost,

et on obtient :

f ′(x) =
[

coste−xsint
]+ π

2

− π
2

+
∫ + π

2

− π
2

xcos2 te−xsint dt

= 0+
∫ + π

2

− π
2

x(1−sin2 t)e−xsint dt = x f(x)−x f ′′(x).

4) En suivant les mêmes étapes, on trouve queg vérifie l’équation différentielle :

xg′′(x)+g′(x)−xg(x) = 0.

On en déduit quef = g, ce que l’on aurait pu voir directement en effectuant le changement

de variablet = u− π
2

dans l’intégrale définissantg.

Corrigé de l’exercice 7.4

1) Pourx 6= 0 fixé on a :

Si t ∈ [0,
x
2
], gx(t) =

4
x2 t

Si t ∈ [
x
2
,x], gx(t) = − 4

x2(t −x)

2) Pourx∈ [0,1] fixé, la fonctiont → f (t,x) est continue sur[0,1] puisque par construc-
tion les fonctionst → gx(t) sont continues sur[0,1].
Pourt fixé, d’après la question 1), les fonctionsx→ gx(t) sont également continues pour
x∈]0,1].
Pour étudier la continuité enx = 0, on distingue 2 cas :
ou bient = 0, alorsgx(0) = 0 et on voit quef (0,x) → 0 quandx→ 0
ou bient 6= 0 et alors six≤ t, gx(t) = 0 donc on a aussif (t,x) → 0 quandx→ 0.
Donc quel que soitt ∈ [0,1], on a : limx→0 f (t,x) = 0 = f (t,0).

3) On remarque que l’aire du triangle isocèle de basex et de hauteur
2
x

est 1. C’est l’aire

comprise entre l’axe dest et le graphe de le fonctiont → gx(t) = f (t,x), donc

∫ 1

0
f (t,x)dt =

∫ 1

0
gx(t)dt = 1

4) L’interversion de la limite quandx → 0 et de l’intégrale n’est pas vérifiée puisque

lim
x→0

∫ 1

0
f (t,x)dt = 1 et

∫ 1

0
lim
x→0

f (t,x)dt = 0. On remarque que la fonctionf n’est pas

bornée sur[0,1]× [0,1] et donc qu’elle ne vérifie pas les hypothèses du théorème 7.2.1.



Chapitre 8
Intégrales généralisées dépendant d’un paramètre

Soit I un intervalle ouvert deR. On considère un intervalle semi-ouvert[a,b[ et une fonc-
tion de deux variablesf (t,x) où t ∈ [a,b[ etx∈ I , à valeurs dansK = R ouC. On suppose
ou bien queb= +∞ ou bien queb< +∞ et que pour certainsx∈ I , la fonctiont 7→ f (t,x)
n’est pas définie enb. On suppose que pour toutx∈ I , la fonctiont → f (t,x) est intégrable
sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[ au sens des intégrales généralisées et on s’intéresse aux
propriétés de la fonction définie surI par l’intégrale généralisée

F(x) =
∫ b

a
f (t,x)dt.

On étudie la continuité et la dérivabilité deF surI .

8.1 Théorème de convergence dominée

Dans ce chapitre, nous allons utiliser le théorème de convergence dominée qui est une
conséquence du théorème de convergence borné, 7.1.1 :

8.1.1 Théorème.Soit ( fn)n∈N une suite de fonctions intégrables sur un intervalle semi
ouvert[a,b[ telle que :

1) La suite( fn)n∈N converge simplement sur[a,b[ vers une fonction localement
intégrable f .

2) Il existe une fonctionψ, intégrable sur l’intervalle semi ouvert[a,b[ telle que :

∀n∈ N,∀t ∈ [a,b], | fn(t)| ≤ ψ(t).

Alors f est intégrable sur l’intervalle semi ouvert[a,b[ et :

∫ b

a
f (t)dt = lim

n→∞

∫ b

a
fn(t)dt.

Démonstration.Remarquons d’abord que l’hypothèse2) implique en particulier que :

∀t ∈ [a,b], | f (t)| ≤ ψ(t).

Pour montrer l’intégrabilité de la fonctionf sur l’intervalle semi ouvert[a,b[, on écrit,
pour toutA∈ [a,b[, :

∫ A

a
| f (t)| dt ≤

∫ A

a
ψ(t)dt.
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Puisque par hypothèse, la fonctionψ est intégrable sur l’intervalle semi ouvert[a,b[, cette
inégalité implique que la fonctionf est absolument intégrable donc intégrable sur[a,b[.

Pour calculer l’intégrale def sur[a,b[, on se donneA∈ [a,b[ et on utilise le théorème de
convergence bornée, 7.1.1 sur[a,A] : puisque la fonctionf est intégrable sur[a,A] elle est
bornée sur cet intervalle. Donc, on a bien, pour toutA∈ [a,b[ :

∫ A

a
f (t)dt = lim

n→∞

∫ A

a
fn(t)dt.

De plus,ε > 0 étant fixé, on peut choisirA∈ [a,b[ tel que
∫ b

A
ψ(t)dt ≤ ε

4
.

On en déduit :

∀n∈ N,

∫ b

A
| fn(t)| dt ≤ ε

4
et
∫ b

A
| f (t)| dt ≤ ε

4
.

Alors, il existeN ∈ N tel que, pourn≥ N :
∣

∣

∣

∣

∫ A

a
f (t)dt−

∫ A

a
fn(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε
2
.

Donc, pourn≥ N, on a :

∣

∣

∣

∣

∫ b

a
f (t)dt−

∫ b

a
fn(t)dt

∣

∣

∣

∣

≤
∣

∣

∣

∣

∫ A

a
f (t)dt−

∫ A

a
fn(t)dt

∣

∣

∣

∣

+

∫ b

A
| f (t)| dt+

∫ b

A
| fn(t)| dt

≤
∣

∣

∣

∣

∫ A

a
f (t)dt−

∫ A

a
fn(t)dt

∣

∣

∣

∣

+
2ε
4

≤ ε.

Ceci prouve bien que l’intégrale def sur [a,b[ est égale à la limite des intégrales desfn
sur cet intervalle.

8.2 Continuité de l’intégrale généralisée

8.2.1 Théorème.Soit f : [a,b[×I → K, une fonction continue par rapport à chacune
des deux variables sur[a,b[×I. On suppose qu’il existe une fonctionφ : [a,b[→ R+,
intégrable sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[ telle que :

∀(t,x) ∈ [a,b[×I , | f (t,x)| ≤ φ(t).

Alors la fonction t→ f (t,x) est intégrable sur l’intervalle semi ouvert[a,b[ et la fonction
F, définie pour x∈ I par

F(x) =
∫ b

a
f (t,x)dt,

est continue sur I. En particulier, on a :

F(x0) =

∫ b

a
f (t,x0) dt =

∫ b

a
lim

x→x0
f (t,x) dt

= lim
x→x0

F(x) = lim
x→x0

∫ b

a
f (t,x) dt,

ce qui est un cas d’interversion de limite et d’intégrale généralisée.
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Démonstration.Remarquons d’abord que, pour toutx∈ I , la fonctiont → f (t,x) est lo-
calement intégrable sur[a,b[ car elle est continue par hypothèse.

Pour montrer l’intégrabilité de la fonctiont → f (t,x) sur l’intervalle semi ouvert[a,b[
pour toutx ∈ I , on écrit, comme dans le théorème du convergence dominée 8.1.1, pour
toutA∈ [a,b[, :

∫ A

a
| f (t,x)| dt ≤

∫ A

a
φ(t)dt.

Puisque par hypothèse, la fonctionφ est intégrable sur l’intervalle semi ouvert[a,b[, la
fonctiont → f (t,x) est absolument intégrable donc intégrable sur[a,b[.

On procède alors comme pour le théorème 7.2.1.
Soitx0∈ I . On veut montrer la continuité deF enx0 : soitα > 0 tel que[x0−α,x0+α]⊂ I
et soit(xn)n∈N une suite d’éléments de[x0−α,x0 +α] ⊂ I convergeant versx0.

On pose, pour toutn ∈ N : fn(t) = f (t,xn). On remarque que les fonctionsfn sont inté-
grables sur l’intervalle semi ouvert[a,b[.
Par continuité de la fonctionx → f (t,x) , la suite( fn)n∈N converge simplement vers la
fonction f (t,x0), qui elle aussi est intégrable sur[a,b[. De plus, cette suite de fonctions est
majorée par la fonctionφ . On peut donc appliquer le théorème de convergence dominée,
7.1.1 : la suite

(

F(xn)
)

n∈N
converge versF(x0).

Comme ce résultat est valable pour toute suite(xn)n∈N convergeant versx0, on en dé-
duit bien la continuité deF en x0 et donc par suite surI tout entier puisquex0 ∈ I est
quelconque, ce qui prouve le théorème.

8.2.2 Exemple.Soit

f (t,x) =
e−xt

1+ t2 ,

définie pour(t,x) ∈ [0,+∞[×]0,+∞[.

La fonction f est continue par rapport à chacune des deux variables sur[0,+∞[×]0,+∞[
et

∀(t,x) ∈ [0,+∞[×]0,+∞[ , | f (t,x)| ≤ 1
1+ t2 ,

qui est une fonction intégrable sur[0,+∞[ (voir chapitre 3).
La fonction

F(x) =

∫ +∞

0

e−xt

1+ t2 dt,

est donc continue sur]0,+∞[.

Remarque.Comme pour la continuité des intégrales de Riemann dépendant d’un para-
mètre, en général, on ne peut pas raisonner sur l’intervalleI tout entier. On cherche des
dominations sur des sous-intervalles deI et on utilise un argument de saturation pour
obtenir le résultat surI tout entier. Voir l’exemple de la fonction Gamma ci-dessous.

8.3 Dérivabilité

8.3.1 Théorème.Soit f : [a,b[×I → K, une fonction continue par rapport à chacune des
deux variables sur[a,b]× I. On suppose que f admet une dérivée partielle par rapport à
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x,
∂ f
∂x

, continue par rapport à chacune des deux variables sur[a,b]× I.

On suppose qu’il existe deux fonctionsφ et ψ : [a,b[→ R+, intégrables sur l’intervalle
semi-ouvert[a,b[ telles que

∀(t,x) ∈ [a,b[×I , | f (t,x)| ≤ φ(t) et

∣

∣

∣

∣

∂ f
∂x

(t,x)

∣

∣

∣

∣

≤ ψ(t).

Alors pour tout x∈ I, les fonctions t→ f (t,x) et t→ ∂ f
∂x

(t,x) sont intégrables sur l’inter-

valle semi ouvert[a,b[ et la fonction F, définie pour x∈ I par

F(x) =

∫ b

a
f (t,x)dt,

est dérivable sur I et

F ′(x) =

(

∫ b

a
f (t,x) dt

)′
=

∫ b

a

∂ f
∂x

(t,x) dt.

ce qui est un cas d’interversion de dérivée et d’intégrale généralisée.

Démonstration.Remarquons d’abord que, pour toutx ∈ I , les fonctionst → f (t,x) et

t → ∂ f
∂x

(t,x) sont localement intégrables sur l’intervalle semi ouvert[a,b[ car elles sont

continues par hypothèse.

Pour montrer l’intégrabilité des fonctionst → f (t,x) et t → ∂ f
∂x

(t,x) sur l’intervalle semi

ouvert[a,b[ pour toutx∈ I , on écrit, comme dans le théorème du convergence dominée
8.1.1, pour toutA∈ [a,b[, :

∫ A

a
| f (t,x)| dt ≤

∫ A

a
φ(t)dt et

∫ A

a

∣

∣

∣

∣

∂ f
∂x

(t,x)

∣

∣

∣

∣

dt ≤
∫ A

a
ψ(t)dt.

Puisque par hypothèse, les fonctionsφ et ψ sont intégrables sur l’intervalle semi ouvert

[a,b[, les fonctionst → f (t,x) et t → ∂ f
∂x

(t,x) sont absolument intégrables donc inté-

grables sur[a,b[.

On procède alors comme pour le théorème 7.3.1. On fixeα > 0 tel que[x0−α,x0+α]⊂ I
et soit(xn)n∈N une suite d’éléments de[x0−α,x0 +α] ⊂ I convergeant versx0. On peut
supposer quexn 6= x0 pour toutn∈ N.

Pour démontrer la dérivabilité de la fonctionF enx0, on écrit, pour toutn∈ N :

F(xn)−F(x0)

xn−x0
=

∫ b

a

(

f (t,xn)− f (t,x0)

xn−x0

)

dt.

On définit la suite de fonction(hn)n∈N pourt ∈ [a,b] par :

hn(t) =
f (t,xn)− f (t,x0)

xn−x0

Puisque la fonctionf est dérivable par rapport à la variablex enx0, cette suite converge

simplement vers la fonction
∂ f
∂x

(t,x0), qui bien est intégrable par rapport à la variablet.
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De plus, par le théorème des accroissements finis, il existeyn ∈ [x0−α,x0 + α] tel que

hn(t) =
∂ f
∂x

(t,yn). Donc, les fonctionshn sont donc dominées par la fonctionψ sur[a,b].

En appliquant le théorème de convergence dominée, 8.1.1, onen déduit que la suite

(F(xn)−F(x0)

xn−x0

)

n∈N

converge vers
∫ b

a

∂ f
∂x

(t,x0)dt quandn→ ∞.

Comme ceci est valable pour toute suite(xn)n∈N convergeant versx0, on en déduit que

lim
x→x0

(F(x)−F(x0)

x−x0

)

=
∫ b

a

∂ f
∂x

(t,x0)dt,

ce qui prouve la dérivabilité deF enx0 et l’égalité

F ′(x0) =
∫ b

a

∂ f
∂x

(

t,x0
)

dt .

Puisquex0 ∈ I est quelconque, ceci montre bien la dérivabilité deF surI .

Remarque.Pour la dérivation sous le signe somme, on a la même remarque que pour la
continuité : en général, on ne peut pas raisonner sur l’intervalle I tout entier. On cherche
des dominations sur des sous-intervalles deI et on utilise un argument de saturation pour
obtenir le résultat surI tout entier. Voir l’exemple de la fonction Gamma ci-dessous.

8.3.2 Exemple.La fonctionΓ.
Pourx∈]0,+∞[, on pose

Γ(x) =

∫ +∞

0
e−ttx−1dt.

Définition:
Comme il y a deux problèmes d’intégration, en 0 et en+∞, on sépare cette intégrale
généralisée en deux intégrales généralisées :

Γ1(x) =

∫ 1

0
e−ttx−1dt , Γ2(x) =

∫ +∞

1
e−ttx−1dt .

On a bien sûr,
Γ = Γ1 +Γ2 .

La fonction à intégrerf (t,x) = e−ttx−1 est positive. On peut donc pourx > 0 fixé, appli-
quer le théorème 3.8.2 :

-Soit x ∈]0,+∞[ fixé. Quandt → 0, f (t,x) est équivalente àtx−1 qui est intégrable en 0
d’après la proposition 3.8.3. DoncΓ1(x) est bien définie pourx∈]0,+∞[.

-Soit x∈]0,+∞[ fixé. Quandt → +∞, on a

lim
t→+∞

et/2 f (t,x) = lim
t→+∞

e−t/2tx−1 = 0.

Donc f (t,x) est dominée au voisinage de+∞ pare−t/2 qui est intégrable en+∞. Donc
Γ2(x) est également bien définie pourx∈]0,+∞[.
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On vérifie sans difficulté queΓ(1) = 1 et que∀x > 0 , Γ(x+ 1) = xΓ(x). On en déduit
en particulier que∀n ∈ N

∗ , Γ(n) = (n−1)!. La fonction Γ apparaît donc comme une
extension àR+ de la fonction “factorielle”.

Continuité: La fonction f (t,x) = e−ttx−1 est continue sur]0,+∞[×]0,+∞[.

Soit α > 0. On a :

∀x∈ [α,+∞[ , ∀t ∈]0,1],
∣

∣e−ttx−1
∣

∣≤ e−ttα−1.

La fonctionψ1(t) = e−ttα−1 est intégrable en 0. D’après le théorème 8.2.1, la fonction
Γ1(x) est continue sur[α,+∞[. Ceci étant vrai pour toutα > 0, on en déduit queΓ1(x)
est continue sur]0,+∞[.

Soit β > 0. On a de la même façon :

∀x∈]0,β ] , ∀t ∈ [1,+∞[,
∣

∣e−ttx−1
∣

∣≤ e−ttβ−1.

La fonctionψ2(t) = e−ttβ−1 est intégrable en+∞. De nouveau, d’après le théorème 8.2.1,
la fonctionΓ2(x) est continue sur]0,β ]. Ceci étant vrai pour toutβ > 0, on en déduit que
Γ2(x) est continue sur]0,+∞[.

La fonctionΓ est donc continue sur]0,+∞[.

Dérivabilité : La fonction f (t,x) = e−ttx−1 admet une dérivée partielle par rapport àx qui
est continue sur]0,+∞[×]0,+∞[. En effet, pour tout(t,x) ∈]0,+∞[×]0,+∞[,

∂ f
∂x

(t,x) = e−ttx−1 ln t.

Soit α,β > 0. Comme pour la continuité, on écrit :

∀x∈ [α,+∞[ , ∀t ∈]0,1],
∣

∣e−ttx−1 lnt
∣

∣≤ e−ttα−1 lnt,

∀x∈]0,β ] , ∀t ∈ [1,+∞[,
∣

∣e−ttx−1 ln t
∣

∣≤ e−ttβ−1 lnt.

La fonctione−ttα−1 ln t est intégrable en 0 et la fonctione−ttβ−1 lnt est intégrable en+∞.
On en déduit par le théorème 8.3.1 que les fonctionsΓ1 et Γ2 sont dérivables respective-
ment sur[α,+∞[ et ]0,β ]. Comme c’est vrai pour tousα,β > 0, ces deux fonctions sont
dérivables sur]0,+∞[. Il en est de même pourΓ et on a :

∀x∈]0,+∞[,Γ′(x) =
∫ +∞

0
e−ttx−1 ln tdt.

Remarque.L’hypothèse de domination de la fonctionf (t,x) ou de la dérivée partielle
∂ f
∂x

par une fonction intégrableψ sur l’intervalle semi-ouvert[a,b[ dans les deux théorèmes
8.2.1 et 8.3.1 est très forte. On peut envisager une hypothèse moins forte, la convergence
uniforme :

8.3.3 Définition. On dit que l’intégrale généralisée dépendant d’un paramètre

F(x) =

∫ b

a
f (t,x)dt,

est uniformément convergente sur I si :

∀ε > 0 , ∃c∈ [a,b[ tel que∀x∈ I ,

∣

∣

∣

∣

∫ b

c
f (t,x)dt

∣

∣

∣

∣

≤ ε.
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On peut montrer que la conclusion des théorèmes 8.2.1 et 8.3.1 reste valide si on rem-

place l’hypothèse de domination (surf ou sur
∂ f
∂x

) par cette hypothèse de convergence

uniforme.

8.4 Application : transformée de Laplace

8.4.1 Définition. On pose :

E = { f ∈C(R+,K) | ∃M f > 0,∃r f > 0,∀t ∈ R
+, | f (t)| ≤ M f e

r f t}.

et pour f∈ E, on définit la transformée de Laplace de f , quand elle existe,par :

L( f )(x) =
∫ +∞

0
f (t)e−xtdt.

8.4.2 Proposition. 1) Soit f∈ E. Alors, pour tout x> r f , L( f )(x) est bien définie.
2) L’applicationL est une application linéaire de l’espace vectorielE dans l’es-

pace des fonctions de classe C∞

3) Pour toute fonction f∈ L, L( f )(x) tend vers 0 ainsi que toutes ses dérivées
lorsque x tend vers+∞.

Démonstration.: 1) Pour f ∈ E, la transformée de LaplaceL( f )(x) est définie par une
intégrale généralisée sur[0,+∞[. Pour toutx > r f , on peut écrire :

∣

∣ f (t)e−xt
∣

∣≤ M f e
(r f−x)t .

La fonctione(r f−x)t est intégrable sur[0,+∞[. Donc t → f (t)e−xt est absolument inté-
grable sur[0,+∞[ pour toutx > r f etL( f )(x) est bien définie pour ces valeurs dex.

2) Il est facile de voir queE est un sous-espace vectoriel deC(R+,K) et queL est linéaire.
Montrons que pourf ∈ E, L( f ) est de classeC∞ :
La fonction(t,x)→ e−xt f (t) est continue sur[0,+∞[×]r f ,+∞[, dérivable par rapport àx

avec
∂
∂x

(

e−xt f (t)
)

= −te−xt f (t) qui est continue sur[0,+∞[×]r f ,+∞[

De plus, soita > r f . On peut écrire, pourt ∈ [0,+∞[ et x∈ [a,+∞[ :
∣

∣

∣

∣

∂
∂x

(

e−xt f (t)
)

∣

∣

∣

∣

=
∣

∣−te−xt f (t)
∣

∣≤ M f te
(r f−a)t .

La fonctiont → te(r f−a)t est intégrable sur[0,+∞[. On peut donc appliquer le théorème
8.3.1 : pour toutx∈ [a,+∞[, on a

d
dx

∫ +∞

0
e−xt f (t)dt = −

∫ +∞

0
te−xt f (t)dt.

Commea > r f est quelconque, cette égalité est vérifiée sur]r f ,+∞[.

Le même argument appliqué à la fonctionte−xt f (t) permet d’itérer le raisonnement. Le
résultat à l’ordren est alors immédiat et on obtient bien queL( f ) est de classeC∞.

3) Pourx > r f , la majoration :

∣

∣e−xt f (t)
∣

∣≤ M f e
(r f−x)t ,
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implique que

|L( f )(x)| ≤
∫ +∞

0

∣

∣e−xt f (t)
∣

∣dt ≤ M f

∫ +∞

0
e(r f−x)tdt =

M f

x− r f
.

Donc|L( f )(x)| tend bien vers 0 quandx→ +∞.
Pour la dérivée, un calcul analogue donne, pourx > r f :

∣

∣−te−xt f (t)
∣

∣≤ M f te
(r f−x)t ,

d’où :
∣

∣

∣

∣

d
dx

L( f )(x)

∣

∣

∣

∣

≤
∫ +∞

0

∣

∣te−xt f (t)
∣

∣dt ≤ M f

∫ +∞

0
te(r f−x)tdt.

Or par une intégration par parties, on a, pour toutX > 0 :

∫ X

0
te(r f−x)tdt =

[

te(r f−x)t

r f −x

]X

0

− 1
r f −x

∫ X

0
e(r f−x)tdt.

Le terme tout intégré tend vers 0 quandX → +∞ et le second terme tend vers
1

(x− r f )2

donc,
∫ +∞

0
te(r f−x)tdt =

1
(x− r f )2 .

On en déduit que
∣

∣

∣

∣

d
dx

L( f )(x)

∣

∣

∣

∣

≤ M f

(x− r f )2 ,

donc la dérivée deL( f ) tend bien vers 0 à l’infini.
Cet argument s’applique aussi à toutes les dérivées de cettefonction.

8.4.3 Proposition.Soit f ∈ E. Alors, si x> r f +a,

L
(

eat f (t)
)

(x) = L( f )(x−a).

Démonstration.: Si x > r f +a, par l’argument précédent, les deux intégrales :
∫ +∞

0
eat f (t)e−xt dt et

∫ +∞

0
f (t)e(a−x)t dt

existent et sont évidemment égales.

8.4.4 Proposition.Pour x> λ , pour tout n≥ 1

L
(

tneλ t)(x) =
n!

(x−λ )n+1 .

Démonstration.: Soitx > λ . Pour toutX > 0, par intégration par parties, on a :

∫ X

0
tne(λ−x)tdt =

[

tne(λ−x)t

λ −x

]X

0

−n
∫ X

0

tn−1e(λ−x)t

λ −x
dt.

QuandX → +∞, le terme tout intégré tend vers 0. Donc on obtient l’égalité:
∫ +∞

0
tne(λ−x)tdt =

−n
λ −x

∫ +∞

0
tn−1e(λ−x)tdt.
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On itère ce calculn fois et on trouve :
∫ +∞

0
tne(λ−x)t dt =

−n
λ −x

∫ +∞

0
tn−1e(λ−x)t dt = · · ·

= (−1)n n!
(λ −x)n

∫ +∞

0
e(λ−x)tdt =

n!
(x−λ )n+1 .

8.4.5 Proposition.Soit f ∈ E. Pour x> r f , pour tout n≥ 1,

L(tn f (t))(x) = (−1)n dn

dxn (L( f )(x)) .

Démonstration.On procède par récurrence surn.
Vérifions cette propriété à l’ordre 1 :
D’après la proposition 8.4.2, on a :

d
dx

∫ +∞

0
e−xt f (t)dt = −

∫ +∞

0
te−xt f (t)dt.

D’où

L(t f (t))(x) = − d
dx

(L( f )(x)) .

Le même calcul appliqué à la fonctionte−xt f (t) permet d’itérer le raisonnement. Le ré-
sultat à l’ordren est alors immédiat.

8.4.6 Proposition. 1) Si f et f′ ∈ E, alors, pour x> r f , r f ′ :

L
(

f ′
)

(x) = xL( f )(x)− f (0).

2) Si f , f′, . . . , f(n) ∈ E, alors, pour x> r f , r f ′, . . . , r f (n)

L

(

f (n)
)

(x) = xn
L( f )(x)−xn−1 f (0)− . . .− f (n−1)(0).

Démonstration.La deuxième propriété se démontre par une récurrence immédiate à partir
de la première.

Montrons1) : SoitX > 0. Par intégration par parties, on trouve, pour toutx > r f , r f ′ :

∫ X

0
f ′(t)e−xtdt =

[

f (t)e−xt]X
0 +x

∫ X

0
f (t)e−xtdt.

QuandX → +∞, le terme tout intégré tend vers− f (0) et on obtient :

∫ +∞

0
f ′(t)e−xtdt = − f (0)+x

∫ +∞

0
f (t)e−xtdt,

c’est-à-dire
L
(

f ′
)

(x) = xL( f )(x)− f (0) .

Les propriétés que nous venons de démontrer permettent de résoudre des systèmes diffé-
rentiels linéaires à coefficients constants et des équations différentielles linéaires à coef-
ficients constants, par la méthode de la transformée de Laplace, si l’on admet le résultat
suivant :



160 Chapitre 8. Intégrales généralisées dépendant d’un paramètre

8.4.7 Théorème.La transformée de LaplaceL est une application injective surE.

8.4.8 Exemple.On considère l’équation différentielle :

y′′(t)−3y′(t)+2y(t) = et ,y(0) = 1,y′(0) = 0.

On sait que cette équation admet une solution unique surR. On cherche cette solution
dansE. On transforme cette équation parL :

L
(

y′′(t)
)

−3L
(

y′(t)
)

+2L
(

y(t)
)

= L
(

et) .

En utilisant les propositions 8.4.2 et 8.4.6, on écrit :

L
(

y′′(t)
)

(x) = x2
L
(

y(t)
)

(x)−xy(0)−y′(0) = x2
L
(

y(t)
)

(x)−x
L
(

y′(t)
)

(x) = xL
(

y(t)
)

(x)−y(0) = xL
(

y(t)
)

(x)−1

L
(

et)(x) =
1

x−1
.

La fonctionL
(

y(t)
)

vérifie donc :

(x2−3x+2)L
(

y(t)
)

(x)−x+3 =
1

x−1
.

D’où

L
(

y(t)
)

(x) =
x2−4x+4

(x−1)2(x−2)
=

x−2
(x−1)2 =

−1
(x−1)2 +

1
(x−1)

= −L
(

tet)(x)+L
(

et)(x) = L
(

(1− t)et)(x).

Par l’injectivité deL (théorème 8.4.7), on obtient donc :

y(t) = (1− t)et.

Par suite, cette fonction est l’unique solution de l’équation différentielle surR.

8.4.9 Exemple.On considère le système différentiel :










dx
dt

(t) = 2x(t)+2y(t)+et ,

dy
dt

(t) = x(t)+3y(t)− tet ,

avec les conditions initiales x(0) = 1,y(0) = 4.

Comme dans l’exemple précédent, on sait que ce système admetune solution unique. On
cherche cette solution dansE et on transforme ce système parL. On obtient :















uL(x(t))(u)−1 = 2L(x(t))(u)+2L(y(t))(u)+
1

u−1
,

uL(y(t))(u)−4 = L(x(t))(u)+3L(y(t))(u)− 1
(u−1)2 ,

ou encore










(u−2)L(x(t))(u)−2L(y(t))(u) =
u

u−1
,

L(x(t))(u)+(u−3)L(y(t))(u) =
(2u−3)(2u−1)

(u−1)2 .
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Ce système admet pour solution :


















L(x(t))(u) =
u3−12u2+19u−6

(u−1)3(u−4)
,

L(y(t))(u) =
4u3−15u2+18u−6

(u−1)3(u−4)
.

On décompose ces fractions rationnelles en éléments simples et on utilise la proposition
8.4.4 pour inverser la transformée de Laplace grâce au théorème 8.4.7.

Remarque.Cette méthode ne s’applique que si l’on connaît la transformée de Laplace du
deuxième membre de l’équation différentielle ou du systèmedifférentiel.

8.5 Exercices sur le chapitre 8

8.1 Exercice.On étudie ici l’intégrale généralisée dépendant d’un paramètrex∈ R

F(x) =
∫ +∞

0
f (t,x)dt,

avec

f (t,x) =
cos(tx)
1+ t2 .

1) a) Montrer que cette intégrale existe pour toutx∈ R, c’est-à-dire queF est définie sur
R tout entier.
b) Montrer queF est continue et bornée surR.

2) Montrer queF(x) est paire et calculerF(0).

3) Montrer que pourx > 0, on a
F(x) = xG(x),

où G(x) est donnée par

G(x) =

∫ ∞

0

cosu
u2+x2 du.

4) Montrer queG(x) est deux fois dérivable sur]0,+∞[ et exprimerG′(x) et G′′(x) sous
la forme d’intégrales généralisées dépendant du paramètrex∈]0,+∞[.

5) En déduire queF est deux fois dérivable sur]0,+∞[ et que sa dérivée seconde est
donnée par

F ′′(x) = x
∫ ∞

0

2x2−6u2

(u2+x2)3 cosudu.

6) a)Montrer que pour(u,x) 6= (0,0), les fonctions

h(u,x) =
2x2−6u2

(u2+x2)3 et k(u,x) =
−1

u2+x2 ,

vérifient

h(u,x) =
∂ 2k
∂u2(u,x).

b) En déduire queF vérifie sur]0,+∞[ l’équation différentielleF ′′ = F.
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[On pourra faire des intégrations par parties en les justifiant, à partir de l’expression :

F ′′(x) = x
∫ +∞

0

∂ 2k
∂u2(x,u)cosudu.]

c) En déduire queF est de la forme

F(x) = aex +be−x , a,b∈ R,

pourx∈]0,+∞[.

7) Calculer les valeurs dea et b à l’aide des informations obtenues surF en1) et 2) et en
déduire une expression simple deF valable pour toutx∈ R.

8.2 Exercice.Pour toutn∈ N∗ et pour toutx > 0, on pose :

hn(x) =

∫ +∞

0

dt
(t2+x4)n .

1) Montrer quehn est bien définie surR+
∗ .

2) Montrer quehn est continue surR+
∗ .

3) Montrer quehn est dérivable surR+
∗ et que sa dérivée vérifie :

h′n(x) = −4nx3hn+1(x).

4)a)Calculerh1(x).

4)b) Montrer par récurrence quehn est de la formehn(x) = anx2−4n oùan ∈ R vérifie une
relation de récurrence que l’on précisera.

4)c)En déduirehn(x) pour toutn∈ N∗.

8.3 Exercice. Soit f une fonction indéfiniment dérivable surR telle que f (0) = 1 et
0≤ f (t) < 1 pour toutt ∈ ]0,1]. On noteg(x) = supt∈[x,1] f (t), pourx≤ 1.

1) Pour quelles valeurs réelles deα l’intégrale généralisée
∫ +∞

0

e−tdt
tα existe-t-elle ? On

noteΓ(1−α) la valeur de cette intégrale généralisée si elle existe.

2) Montrer que six∈ ]0,1], alorsg(x) < 1.

3) Montrer quef ′(0) ≤ 0.

Désormais, on fixe un réelα ∈ ]0,1[ ; on suppose quef ′(0) 6= 0 et on notef ′(0) = −λ
avecλ ∈ R∗

+.

4) Montrer que

lim
t→0

f (t)−e−µt

t
= µ −λ .

[Pour la suite, on rappelle que toute suite de réels admet unelimite supérieure et une
limite inférieure (éventuellement infinies) et que la suiteconverge si et seulement si la
limite supérieure et la limite inférieure sont finies et égales]

5)a) Soit µ > λ . Montrer à l’aide de 4) qu’il existexµ ∈ ]0,1] tel que f (t) ≥ e−µt pour
tout t ∈ [0,xµ ].

5)b) En déduire que pourµ > λ ,
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≥ (nµ)α−1

∫ nµxµ

0
e−t dt

tα .
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5)c)En déduire que pourµ > λ ,

lim inf
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≥ Γ(1−α)

µ1−α .

puis que

liminf
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≥ Γ(1−α)

λ 1−α .

6)a)On suppose maintenant que 0< µ < λ . Montrer à l’aide de 4) qu’il existexµ ∈ ]0,1]
tel que f (t) ≤ e−µt pour toutt ∈ [0,xµ ].

6)b) En déduire que pour 0< µ < λ ,

∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≤ (nµ)α−1Γ(1−α)+

rn

(xµ)α (1−xµ),

où r := g(xµ).

6)c)En déduire (en utilisant 2)) que pour 0< µ < λ ,

limsup
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≤ Γ(1−α)

µ1−α .

puis que

limsup
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≤ Γ(1−α)

λ 1−α .

7) Déduire des questions 5) et 6) que

∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ∼ Γ(1−α)

λ 1−αn1−α , n→ +∞.

8.4 Exercice. 1)Soit z∈ C, tel queℜez> 0. Montrer que l’intégrale généralisée

∫ +∞

0
e−zt dt,

existe et donner sa valeur.

2) Soit x∈ R∗
+. Déduire de 1) que l’intégrale généralisée

G(x) =
∫ +∞

0
e−xt sint dt,

existe et montrer que

G(x) =
1

1+x2 .

3) Soit x∈ R∗
+. Montrer que l’intégrale généralisée

F(x) =
∫ +∞

0
e−xt sint

t
dt,

existe.

4) Montrer queF est dérivable surR∗
+ et queF ′(x) = −G(x).
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5) Montrer que pour toutx∈ R
∗
+, |F(x)| ≤ 1

x
, puis en utilisant 2) et 4), en déduireF(x)

pour toutx∈ R∗
+.

6) Montrer que l’intégrale généralisée

I =

∫ +∞

0

sint
t

dt,

est semi-convergente.

7) Le théorème de continuité des intégrales généralisées dépendant d’un paramètre per-
met-il de conclure queI = limx→0F(x) ?

8.6 Corrigé des exercices sur le Chapitre 8

Corrigé de l’exercice 8.1
1) On remarque que

| f (t,x)| ≤ h(t) =
1

1+ t2 .

Ceci nous montre tout d’abord queF(x) est bien définie puisque
∫ +∞

0
h(t)dt est conver-

gente (théorème de comparaison). D’autre part puisquef (t,x) est continue, et uniformé-
ment dominée par la fonctionh(t), on peut appliquer le théorème de continuité des inté-
grales généralisées dépendant d’un paramètre. La fonctionF(x) est donc continue surR.

De plusF(x) est bornée par
∫ +∞

0
h(t)dt =

π
2

.

2) Il est immediat queF(x) = F(−x) puisque cos(tx) = cos(−tx). D’autre part,

F(0) =
∫ +∞

0

1
1+ t2 dt = lim

T→+∞
arctg(T)−arctg(0) = π/2.

3) En utilisant le changement de variableu = xt, on obtient

F(x) =

∫ +∞

0

cosu
1+(u/x)2

du
x

= x
∫ +∞

0

cosu
x2 +u2 du= xG(x).

4) On calcule tout d’abord
∂g
∂x

(u,x) =
−2xcosu
(x2 +u2)2 .

C’est une fonction continue sur]0,+∞[×]0,+∞[. Soita > 0 donné. Pourx≥ a, on a

|∂g
∂x

(x,u)| ≤ 2x
(x2+u2)2 ≤ 2x

x2(x2+u2)
=

2
x(x2 +u2)

≤ 2
a(a2+u2)

.

Puisque
∫ +∞

0

2
a(a2+u2)

du converge, on peut appliquer le théorème de dérivation des

intégrales généralisées dépendant d’un paramètre qui nousmontre queG est de classeC1

sur[a,+∞[ et sa dérivée est donnée par

G′(x) =

∫ +∞

0

∂g
∂x

(u,x)du=

∫ +∞

0

−2xcosu
(x2 +u2)2 du.
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De même, on calcule

∂ 2g
∂x2 (u,x) =

8x2cosu
(x2+u2)3 −

2cosu
(x2 +u2)2 =

(6x2−2u2)cosu
(x2 +u2)3 .

C’est une fonction continue sur]0,+∞[×]0,+∞[.
Pourx≥ a, on a

|∂
2g

∂x2 (u,x)| ≤ |6x2−2u2|
(x2+u2)3 ≤ 6(x2+u2)

(x2+u2)3 ≤ 6
(a2+u2)2 .

Puisque
∫ +∞

0

6
(a2+u2)2 du converge, ceci nous permet d’appliquer le théorème de déri-

vation des intégrales généralisées dépendant d’un paramètre qui nous montre queG′ est
C1 sur[a,+∞[, c’est-à-dire queG est de classeC2 et que sa dérivéeG′′ est donnée par

G′′(x) =

∫ +∞

0

∂ 2g
∂x2 (u,x)du=

∫ +∞

0

(6x2−2u2)cosu
(x2 +u2)3 du.

5) PuisqueF(x) = xG(x), F est aussi deux fois dérivable sur[a,+∞[ pour touta > 0 et
par conséquent sur]0,+∞[. Sa dérivée est donnée parF ′(x) = xG′(x)+G(x), et sa dérivée
seconde par

F ′′(x) = xG′′(x)+2G′(x) =
∫ +∞

0

x(6x2−2u2)cosu
(x2 +u2)3 − 4xcosu

(x2 +u2)2du

= x
∫ +∞

0

(2x2−6u2)cosu
(x2+u2)3 du.

6) Pour(u,x) 6= (0,0) on peut calculer les dérivées partielles dek(u,x) et on trouve

∂k
∂u

(u,x) =
2u

(x2 +u2)2 ,

et
∂ 2k
∂u2(u,x) =

2
(x2 +u2)2 −

8u2

(x2+u2)3 =
2x2−6u2

(x2 +u2)3 = h(u,x).

Ceci montre que

F ′′(x) = x
∫ +∞

0

∂ 2k
∂u2k(u,x)cosudu.

On effectue deux intégrations par partie successives sur unintervalle[A,B] oùB > A > 0.
On remarque que les termes tout intégrés tendent vers 0 lorsqueA→ 0 etB→ +∞, et on
trouve donc :

F ′′(x) = x
∫ +∞

0

∂k
∂u

(u,x)sinudu= −x
∫ +∞

0
k(u,x)sinudu= F(x).

Toute solution de cette équation sur un intervalle est une combinaison linéaire des solu-
tions élémentairesex et e−x d’où la forme deF.

7) PuisqueF(x) est bornée quandx→+∞, on a nécessairementa= 0 (sinonF(x) tendrait

vers+∞ ou−∞). CommeF est continue en 0, on ab = F(0) =
π
2

, soitF(x) =
π
2

e−x sur

[0,+∞[. Par parité, on a donc

F(x) =
π
2

e−|x|.
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Corrigé de l’exercice 8.2

1) La fonction positive
1

(t2+x4)n est définie et continue sur[0,+∞[×R+
∗ . Elle est donc

intégrable sur tout intervalle[0,A]⊂ [0,+∞[. Pourt →+∞, on a 0≤ 1
(t2+x4)n ≤ 1

t2n qui

est intégrable en+∞. On en déduit que cette fonction est intégrable sur[0,+∞[.

2) Soit a > 0. Pourt ∈ [0,+∞[ et x∈ [a,+∞[, on peut écrire :

0≤ 1
(t2+x4)n ≤ 1

(t2+a4)n .

La fonctiont → 1
(t2+a4)n est intégrable sur[a,+∞[ et donchn est continue sur l’inter-

valle [a,+∞[.
Comme ceci est vrai pour touta > 0, on en déduit quehn est continue sur]0,+∞[.

3) Soit 0< a < A. Pourt ∈ [0,+∞[ et x∈ [a,A], on peut écrire :

∣

∣

∣

∣

∂
∂x

1
(t2+x4)n

∣

∣

∣

∣

=

∣

∣

∣

∣

−2nx3

(t2+x4)n+1

∣

∣

∣

∣

≤ 2nA3

(t2+a4)n+1 .

La fonctiont → 2nA3

(t2+a4)n+1 est intégrable sur[0,+∞[ et donchn est dérivable sur[a,A]

et sa dérivée vérifie bien :
h′n(x) = −4nx3hn+1(x).

Comme ceci est vérifié pour tout 0< a < A, on en déduit quehn est dérivable surR+
∗ et

que cette relation est également vérifiée pour toutx∈ R+
∗ .

4)a)h1(x) =
∫ ∞

0

1
(t2+x4)

dt =
[

x2 arctan
t
x2

]∞

0
=

π
2x2 .

4)b) Si n = 1, on a bienh1(x) = a1x−2, aveca1 =
π
2

.

Supposons quehn est de la formehn(x) = anx2−4n et calculonshn+1, pourx > 0, par la
relation trouvée en 3) :

hn+1(x) = − 1
4nx3h′n(x) = − 1

4nx3(2−4n)anx2−4n−1 = an
4n−2

4n
x2−4(n+1).

L’hypothèse de récurrence est bien vérifiée au rangn+1 etan ∈ R vérifie la relation de

récurrencea1 =
π
2

, an+1 = an
2n−1

2n
.

4)c)On en déduit quehn(x) =
π
2

(2n−3)(2n−5) . . .1
(2n−2)(2n−4) . . .2

x2−4n pour toutn∈ N∗.

Corrigé de l’exercice 8.3

1) En appliquant le résultat du cours sur la fonctionΓ, on voit aisément que l’intégrale

généralisée
∫ +∞

0

e−tdt
tα existe si et seulement siα < 1.

2) Il est clair queg(x) ≤ 1 pour toutx ∈]0,1]. Supposons qu’il existea ∈ ]0,1], tel que
g(a) = supt∈[a,1] f (t) = 1. Alors, puisque la fonctionf est continue, elle atteint sa borne
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supérieure et donc il existeb∈ [a,1] tel que f (b) = 1. Ceci contredit l’hypothèse surf et
on a donc bieng(x) < 1 pour toutx∈]0,1].

3) Supposons quef ′(0) > 0 et soit 0< ε < f ′(0). La formule des accroissement finis nous
dit qu’il existeα > 0 tel que si 0≤ t ≤ α, alors| f (t)− f (0)− t f ′(0)| ≤ tε.
On en déduit que, si 0≤ t ≤ α, f (t)≥ 1+ t ( f ′(0)− ε) > 1. Ceci contredit l’hypothèse et
donc on a bienf ′(0) ≤ 0.

4) On applique la formule des accroissements finis aux 2 fonctions f et e−µt : il existe
deux fonctionsε1 et ε2, tendant vers 0 lorsquet → 0 telles que

f (t) = 1−λ t + tε1(t) , eµt = 1−µt + tε2(t) .

On en déduit que
f (t)−e−µt

t
= µ −λ + ε1(t)+ ε2(t).

D’où :

lim
t→0

f (t)−e−µt

t
= µ −λ .

5)a)Soit µ > λ . Supposons que pour toutx∈]0,1], il existet ∈ [0,x] tel que f (t) < e−µt

et soit 0< ε < µ −λ . Alors, d’après 4), il existeα tel que pour touts∈ [0,α],
∣

∣ f (s)−e−µs− (µ −λ )s
∣

∣≤ εs.

Ceci implique en particuliers que pour touts∈ [0,α], f (s) > e−µs.
Ceci contredit l’hypothèse que nous avons faite et donc on a bien l’existence dexµ ∈]0,1]
tel que pour toutt ∈ [0,xµ ], f (t) ≥ e−µt .

5)b) Pourµ > λ , on peut écrire

∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≥

∫ xµ

0
f n(t)

dt
tα ≥

∫ xµ

0
e−nµt dt

tα ≥ (nµ)α−1
∫ nµxµ

0
e−t dt

tα .

en ayant effectué le changement de variables= nµt.

5)c) Lorsquen → ∞, la suite

(

µα−1
∫ nµxµ

0
e−t dt

tα

)

n∈N

tend vers
Γ(1−α)

µ1−α . Donc toute

valeur d’adhérence de la suite

(

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα

)

n∈N

est supérieure à cette limite. En

particulier, on en déduit bien que pourµ > λ ,

lim inf
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≥ Γ(1−α)

µ1−α .

Cette inégalité étant vraie pour toutµ > λ , on a aussi :

lim inf
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≥ Γ(1−α)

λ 1−α .

6)a)Soit 0< µ < λ .
Supposons que pour toutx∈ ]0,1] il existet ∈ [0,x] tel quef (t)> e−µt . Soit 0< ε < λ −µ.
Alors, d’après 4), il existeα tel que pour touts∈ [0,α],

∣

∣ f (s)−e−µs− (µ −λ )s
∣

∣≤ εs.
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Ceci implique en particulier que pour touts∈ [0,α], f (s) < e−µs.
Ceci contredit l’hypothèse que nous avons faite et donc on a bien l’existence dexµ ∈]0,1]
tel que pour toutt ∈ [0,xµ ], f (t) ≤ e−µt .

6)b) Pour 0< µ < λ , on peut écrire :

∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≤

∫ xµ

0
f n(t)

dt
tα +

∫ 1

xµ
f n(t)

dt
tα

≤
∫ xµ

0
e−nµt dt

tα +gn(xµ)
∫ 1

xµ

dt
tα

≤ (nµ)α−1
∫ nµxµ

0
e−t dt

tα +gn(xµ)
(1−xµ)

xα
µ

.

6)c)Or, lorsquen→ ∞, les suites

(

µα−1
∫ nµxµ

0
e−t dt

tα

)

n∈N

et

(

n1−αgn(xµ)
(1−xµ)

xα
µ

)

n∈N

tendent vers
Γ(1−α)

µ1−α et 0 respectivement carg(xµ) < 1. Donc, toute valeur d’adhérence

de la suite

(

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα

)

n∈N

est inférieure à la somme de ces 2 limites.

En particulier, on en déduit bien que pour 0< µ < λ ,

limsup
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≤ Γ(1−α)

µ1−α .

et puisque cette inégalité est vraie pour toutµ < λ , on a aussi l’inégalité :

limsup
n→+∞

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ≤ Γ(1−α)

λ 1−α .

7) On déduit des questions 5) et 6) que la suite

(

n1−α
∫ 1

0
f n(t)

dt
tα

)

n∈N

a mêmes li-

mites supérieure et inférieure, elle est donc convergente vers cette valeur commune qui

est
Γ(1−α)

λ 1−α . D’où le résultat :

∫ 1

0
f n(t)

dt
tα ∼ Γ(1−α)

λ 1−αn1−α , n→ +∞.

Corrigé de l’exercice 8.4

1) Soit A > 0 fixé. En intégrant par parties sur[0,A], on trouve :

∫ A

0
e−zt dt =

[

e−zt

−z

]A

0
=

1
z
(1−e−Az).

Or
∣

∣e−Az
∣

∣= e−Aℜez → 0 quandA→ +∞ carℜez> 0.

D’où :
∫ +∞

0
e−zt dt = lim

A→+∞

1
z
(1−e−Az) =

1
z
.
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2) G(x) =

∫ +∞

0
e−xt(eit −e−it

2i

)

dt =
1
2i

( 1
x− i

− 1
x+ i

)

=
1

x2+1
.

3) La fonctiont →
∣

∣

∣

∣

sint
t

∣

∣

∣

∣

reste bornée par 1 et l’intégrale
∫ +∞

0
e−xt dt converge. Donc

∫ +∞

0
e−xt sint

t
dt converge absolument.

4) Soit a > 0. L’application g : [0,+∞[×[a,+∞[→ R telle queg(t,x) = e−xt sint
t

est

continue par rapport au couple(t,x) ainsi que
∂
∂x

g(t,x) = −e−xt sint. De plus, pour

(t,x) ∈ [0,+∞[×[a,+∞[,
∣

∣−e−xt sint
∣

∣ ≤ e−at qui est intégrable sur[0,+∞[. On a donc
d
dx

∫ +∞

0
e−xt sint

t
dt =

∫ +∞

0

∂
∂x

g(t,x)dt soitF ′(x) =

∫ +∞

0
−e−xt sint dt =−G(x) sur tout

intervalle[a,+∞[ (aveca > 0 quelconque), donc sur]0,+∞[.

5) On a :

|F(x)| ≤
∫ +∞

0
e−xt dt =

1
x
.

D’où limx→∞ F(x) = 0. CommeF ′(x) = − 1
1+x2 alorsF(x) = −arctgx+C, on a donc

C = lim
x→+∞

arctgx =
π
2

et F(x) =
π
2
−arctgx.

6) La fonctiont → sint
t

est continue en 0, donc le seul problème de convergence est en

+∞. SoitA > 0. On a :

∫ A

1

sint
t

dt =

[−cost
t

]A

1
−
∫ A

1

cost
t2 dt.

Cette dernière intégrale est absolument convergente. On peut prendre la limite quand
A→ +∞ et on trouve :

∫ +∞

1

sint
t

dt = cos1−
∫ +∞

1

cost
t2 dt.

Donc
∫ +∞

0

sint
t

dt converge.

Par contre, l’intégrale
∫ +∞

0

∣

∣

∣

∣

sint
t

∣

∣

∣

∣

dt diverge car elle a le même comportement que la série

de terme généralun =
∫ (n+1)π

nπ

∣

∣

∣

∣

sint
t

∣

∣

∣

∣

dt. Or un vérifie :

1
(n+1)π

∫ (n+1)π

nπ
|sint| dt ≤ un ≤

1
nπ

∫ (n+1)π

nπ
|sint| dt,

soit
2

(n+1)π
≤ un ≤

2
nπ

.

La série est donc divergente et l’intégrale aussi.

7) Soit b > 0. L’applicationg : [0,+∞[×[0,b] → R telle queg(t,x) = e−xt sint
t

est conti-

nue par rapport au couple(t,x) mais il n’existe pas de fonction intégrableϕ telle que
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∣

∣

∣

∣

e−xt sint
t

∣

∣

∣

∣

≤ ϕ(t) sur[0,+∞[×[0,b] car sinon, pourx = 0 on aurait ,

∣

∣

∣

∣

sint
t

∣

∣

∣

∣

≤ ϕ(t) ce qui

implique
∫ +∞

0
ϕ(t)dt = +∞. Donc le théorème ne s’applique pas.
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