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Chapitre 1

Quelgues rappels et
compléments d’analyse

1.1 Rappels sur le corps des réels

On considére un corg§, commutatif, muni d’une relation d’ordre total.

Définition 1 (Définitions de base)K esttotalement ordonnési V(z,y) €
K20<2A0<y—0<z+yA0<zy

K estarchimédien si V(z,y) € K20 < 2 A0 < y — 3n € N/z <
Yy + ... + y(n fois)

K a la propriété de la borne supérieuresi toute partie non vide majorée d
K admet une borne supérieure.
On appellecorps réelun corps commutatif totalement ordonné possédar
propriété de la borne supérieure. On le ndke On admettra I'existence €
de la borne inférieure et il est archimédien (comme on peut le prouver fac
ment).

Propriétés :
o R est de caractéristique nullé 4+ 1 + ... + 1 + 1 est différent dé).
o R est infini.
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Définition 2 (Quelques définitions supplémentaires)» On appelle valeur
absoluedez € R et on notelx| le réel sup({xz, —z}); c’est une norme, dite
norme usuelle deR en tant queR-espace vectoriel ; la métrique associée est
dite distance usuelledeR.

e On notex* = max(z,0), etz~ = max(—z,0), Siz estun réel.
e On notef*(z) = (f(x))™, si f est une fonction a valeurs réelles. On défin
de méme' () = (f(x)) .

e On peut définicc™ a partir dex et|x|, |z| a partir dexz™ etz —, sup(z,y) &
partir de |« — y|, x ety, en utilisant simplement des additions et des soustfac-
tions; je ne donne pas le détail des formules, que I'on retrouve facilement, et
gue personne ne se fatigue a apprendre par coeur.

e On appellepartie entiere d’'un réelx et on noteE(x) ou | x| le plus grand
entier qui lui est inférieur ou égal. Il est caractérisé pfz) € NA E(z) <
x < E(x) + 1.2 — E(z) est appeléartie décimaleou partie fractionnaire
dez, et est notéz].

e On appelleintervalle deR toute partie deR contenant le segment d’extre
mitésx ety pour tousz ety dans cette partie.

¢ On appelldongueur d’un intervalle I non vide le réebup, 2|z — y|.
e Une partieA deR est ditebornéesi {|z — y|/(z,y) € A%} est majoré ; sid
est non vide lgsup de cet ensemble est alors le diamétre de la paftienoté
d(A).

it

Propriétés :
e Le diamétre d’'une boule ou d'une sphére de rayast< 2.r, si cette partie est
non vide (ce qui est toujours le cas si I'espace n'est pas réduit a zéro a moins qu'il ne
s'agisse d'une boule ouverte de rayon nul)
e Un intervalle peut-étre de la formle, b], |a, b|, [a, ], |a,b], avec éventuellement
a = —oo si l'intervalle est ouvert a gauche, et/bu= +oco si l'intervalle est ouvert a
droite.
e Un segment est un intervalle fermé, de diamétre sa longueur.

Définition 3 On appelledroite numérique achevéeet on noteR I'ensemble
totalement ordonn®& U{—o0, +00}, avec+oo plus grand élément etoco plus
petit élément (le reste de I'ordre étant I'ordre usuel).

On étend les définitions de segments et d'intervallBs a

1.2 Les nombres complexes

On suppose le corps des nombres complexes déja connu ; on rappelie-i)? =
—1.



Définition 4 Le corps des complexes peut par exemple étre construit comme
le produit deR par R, muni des opérations suivantes :

(a,b) + (¢,d) = (a+ ¢, b+ d)

(a,b) X (¢,d) =(axc—bxd,axd+bxc)

On note alorsg = (0, 1).

On notel'm(z) la partie imaginaire d’'un nombre complexe= (a,b), c'est & dire
Im(a,b) = b, et Re(z) sa partie réelle, c’est-a-dite(a, b) = a.

1.3 Définition de I'intégration au sens de Riemann
Cette partie est un bref rappel sur I'intégrale de Riemann. Pour une définition com-

pléte, on consultera par exempiel].
Lintégrale de Riemann est tout d’abord définie pour les fonctionssealier.

Définition 5 Etant donnéef une telle fonction et unesubdivision de I'in-
tervalle [a, b], ie une famille(oy, ..., 0,,) Vérifianta = oy < 01 < 02 <

. < o, = b, l'intégrale sur I de f, pour o adaptéea f, c'est a dire
telle que sur chaquéo;,o;41[ f Soit constante, est par définitiofy f =

-1 N
Z:O )\i(01+1 — O'i), OufHUuUHl[ =\

Quelques propriétés :

e Définition de I'intégrale indépendante de la subdivision adaptée choisie.
e linéarité de l'intégrale (i.g, \f +pug =X [, f+ 1 [; 9)-

e Loi de Chasles j“[a,b] f+ f[b,c] f= f[w] f.

¢ Valeur de l'intégrale inchangée si on modifie la valeurfden un nombre fini de
points.

o f<yg impliquefl f< f[ g (en particulier I'intégrale d’une fonction positive est
positive, I'intégrale d’'une fonctior< M sur un intervalle de longueurest inférieure
alM)

Définition 6 Une application deR dansE (K-espace vectoriel normé de di
mension finieK = R ou C) est dite continue par morceaux slir= [a, b] S'il
existe une subdivision de I telle que sur chaqugr;, o;41[ elle est continue
et admet des limites aux bords.




Remarque :

Notons Fy([a,b],R) * 'ensemble des fonctions bornées f@eb] dansR. Il s'agit
d’un espace vectoriel normé complet pdift| .. = supyecpa,|f(x)|*> NotonsE I'en-
semble des fonctions en escalier[deb] dansR. On voit alors quet est inclus dans
Fy([a,b],R) et que I'application intégratiorf — f[a,b]f est linéaire, de normg

|b — al; I intégration est ainsi uniforméméent contindest appelé I'ensemble des
fonctions régléessur|a, b] . D'aprés un théoréme de prolongement, et commé st
dense dané§ (par définition de 'adhérence) (Z)est complet puisque fermé dg qui
est lui-méme complet, on peut prolongﬂ?a, b] de maniére unique en une application

linéaire continue d€ dansR (encore de norme |b — a|). Cette méthode permet ainsi
de définir I'intégrale sufa, b] sans avoir a montrer que la limite est indépendante des
subdivisions choisies (il suffit juste de voir que les fonctions continues par morceaux
appartiennent &}).

Toute applicatiory continue par morceaux suirest limite uniforme d’application
en escalier. Soitf, )nen une telle suite f; f,, converge vers une limite, indépendante
du choix def,,. Par définition, cette limite commune est I'intégralefde

Quelques propriétés :

e linéarité de l'intégrale (i.g, \f +ug =X [, f+ 1 [, 9)-

e Loi de Chasles f[a’b] f+ f[b’c] f= f[a’c] f

¢ Valeur de I'intégrale inchangée si on modifie la valeurfden un nombre fini de
points.

o f < gimplique [, f < [, g (en particulier I'intégrale d’une fonction positive est
positive, I'intégrale d’une fonctior: M sur un intervalle de longueudrest inférieure
alM)

¢ Une fonction continue positive d'intégrale nulle duest nulle sud.

L’ inégalité de Schwartzet I'inégalité de Minkowski, données dans la partk®,
sont valables dans le cadre de I'intégrale de Riemann.

On note aussi la formule de la moyenne :

IR pouvant dailleurs éventuellement étre remplacé PaBanach, ce qui sera utile pour la résolution
d’équations linéaires a coefficients non constants en dimension infinie.
2| f(x)| remplacé pafi f(x)|| si E espace de Banach au lieue



=

Proposition 7 Formule de la moyenne : Jiet g continues par morceaux su
[a,b], f & valeurs dansR, g a valeurs dan®R*, m = inf.e; f(z), M =

supger f(z),ona
m/IQS/IfQSM/IQ

Si de plusf est continue, alors

3061//Ifg=f(0)/19

Un corollaire important est le cas d’une fonctigononstante égale®: m|b—a| <
J f < M|b— a| etsif estcontinue/, f = (b — a)f(c) pour un certair: € [a, b].
Maintenant quelques propriétés des sommes de Riemann;

Définition 8 On appellesubdivision pointéede I = [a, b] un couple(o, &)
aveco une subdivisior{oy, ..., 0,,) et£ une famille(&, ..., &,—1) avecé; €
[Ui>(7i+1]-

Définition 9 On appellesomme de Riemanrassociée a la subdivision poir
tée(o, ) eton noteRiemann(f,o,&) lavaleury ;1) f(&)loir1 — o4l
On appellepas d’'une subdivision ou d’une subdivision pointéda quantité
suPic(o,n—1]|0i+1 — 03]. On le notepas(o).

Alors, si f est continue,
limypqs(o)—oRiemann(f,0,§) = /f
I
Si f est continue sulu, b], alorsF' : z — fax f estC! et est une primitive d¢, i.e.

F'=f.
Enfin, en intégrale de Riemann l'intégration par parties est valable :

Théoréme 10 (Intégration par parties) Soientf et g des primitives de fonct
tions réglées suf = [a, b], & valeurs dan®. Alors

fa =1f9lb — b f'g
I a
)

avec par définitiorifg]® = f(b)g(b) — f(a)g(a).

) Cette formule sert a peu prées partout, par exemple la propo8iti¢calcul de
la somme des /n?), le théoremel8, pour les intégrales de Wallis (partle10.1). On



trouvera dans le formulaire (part®?) une preuve de la formule de Stirling utilisant
l'intégration par parties.
Le changement de variable est aussi valable :

Théoréme 11 (Changement de variable)5i f est continue sufc, d] et sif
estC! dela, b] dans|c, d], alors on a

[ [oeow

1.4 Lien entre intégrale de Riemann et intégrale de Le-
besgue

Théoréme 12 Soit\ la mesure de Lebesgue sRr
(i) SoitI = [a, ] intervalle compact{oo < a < b < ), f del dansR ou
C continue (ou simplement réglée). Algrest mesurablel.! sur[a, b] et

b
/fd)\(au sens de Lebesgue)/ f(x)dz(au sens de Riemann)
I a

(i) Soit I =]a, [ intervalle deR (co < a < b < o0), f continue d€a, b|
dansC (ou simplement réglée sur tout intervalle compact/jlef est alors
mesurable, ef estL! si et seulement si son intégrale au sens de Riemanp est

absolument convergente (ielshx_, .+ y - f; |f(z)|dr < c0) et alors

/ab f(z)dx = /fd)\

Le terme de gauche désignant I'intégrale généralisée au sens de Riemann (ie
limy .+y_p- intk|f(x)|dz) et le terme de droite I'intégrale au sens de Le-
besgue.

Démonstration: 0O



1.5 Suites et séries
1.5.1 Suites

© Définitions

Définition 13 La suite(y, )nen €St unesuite extraite de la suite(x,, ) ey Si il
existep deN dansN strictement croissante telle qué v, = 4.

2 est unpoint d’accumulation ou unevaleur d’adhérence de la suitex,, si
x € Np{ak/k > n}.

T, convergeversz Si pour tout voisinagd” dex il existe N tel que pour tout
n>Nux, €V.

La suitex,, est diteconvergentesi elle converge vers un certain

[ Propriétés

e Cas geénéral
Une suite finie admet une suite extraite constante.
Une suite infinie admet une suite extraite monotone.
Une suite bornée admet une suite extraite convergente.
2 est point d'accumulation des, si pour toutV voisinage dex il existe une infinité
den tels quex,, est dand’.
La notion de convergence d’une suite est équivalente a la notion de limite en I'infini,
avec la topologie que I'on s’est donnéeZsurN U {4oco}.
Dans un espace séparé, la limite est unique.
Si une suite converge veis alors toute suite extraite de cette suite convergewers
Une limite de suite extraite est une valeur d’adhérence (pas de réciproque dans le cas
général).

e Cas métrique
Dans le cas d'un espace métriqueest donc point d’accumulation si pour toutl
existe une infinité de tels qued(z,,, z) < e.
Dans un espace métrique, la limite est unique.
Dans le cas d’'un espace métrique, une valeur d'adhérence est une limite de suite ex-
traite.
Dans un espace métrique, une suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence, et si
elle en a une, elle converge et cette valeur est sa limite.
Dans un espace métrique compact (qui est donc aussi complet), une suite n'admettant
gu’une seule valeur d’adhérence est une suite convergente.
Dans un espace métrique il sera souvent utile d’introduire la définifipe= {z, /p >
n}; 'ensemble des valeurs d’adhérence est alors l'intersectioXges’est donc un
fermé, et la suite est une suite de Cauchy si le diamétr&gaend vers).

e Cas d'un espace vectoriel normé
L'ensemble des suites d'un espace vectoriel normé est un espace vectoriel , avec les
opérations de multiplication par un scalaire terme a terme, et d’addition terme a terme
(valable méme si I'espace n’est pas normé).
L'ensemble des suites bornées en est un sous-espace vectoriel. On peut le normer par



la fonction qui a une suite associe le sup des normes de ses éléments. On notera cette
norme|| . ||.

L'ensemble des suites de Cauchy est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel des
suites bornées.

L'ensemble des suites convergentes est un sous-espace vectoriel de I'espace vectoriel
des suites de Cauchy. L'application qui a une suite convergente associe sa limite (qui
est unique) est linéaire et continue de norine

Si notre espace vectoriel normé est muni de deux normes différgntgset || . ||, et

siil existea tel que| . ||, < «f| . ||, alors les suites bornées pdur ||, sont des suites
bornées poutff . ||;, idem pour les suites de Cauchy, et idem pour les suites conver-
gentes. Dans le cas de normes équivalentes, on a donc les mémes suites de Cauchy, les
mémes suites bornées, et les mémes suites convergentes. Ainsi, il est de Banach pour
||.||; si et seulement si il est de Banach pduf,.

e CasduncorpK =Q,RouC
L'ensemble des suites est ukealgébre commutative et unitaire ; il est muni pour cela
du produit par un scalaire, de I'addition terme a terme, du produit terme a terme ('unité
étant la suite constante égalé)a
L'ensemble des suites bornées est une sous-algébre unitaire de cette algebre.
L'ensemble des suites de Cauchy est une sous-algébre unitaire de cette sous-algéebre.
L'ensemble des suits convergentes est une sous-algebre unitaire de cette sous-algebre.
L'application qui a une suite associe sa limite est un morphisme d’algebres. Ce mor-
phisme est continu. Le noyau de ce morphisme ('ensemble des suites qui convergent
vers0) est un idéal de I'ensemble des suites bornées.

e Cas du corp®
Toute suite monotone bornée converge.
Si deux suites sont adjacentes, alors elles convergent et ont méme limite.

e Cas du corp€
Dans le cas d’'une suite complexe on peut se ramener a I'étude de suites réelles; la suite
converge si les parties réelles et imaginaires convergent.

1.5.2 Suites reelles
[ Généralités

L'ensemble des suites réelles est un anneau commutatif, un espace vectdtiel sur
ou méme und-algebre.

Définition 14 Une suite réelle est ditmajorée, minorée, bornée finie, si son
image est majorée, minorée, bornée, finie.

L'ensemble des suites réelles bornées est un sous-anneau, un sous-espace vectoriel,
une sous-algébre de I'ensemble des suites réelles.

10



Définition 15 Pour la définition de la limite d’une suite, on pourra consulller
?7?, et notamment la topologie d&U {+oo}.

Une suiteconvergevers un réek si sa limite er+oo estz. Une suitediverge
si et seulement si elle ne converge ga%tant séparé, la limite d’'une suite est
unique.

Une suitetend vers+oo (resp. —oo) si sa limite em-oco est+oo (resp.—oo)
dansR.

L'ensemble des suites réelles convergentes est un sous-anneau, un sous-espace vec-
toriel, une sous-algebre de I'ensemble des suites réelles bornées.

@ Suites monotones. Applications

Théoréme 16 Toute suite croissante majorée Reest convergente ; sa limit
est lesup de son image.

Toute suite décroissante minorée®est convergente ; sa limite esti'f de
son image.

Si deux suites sont I'une croissante, I'autre décroissante, et si leur diffé-
rence tend ver$), alors elles sont diteadjacentes deux suites adjacentes
convergent vers la méme limite.

11°

Démonstration : Ces résultats, trés simples, constituent un (petit!) entrainement
a l'utilisation desc et dess.O0

Une illustration des suites adjacentes est le résbiiat

Théoréme 17 R est complet.

Démonstration : Il est évident qu’une suite convergente est de Cauchy; et réci-
proguement étant donnée une suite de Cauchgn peut considérer les deux suites
n = Supp>n Tk €tn — infi>, i ; ces deux suites sont adjacentes.

Théoréme 18 (Théoréme des segments emboitdsjntersection d’une suite
décroissante de segments dont la longueur tend(egt un singleton.

Démonstration : Il suffit de considérer la suite desp et la suite degn f ; ces
suites sont adjacentes.

11



1.5.3 Séries

Dans cette partie on travaillera avic= R ouK = C.

Définition 19 On se donne une suite., ),cn, & valeurs dan¥k. On définit
U, = EZ:o ug. On se pose la question de la convergence de la §ljtsSi la
limite existe, on I'appellersommede la série et on la notera

+oo

E Uk = limk_,+ocUk
k=0

On dit que(U,,) est lasériede terme généralu,, ).

Définition 20 On dit que la série de terme général,,) convergeabsolu-
ment si la série de terme générg|u,|) converge. Une série est ditgemi-
convergentesi elle converge sans converger absolument.

Définition 21 On dit que deux séries sodé méme naturesi et seulement sj
elles sont simultanément convergentes ou simultanément divergentes.

Définition 22 On appellesomme partielle d’ordre p de la série de terme
général(u,),>o0 la sommey_? _ w,.
On appellereste d’ordre p de la série de terme général,,),,>o la somme de
la série de terme générdb,, ), >o définie parv, = w4, lorsque cette série
converge. On notera par la suitg, le reste a 'ordrep de la série de terme
général(U,,).OnaR, =>_ - up.

n>p

Quelques remarques simples :

e La série de terme générdle, ) converge si et seulement si la suite> > | u;
converge.

¢ s'il y a convergence de la série, alars — 0.

e la série de terme générat™) converge si et seulement|si| < 1. Elle converge
d’ailleurs si et seulement si elle converge absolument.

e une série converge (resp. converge absolument) si et seulement si son reste a un
certain ordre converge (resp. converge absolument) ; et en ce cas son reste a tout ordre
converge (resp. converge absolument).

e Si une série converge, alors la suife,) tend vers) en—+oo.

e C etR étant complets, on peut directement appliquer le critere de Cauchy aux

12



séries dans ces espaces :

Proposition 23 La série de terme générél.,,) converge (resp. converge ab-
solument) si et seulement si
N+n
YedN/Vn > 0| Z u| < e
=N
resp. si et seulement si
N+n
VEAN/¥n >0 Y Jug| < e
i=N

) Voir pour application la partie 12.1

e si une série est semi-convergente, alors la série de terme gépétainaz(uy,, 0)
et la série de terme générg] = max(—u,,0) sont divergentes (tendent versc).

e Si une série converge absolument alors elle converge (preuve en considérant les
parties réelles et imaginaires, et en les décomposant en partie positive et en partie né-
gative - preuve possible aussi en utilisant le critére de Cauchy).

13



[ Séries a termes positifs, absolue convergence

Quelques remarques simples :

Proposition 24 e Une série a termes positifsonverge si et seulement si elle
est absolument convergente.

e Toute série de terme général extrait du terme général d'une série
a termes positifsonvergente est convergente, de somme inférieure a la sgmme
de la série initiale.

e Toute série déduite d'une série convergente a termes pqatifsermutation
(éventuellement infinie) des termes est une série convergente de méme somme.

e Si deux séries a termes positifant ordonnées pai,, < v,, alors siy_ v,
converge on peut affirmer que w, converge, et sp_ u,, diverge on peut
affirmer qued_ u,, diverge.

e siu, = O(v,) avecuv, terme générale d’'une série absolument convergente
(par exemple une série convergente a termes positifs), alprsst le terme
général d'une série absolument convergente (nb : il n'est pas requis.gue
soit une suite> 0).

e Siu, ~ v, etsilune de ces deux séries est a termes positifs (au moins au
voisinage de l'infini) alors les deux séries sont de méme nature.

On déduit notamment de ceci le fait quewsj est le terme général d’une série
a termes positifs ou nulslors les séries de termes généraui + u,,) etin(1 — uy,)
sont de méme nature (et de méme nature que la série de terme géndéanhs le cas
ouw, — 0).

) Siu,, est une série a terme général positif ou nul, albfs + u,,) converge si
et seulement sj  u,, converge.

¢ Séries de Riemann, séries de Bertrand

Proposition 25 e Série de Riemannz € R, > 1/n* converge si et seulement
siz > 1 (démonstration par la comparaison avec une intégrale, voir plus loin)
e Série de Bertrand (z,y) € R?, >~ 1/(n".In(n)¥) converge si et seulement
siz > 1ou (@ = 1ety > 1) (démonstration par la comparaison avec upe
intégrale, voir plus loin)

On trouvera une preuve amusante de ces deux résultats erl gartplus
originale que la preuve par comparaison avec une intégrale).

o Utilisation de w41 /uy,
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Proposition 26 On se donn€uw,,) et (v,) 2 suites & termes> 0. Alors si
Un+1/Un < Vpt1/v, (AU MoINs & partir d’'un certain rang), alors

e la convergence de la série de terme généraéntraine la convergence de |
série de terme général,

e la divergence de la série de terme généigl entraine la divergence de |
série de terme général,

[}

5%

Démonstration : Les deux affirmations étant contraposées, il suffit de prouver la
premiére, et elle n’est pas bien dure en se ramenant a la comparaison de deux séries de
termes généraux équivalents, I'une étant positive...

Corollaire 27 (Critere de D’Alembert) Si(u,,) est une série a termes positifs
telle queu,,+1/u, tend versk, alors sik < 1 la série converge, et ¢i > 1,
alors la série diverge.

Démonstration :
e Cas ok < 1:onsedonné’ aveck < k' < 1; la proposition ci-dessous, jointe
au fait que la série de terme généktadl converge, permet de conclure que la série de
terme général,, converge.
e Cas ouk > 1:en prenank’ tel quel < k' < k, on constate que la suitg,
ne tend pas méme vers z€&ro, ce qui serait la moindre des choses pour le terme général
d’'une série convergente.

<~ Reégle de Cauchy

Théoréme 28 (Regle de Cauchy),, > 0, alorslimsup fu, =1 <1 —
> u, converge
limsup fu, =1>1 — > u,diverge

Démonstration : Facile, je ne daigne pas détailler, il suffit dans le premier cas de
choisirz compris entrd et 1; et dans le deuxieme cas, la suite n'a pas méme le bon
godt de tendre ver&.O

o Critére de Raabe-Duhamel (alias“z*!, suite)

Un

Proposition 29 (Regle de Raabe-Duhamel$oitu,, > 0, avec*2+ = 1 —
% +r,, avecr, terme général d'une serie absolument convergente ; alors
u, ~ K/n® pour un certainK > 0 (et donc la série de terme généra),
converge<= a > 1).

Démonstration :  On définitv,, = In(n®.u,,) ; il est clair que si cette suite converge
on a bien le résultat souhaité.

Orvp1 — vp = In(upy1/uy) + aldn(ZL) = —a/n+ 1, + O(—a/n +r,)* +

O(1/n?). En utilisant le fait que(a/n).w,| < 1(a*/n?® + w2), on en déduit que
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Vi1 — v, = O(1/n?) + O(r2) + r, = O(r, + ). Orr,, et -5 sont tous deux
termes généraux de séries absolument convergentespgdone- v,, est terme géné-
ral d’'une série absolument convergente, donc convergente, et(dpnest une suite
convergente.

1.6 Du théoreme de Rolle aux formules de Taylor

Théoreme 30 (Théoréme de Rolle)soit f une fonction continue définie su
le segmenta, b], dérivable sufa, b[, avecf(a) = f(b). Alors il existec €]a, b
tel quef’(c) = 0.

=

Démonstration :
e Si f est constante s, b], le résultat est clair.

¢ Si f n'est pas constante, alofsatteint soit son maximum soit son minimum dans
Ja, [ (il y a la une application de la compacité ; 'image d’un compact par une applica-
tion continue est un compact, théore®®; la dérivée def en ce point (ou I'un de ces
points) est nécessairement nutle.

NB : comme le signale judicieusement le livre5], on peut aussi avoir le méme
théoréme sufa, +ool, avecf(a) = limg— 4 oo f ().

) du théoréme de Rolle :

e le polyndme dérivé d’'un polynéme scindé BelansR est scindé.
e le théoremes4.

e les résultatgl4 et 45.

e le théoréme qui suit :

Théoréme 31 (Théoréme des accroissements fipisr une application deR dansR)
On se donng continue dda, b] dansR, dérivable sufia, b[.
Alors il existec € [a,b] tel quef(b) — f(a) = f'(c).(b — a).

Démonstration : Il suffit de soustraire: — f(a)+ W.(z —a) alafonction
f pour se ramener au théoreme de Ralle.

Ne pas confondre avec le théorefie

) cela sert pour le théorend.
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Théoréme 32 (Théoréme des valeurs intermédiaires pour la dérivée}e
théoréme est aussi dit théoréme de Darboux.

Soit f dérivable d’'un intervallel dansR ; alors f'(I) est un intervalle.

Démonstration :
e On suppose tout d’aborbouvert; le cas général s’en déduit clairement.

e On se donneX etY dansyf’(I), puisZ compris entreX etY'.
e On suppos¢g’(z) = X et f'(y) = Y ; on cherche: tel quef’(z) = Z.

e On se donné > 0 tel que/&HM=10) 7  FWth)=/W) (on se rend compte
gu’un tel h existe en considérant les limites des membres de droite et de gauche pour
h — 0)

e On définitg(u) = f(“#);f(“) ; c'est a dire que(u) est la pente d¢ "en regar-
dant sur une largeur” (voir figure 1.1).

e On applique le théoreme des valeurs intermédiaires, en tant que théoréeme appli-
gué a une fonction continueggvoir ??). On en déduit qu'il existe un certaintel que
g(u) = Z. On applique alors le théoréme des accroissements3finigour voir qu'il
existe un certainr entreu etu + h tel quef'(z) = Z.0

FiG. 1.1 — Théoréme de Darboux : on considére les pentes "sur une larfgeur
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Définition 33 (Polyndme de Taylor) Etant donnée une fonctiofide R dans
un espace vectoriel normé au moimgois dérivable e, on définit ledéve-

loppement de Taylor de f a I'ordre n en a qui est une fonction d® dans

. iz (k) (g
notre espace vectoriel normé définie @, ,,(z) = f(a)+> 1_, ! k,d( ) (2—

a)k.

Théoréme 34 (Formule de Taylor-Lagrange)Soit [a,b] un segment d&R,
aveca # b, f de classeC” de [a, b] dansR n + 1 fois dérivable sufja, b[;
alors il existec €la, b| tel que

fnJrl (C) (b _ a)nJrl

FO) = Pran(®) + 07y,

Démonstration :

o On définit

(2) = 1) — Ppon(d) - (L=
9\&) = Foon Tt )

avecK choisi de maniére a avoit(a) = 0 (toujours possible cdr— a est non nul par
hypothese).

e On dériveg, on a pile poil les bonnes hypothéses pour appliquer Ralkg, on
en déduit qu'il existe: tel queg’(c) = 0 (puisqueg(b) = 0 = g(a)). Or le calcul dey’
permet alors d’écrire qug (c) = 0 implique quef"*!(c) = K.

e |l ne reste plus qu’'a écrire quga) = 0.0

Corollaire 35 (Formule de Mac Laurin) Il s’agit simplement de la mémge
formule, dans le cas = 0 (I'usage veut que ce cas particulier soit nommé
"formule de Mac Laurin®).

fre)

(n+1)! (0"

f(b) = Pf,o,n(b) +

Démonstration : Conséquence immédiate du résultat précédent.
Quelgues exemples d’applications, extraites’d# |
e x — exp(z) est limite de la suite deBuyp 0.

e au voisinage de-oo et pour tout polyndmé?, P(x) = o(e®).
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e Si f estC? de R dansR, et avecM; pouri € {0,1,2} défini comme le
sup de|f@|, on aM; < 2/My.M, (preuve en écrivant (par Taylor-Lagrange) que
fla+1t) = f(a) + f'(a)t + 5 f"(c)t? pour un certain: €]a, a + t[, en divisant pat
pour obtenirf’(a) = £@=7(@) _ 170y et donc| f/(a)| < 2Me 4 M2t minimal
pourt = 2v/MoMs).

e Si f estC™*! deR dansR, et si f et f(»*1) sont bornées, alors leg pour
1 € {1,2,...,n} sont bornées (la preuve utilise le fait que I'ensemble des polyndmes
de degré< n est de dimension finie, bornée, et le fait que toutes les normes sont équi-
valentes en dimension finie).

Théoreme 36 (Inégalité de Taylor-Lagrange)Soit [a,b] un segment d&,
aveca # b, f de classeC™ sur [a,b] etn + 1 fois dérivable sufja, b[; on
suppose en outre qu&™ Y est bornée pai/ sura, b|.

—a n+1
AOrS || f(b) — Pron(b)]| < ML

Démonstration :
e On définit
g(:C) = f(b) - Pfyz,n(b)
¢ On considere I'application quiﬁassocie—M.%.
Pour toutr dansfa, b] on al|¢’(z)|| < h'(x); le théoréme des accroissements fi?s
permet alors d’écrire quig(b) — g(a)|| < h(b) — h(a) - ce qui est précisément ce
qu’on voulait prouver puisqug(b) = 0.0

Il'y a plus simple dans le cas deapplication a image dari® : il s’agit alors
d’une conséquence rapide de la formule de Taylor-Lagrange.

Théoréme 37 (Formule de Taylor avec reste intégral)Cette fois-ci f est
supposé€ ™! sur|a, b]. Alors :

b
f(b) = f(a) + Ppan(b) + %/ (b—t)™. fr 1 (t)dt

Démonstration : e Comme d’habitude pour ce genre de formule, on déjifi) =
f(b) = Pron(b).

e g estC?; doncg(b) — g(a) est égale a l'intégrale d¢ entrea etb; il s'agit
précisément de la formule de Taylor avec reste intédmal...

La formule étant passablement infecte a apprendre (je trouve...) le plus simple
est sans doute de faire le calcul soi-méme, il n'est pas difficile, et peut étre retrouvé
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trés rapidement...

) Le théoreme de Bernstein, stipulant que toute foncfigi™ de[—a, a] dans
R, aveca > 0, et dont toutes les dérivées d’ordre pAif™) sont> 0 sur[—a, a], est
développable en série entiére $ut a, a[, est démontré dans §] en application de la
formule de Taylor avec reste intégral.
FLEMMARD applications en analyse numérique

Théoréme 38 (Formule de Taylor-Young) On se donne une fonctighde R
dans un espace vectoriel normig n fois dérivable em. Alors

f(@) = Pran(z) = o((x —a)")

Démonstration : Par récurrence, avec le théoréeme des accroissement®7inis

) Ceci fournit bien évidemment une méthode de détermination de développe-
ments limités. Mais c’est aussi un outil pour calculer des dérivées de fonctions, comme
on va le voir avec les corollaires ci-dessous, permettant de généraliser la formule bien
connuef’(a) = limhﬂow. Il faut noter que la formule se généralise a tout
ordre, mais la formule est plus compliquée... Enfin on peut en déduire des résultats
sur I'ensemble des zéros d’une fonction suffisamment dérivable, comme illustré par le
corollaire4?2 (les informations étant bien faibles par rapport aux informations fournies
dans le cas complexe...).

Exemple Maple

> p := array(l.5); for ¢ from 2 by 2 to 10 do pli/2] =
convert(series(sin(x), x, 1), polynom) od;

p:=array(1..5, [])

pP1i=
D2 ::ac—ésc3
P3 ::x—gﬂc?’—&—%xs
D4 ::xf%xBJr%ﬁfﬁﬂ)
1 1 5 1 - 1 9

R - B
Ps == e o0 T 5000 " T 362880 ¢

> plot(p,x = —5..5);
Le résultat est montré sur la figute2.
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FiG. 1.2 — Approximations successivessie(z) par la formule de Taylor-Young

Corollaire 39 (Calcul de la dérivée seconde d’'une fonctionoit f une
fonction2 fois dérivable eru. Alors

flath)+ fla—h) —2.f(a)

f//(a’) = lithO 2

Démonstration : Par la formule de Taylor-Young, on sait que

flat ) = Fla@) + )+ T 52 4 o(n)

et
fla—h) = fla) - F@h+ T30 w2 1 o(n)

On en déduit bien I'égalité annoncég...

Corollaire 40 (Calcul de la dérivéen-iéme d’une fonction) Si f estn fois
dérivable erp, alors

F( 7zzmhﬁ020k VR f (k)
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Démonstration : Notons A(h) = >_;_, Ck(—1)"~* f(kh), et utilisons la for-
mule de Taylor-Young a I'ordre pour chaquef (kh), on obtient

@) . .
A= > ) ﬂ( )k’bhwo(k"h”)
(k,i)€[0,n]? ’

(») n _
Le terme erh? est alors/— (%) S0 O (—1)~ ke,
Il ne reste plus qu'a voir qQUE.,_, CH(—1)""Fk" = nlety }_, CF(—1)"FkP =
0 pour0 < p < n; voir proposition??. 0

Définition 41 On appelleordre d’un zéro d’'une fonctiorf C° I'entier p mi-
nimal tel quef(®)(a) # 0. Si un tel entier n’existe pas, le zéro est dibdire
infini .

Corollaire 42 Tout zéro d’ordre finin d’une fonction dérivable au moins
fois est isolé.

Démonstration : Il suffit d'écrire Taylor-Young, et de se placer suffisamment prés
du zéro.O

) Une fonctionC* qui posséde une infinité de zéros sur un compact donné en
compte au moins un qui est d’ordre infini.

1.7 Latrigonométrie

Je ne donnerai ici que quelques définitions, les preuves et formules étant données
dans le formulaire (parti@?).

Les fonctions trigonométriques se définissent généralement a partir de I'exponen-
tielle complexe : aveexzp(t) lui-méme défini par une somme de série (voir partie
4.9.9).

On définitcos(z) = Re(e'®) etsin(z) = Im(e'), pourz réef. On dérive cer-
taines propriétés (voir partie?) de ces fonctions. La périodicité de— e** donne
notamment de nombreux résultats.

Exemple Maple

> combine(cos(x)” b, trig)

1 5 5
Ecos(5x) + Ecos(?»x) + gcos(x)

iz iz iz —iz
SPourz complexecos(z) = “—5%— etsin(z) = &—£—.
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1.8 Pratique du calcul de primitives

Il est nécessaire avant tout de bien connaitre les primitives signalées dans le chapitre
??. Dans TOUS les cas, on aura bien soin de regarder sur quels intervalles on peut
définir la primitive. Pour cela on déterminera les intervalles sur lesquels la fonction
est continue, puis on regarde aux bornes de chaque intervalle si la fonction peut-étre
prolongée par continuité.

1.8.1 Primitives de fractions rationnelles

On trouvera en FLEMMARD une méthode de décomposition en éléments simples
d’une fraction rationnelle. Une fois une fraction rationnelle décomposée en éléments
simples, il suffit d'appliquer les recettes de cuisine évoquées a la partie "primitives" du
chapitre??. Les discontinuités sont les péles de la fraction rationnelle.

1.8.2 Primitives deP(cos(z), sin(z))

P désigne un polyndme a deux indéterminées.

Cette situation se présente couramment dans la vie de tous les jours et il est indis-
pensable d’'étre bien préparé pour y faire face.

Il est évidemment suffisant de savoir intégrer un monéme, c’est-a-dire un élément
de la formef,, ., = x — cos(z)" sin(x)™

e Sin estimpair, il suffit de remplacefps(x)™ par(1 — sin(:z:)Q)nT_lcos(x), etle
changement de variable= sin(z) nous raméne au calcul de la primitive d’'un poly-
néme.

e Sim estimpair, il suffit de remplacein(z)™ par(1 — cos(z)?) "= sin(z), etle
changement de variable= cos(x) nous ramene au calcul de la primitive d'un poly-
néme.

e Sin etm sont pairs, une méthode générale est de linéariser. Voir pour cela la
partiel.7. On peut aussi procéder par une intégration par parties, pour se ramener a
I’rt+’rrl,0 ou IO,n-‘rm

- C'est-a-dire que dans l'intégration par parties on integrgx)" sin(x) et on dé-
rive sin(x)™~1 sin > m > 0, pour se ramener a une primitive des(z)"*2sin(z)™ >

- etsim > n > 0 on intégresin(x)™cos(x) et on dérivecos(x)" ! pour se rame-
ner a une primitive deos(z)"~2sin(z)™ 2.

1.8.3 Primitives deG(x) = F(cos(x), sin(z))

F désigne une fraction rationnellle & deux indéterminées.
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Les discontinuités seront généralement en nombre infini, périodiques ; il convient
d’'étudier précisément ce qu'il se passe au niveau de chaque discontinuité.

F désigne une fraction rationnelle a deux indéterminées.

On aura alors recours a la régle de Bioche (que I'on peut justifier rigoureusement,
voir par exemple le livre d’analyse de Arnaudiés et Fraysse).

Proposition 43 La régle de Bioche nous dit que :

e Si G est paire, ieG(—z) = G(x), on fait le changement de variable

u = sin(x)
e Si G est impaire, ieG(—x) = —G(x), on fait le changement de variable
u = cos(x)

e SiG estw-périodique, c'est & dire i#(x) = G(z + w), on fait le change-
ment de variable, = tan(7F).

e SiGG n'est rien de tout ca, on n'aura plus d’autre choix que le changement de
variableu = tan(z/2). Rappelons que dans ce cass(x) = 1‘—32 sin(x) =

1+
1+u2?  14+u2

1.8.4 Primitives deH (z) = F(ch(x), sh(z))

On pensera bien a vérifier en quels points s’annulent le dénominateur.

F désigne une fraction rationnelle a deux indéterminées.

On considére alors la fonctiah(xz) = F(cos(z), sin(z)).

e Si G est paire, i€7(—xz) = G(x), on fait le changement de variahle= sh(x)

e Si GG est impaire, ie(—x) = —G(x), on fait le changement de variable=
ch(zx)

e Si G estr-périodique, c’est a dire §¥(z) = G(z + 7), on fait le changement de
variableu = th(zx) .

¢ Si G n'estrien de tout ca, on peut faire le changement de variabteth(z/2).

La partie?? fournit les formules nécessaires. Dans beaucoup de cas pratiques, il sera
en fait préférable de faire = ¢*.
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1.8.5 Primitives abéliennes

Une étude plus compléte (notamment incluant des justifications géométriques) se
trouve dans le livre d’analyse de Arnaudiés et Fraysse.

© [ R(z,vVax +b)

R est supposée étre une fraction rationnelle a deux indétermimées des réels.
Il suffit alors de faire le changement de variahle- v/ax + b pour que magiquement
tout s'arrange et que I'on n’ait plus qu’une fraction rationnelle a intégrer.

@ [ R(z,Vaz? + bz + c) aveca > 0
R est supposée étre une fraction rationnelle a deux indéterminées.
On fait alors le changement de variable= v ax? + bx + ¢—+/ax. En fait cela re-

vient simplement a considérer un repére dans lequel I'équation de I'hyperbole est plus
sympathique, c'est-a-dire un repére dont les axes sont les asymptotes de I'hyperbole.

On trouvera dans FLEMMARD d’autres variantes sympathiques.

© [ R(z,Vax? + bz + ¢) aveca < 0

Géométriguement, on constate simplement que la caurbe(z, vax? + bx + ¢)
est dans le cas < 0 un morceau d’ellipse, et on se donne une paramétrisation
sympathique, qui nous donnecomme un cosinus de (a divers facteurs pres) et
Vaz? + bx + ¢ comme un sinus de (Ia encore a divers facteurs pres).

On fait le changement de variahles(u) = / Wiac (z+b/a). Celanous raméne

BN —h2
avar?+br+c= GCTM

une fraction rationnelle.

[ Rz, {/ &5

R est supposée étre une fraction rationnelle a deux indéterminées.

sin(u), et nous simplifie tout ca de maniére a en faire

Sin = 2, il suffit de multiplier par, / Zijg pour se ramener au cas précédent; sinon
on constate que la fonction réciproque de cette fonction est rationnelle, et donc on pose

simplementy = ¢/ %j;g pour se ramener a une fraction rationnelle.
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1.9 Zoologie de la dérivation

1.9.1 Une application du théoréme de Rolle

Proposition 44 Soientf etg deux applications continues ¢ b] dansR, dé-
rivables sura, b. Sig(b) # g(a), alors il existec €]a, b] tel que le déterminant

f®) = fla) f'(c)
g(b) —g(a) g'(c)

s’annule.

Démonstration : Il suffit d’appliquer le théoréme de RolBD a la fonctionh défi-
nie parh(t) = f(t) — f(a) — LF=2.(f(b) — f(a)).0

\ |

\ —

&\ Alors que le théoreme des accroissements finis exprime le fait qu’une ap-
plication deR dansR a une tangente paralléle a n'importe laquelle de ses cordes, le
théorémed4 montre que c’est en fait valable pour n'importe quelle courbe dérivable
dansR?.

Corollaire 45 (Régle de I'Hopital) On se donne deux fonctiorfset g de R
dansR continues e € R, et dérivables sur un voisinage deprivé dea,
avecf(a) = g(a) = 0.

On suppose que et ¢’ sont non nulles sur un voisinage derivé dea.
Alors si g—,/ tend verd ena, alorsg tend verd ena.

Démonstration : Il s’agit exactement d’'une application de la propositigti

1.10 Zoologie de l'intégration
1.10.1 Intégrales de Wallis

n

Définition 46 (Intégrale de Wallis) On définit la nieme intégrale de Walli
/2 .
par I, = [, " sin(z)".dzx.

Supposong: > 2. On peut écrirel,, = 01‘[/28

cos? + sin? = 1.

in""2(x).(1 — cos?(x)).dz car
i ACri _ _ /2 . n—2 2
Ensuite on peut écrirg, = I,,_» — [/~ sin""*(x).cos*(z).dx.

Par une intégration par partie (théored® (on integresin™ 2(z).cos(x) et on
dérivecos(z)) on obtient
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In = %-DL*Z

Le produitn.I,,.I,_; est donc constant, égaly/2.

Il reste a remarquer qug, < I, 1 < I, o = ;“51, pour pouvoir dire que
I" ~ In—l-

On peut alors conclure que :

Proposition 47 I,, ~ /4L,

1.10.2  Primitives def, & = a/x + o(1/x)

Théoréme 48 On se donng une fonction> 0 et C'! au voisinage de-oo, et
on suppose qué/ =a/z+ o(l/x), aveca # —1.

On définitF (z) = [," f(t)dt.

Silintégrale [;"> f converge, on définik; () = [~ f(t)dt.

Alors :
+o0 .
diverge

a>—-1= o J If(g
F(z) ~ T

a<—-1= { +° f convergeR s (z) ~ — %)
b f a+1

Démonstration :

e Sia =0, l'intégrale [, f(t)dt diverge car
f(2)/ f(z) = o(1/x)

—eln(z/b) < In(f(x)/f(b))
f(@)/f(b) = (x/b)

Donc sie < 1, on minore bien notre fonction par quelque chose de trop gros pour étre
intégrable.

Il suffit ensuite de faire une intégration par partie (théoréepour justifier que
F(z) = zf(x) —bf(b) — [, tf (t)dt.

Lintégrale [, ¢ f'(t)dt est uno( ;" f(t)dt) puisquet f'(t) est uno(f(t)), f étant
positive et d'intégrale divergente.

DoncF(z) ~ z f(x).

e Sia # 0, alors I'intégrale dei/x est de signe constant et est divergenteren,
donc on peut écrirén(f(x)) ~ a In(z).

-Sia > —1,avece = (a+1)/2 etn tel que poutr > n, In(f(x)) > (a—€)in(z),
on apourz > 7 f(x) > x* € aveca — € > —1, et donc l'intégrale diverge. On peut
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alors écrire, grace a une intégration par parties (théoféne
F(z) = of(z) - bf(8) / 1) (L1)
Puisque l'intégrale diverge et puisquef (t) ~ tf'(¢)

aF(x) ~ /: tf'(t)dt

En replagant cette expression dans I'équatidnon obtient

F(z) = zf(z) — aF(z) + o(F(z))
et donc
F(zx) ~ :if—l(-l;z)

-Sia < —1, avece = (a + 1)/2 ety tel que pourr > nin(f(x)) < (a+€)in(z),
donc pourz > n f(z) < zT¢ aveca + € < —1, et donc l'intégrale converge.

Par définition,
Y
Ry(x) = limy—.o. / Ft)dt

On peut alors écrire, grace a une intégration par parties (thédr@me

Y
Ry(z) =limy oY f(Y) —xf(x) — / tf'(t)dt) (1.2)
Orf tf'(t)dt converge pout” — oo, et [ tf'(t)dt = aRy(z) + o(Ry(x)).
donc
Ry(x) = xf(x) +limy Y F(Y) + o(F(x))

1+

Par ailleursY” f(Y") a une limite ent-oo (au vu de I'équatiori..2) ; cette limite ne
peut étre qué, vue la convergence de l'intégrale de
D’ou

Ry(x) =

~ el @)+ o(Rr (@)

ce qui est bien le résultat souhaité.
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1.10.3 Meéthode de Laplace

Théoréme 49 (Méthode de Laplace)Soit f une fonctionC? sur ]a, b, avec
(a,b) € R’, telle quef admette un maximum uniquee#g|a, b[, avecf” (c) <
0, f n'ayant pasf(c) pour valeur d'adhérence pout — «a ni pourx — b, et
soit g une fonction continue syu, b[ avecg(c) # 0.

On suppose en outre que pour tadtintégrale

b
/ l9(@)] e @ de
a

est convergente.
Alors

V2IIg(c)etf (@)

b
2)ef P dy ~,
/a o) t L

Démonstration :
e En remplaganif(x) par f(x — ¢) etg(x) parg(z — ¢) on se raméne au cas ou
¢ = 0, quitte & changet etb (s'ils ne sont pas infinis).

e Quitte a remplacey par—g, on supposeg(0) > 0.
e On se donne > 0.

e On se donné > 0, suffisamment petit pour que| < ¢ implique

£(0) + @12(1 +e€) < f(z) < f(0) + @1‘2(1 —¢)
et
(1—€)g(0) < g(x) < (1+€)g(0)

e On précise alorg (6, t) = f(f g(x)et’ @) dx;

é " . ) .
/ g(x)etf(o)ﬂ%(ue)wzSl(é)S/ g(x)etf(o)ﬂw(l%)xz
0 0

e On cherche alors a précisgr(d, ¢, 4+) = f(f g(x)et! O+t (Fea?

d " d .
/ g(O)(l—e)etf(OHtf O (1+4e)2? <UG,H4) < / g(O)(l—i—e)etf(O)'Hf (©) (1£e)a? g,
0 0

- On effectue un changement de variable z\/—tf”(0)(1 — €) /2.
- En ne traitant que l'inégalité de droite (I'autre étant similaire) :

JoV O o)1 + ety O dy
VO EA/2

U@d,t,+) <

29



-On aalors

91O [V O 9y o 2
V—tf7(0)(1 £¢/2) Ty —tf(0)(1 £ ¢)

e Majorons maintenarit (4, ¢, —), en prenant garde au fait gie@lépend de :

U(o,t,+) <

6 "
U(d,t,—) < / g(0)(1 + €)et! O+t52 (1=9a" g
0

avecy = /—tf"(0)(1 — €)x,

- /5 —HOA=)T 0(0)(1 + €)et/ 0¥ gy
~Jo —tf"(0)(1 — €)x

et (0) fooo €
<g(0)(1+e) SO

00 a2 T
Oor [ e v dy = *%, donc

- V2rg0)e O (1 +
2/ OVT ¢

De méme on minoré& (4, ¢, +) par

6 "
/ g(0)(1 — )t O+t=52 1+ gy
0

avecy = |/ —tf”(0)4E< on arrive &

\/ﬁg( )e'/O(1 — o)
—tf"(0)(1 +¢)

pourt > T..
e On conclut alors qué(d, t), qui vérifie

U@S,t,+) <I1(5,t) <U(S,t,—)

est compris entrg =< F'(t) et \}JF_SF(t), avecF(t) = %.

e I(6,t) est équivalent at/(%) g(0) 21

W
e On considére par ailleufig (4, ¢) f g(x)etf @),
V(8 8)] < [Y |g(x)]| et D@ ef (@) dy

- Pourz € [, ], f(z) < f(4), sidumoins on prend la peine d'impogesuffisam-
ment petit.

- Donc pour un teb, [V (6, )] < e(t=1/©) féb lg(x)]ef @ dx
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-or [ g(z)e! @ dx < [ |g(a)|e/ ™) < oo (< par hypothése)
o V(4,t) = o(I(4,t) pourt — oo (car f(5) < f(0))

e On en déduit

b o
21t @) o t(O)
INE APy O T

e En effectuant la méme manceuvre Burc] et en sommant (les équivalents étant
tous deux positifs) on obtient le résultat désite...

1.11 Zoologie des suites

1.11.1 Moyenne de Césaro

Théoreme 50 (Moyenne de CésaroDn se donne une suitg, a valeurs dans
unR-espace vectoriel normg. Soit)\,, une suite de réels 0, telle qued_ A,

diverge.
H _ Z;},:o Ak Uk
Alors siu,, — [, alorsv,, — [, avecv,, = YR
k=0 "k
Démonstration :

e On se raméne tout d’abord au casied 0, simplement en considérant la suite de
terme général,, — [ (il est clair quev,, est ainsi diminué lui aussi d§

e On se donne > 0; il existe un certainV tel que pour tout > N, |u,| < €.

e Pourn > N, on a alors
N
_ Zk:o Ak Ug
- n
k=0 Ak
n
Zk:N+1 )\k.uk
n
Zk:O Ak

e Le premier terme de la somme ci-dessus tend clairemen@yviersecond est plus
petit qu'e (en valeur absolue), d’ou le résultat.

Un

1.11.2 Constantd” d’'Euler

Définissonsu, = > ;_, 1/k — In(n).

1 ntlg 1
</ —dt < —
n+1 n t n

cart — 1/t est décroissante sii’ .
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En écrivantu,, .1 — u,, ON obtient donc que,, décroit.
Par ailleursy, 1 — u, > #1 — 1, donc par sommation,, — u; > 1/n—1, donc

u, > 0. Doncu,,, décroissante positive, tend vers une limite finie, n@té&s appelée
constante d’Euler.

Définition 51 La limite de la suiteu,, = > ,_, 1/k — In(n) est appelée
constante d’Euler et est notéé".

On obtient facilement en Maple (par la commande "evalf(gamma,500)") :
I' >~ .5772156649015328606065120900824024310421593359399235988057672348848677267776646709
3694706329174674951463144724980708248096050401448654283622417399764492353625350033374293
7337737673942792595258247094916008735203948165670853233151776611528621199501507984793745
0857057400299213547861466940296043254215190587755352673313992540129674205137541395491116
8510280798423487758720503843109399736137255306088933126760017247953783675927135157722610
2734929139407984301034177717780881549570661075010161916633401522789358679654972520362128
7922655595366962817638879272680132431010476505963703947394957638906572967929601009015125
1959509222435014093498712282479497471956469763185066761290638110518241974448678363808617
4945516989279230187739107294578155431600500218284409605377243420328547836701517739439870
0302370339518328690001558193988042707411542227819716523011073565833967348717650491941812
3000406546931429992977795693031005030863034185698032310836916400258929708909854868257773

64288253954925873629596133298574739302

1.12 Zoologie des séries

1.12.1 Construction de séries divergentes positives toujours plus
petites

Le comportement d’'une série étant asymptotique, on pourrait se demander s'il ne
serait pas possible de construire une suite de terme géngpajui soit "a la limite" de
la convergence, fournissant un critére par simple comparaison, permettant de décider
si une série positive diverge ou non.

Il n'en est rien, car étant donnée une suite > 0 telle que la sérier[i% Uy,
diverge, on peut construire une suite > 0 telle quev,, = o(u,,) ety -, v, diverge.

Pour cela, soiv,, = #£=. Il est clair quev,, = o(u,,). Il reste a voir que la série de

Un oy L
terme généralv,,) diverge. Pour cela on utilise le critére de Cauchy ;

N+n w
— -
YN e N,¥n > 0,Vyin — Vv = Z i
1=N-+1
UN+1 UN+n
>t i+ —
UN+n UN+n

Unin—Un-1 1
UN+n

commen — oo, donc le critére de Cauchy n’est pas vérifié.
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1.12.2 Somme des inverses des nombres premiers

On définitp,, comme len-iéme nombre premier, dans I'ordre croissant. On se pré-
occupe de la nature de la sépie1/p,, de terme générdl/p,,.

Définissonsu,, = Hﬁzlﬁ, et considérongn(u,) = Y., In(1 — 1/p,), il
Py

apparait que la série est de méme nature gaeita(et non pas série Yu,, ).

On remarque alors que
+oo

1 ,
1 L = Z 1/p}n
Pn =0
et on peut écrire tout nombrg’'n comme produit d’'un certain nombre d'inverses de
nombres premiers ; donc le produit est supérieur a la somme des inverses des en-
tiers plus petits que (un nombre entier étant produit de nombres premiers inférieurs
ou égaux a lui-méme...) ; donc la sufte,) diverge, ca | 1/n diverge.

D’ou

n>0

1.12.3 Groupement de termes

On a vu que dans le cas de séries a termes positifs, on pouvait permuter les termes
autant qu’on le souhaitait sans changer la convergence de la série ; dans le cas général
ce n'est pas vrai (considérey, = (—1)™ par exemple, ou bien la série de terme gé-
néralu,, = (—1)"/n, que I'on peut faire tendre vers n'importe quelle limite réelle en
changeant I'ordre des termes).

On a toutefois des résultats partiels :

Théoréme 52 On considére une suitg, a valeurs dan® ouC.

Soit¢ une application strictement croissante NedansN avecg(0) = 0.

On définitTranche, = ugmn) + Upm)+1 + - + Upnt1)—1 (CEUX qui n'ONt
pas compris pourquoi on appelait cette série "Tranche" sont priés de relire
soigneusement cette ligne).

On définitGrosseTranche, = |[ugm)| + [tupm)+1] + - + [Upmi1)—1]-
On suppose quérosselranche, tend verd.

Alors la série de terme générdk,,) converge si et seulement si la série
de terme générdl'ranche, converge, et si elles convergent elles ont méme
somme.

Peuimporte le caractére convergent de la série de terme géfiétalseTranche,,) !

Démonstration : Pas dur... On associe a touta somme partielle d’ordré,,, on
montre que cette suite converge (c’est en fait I'hypothése), et on montre en utilisant la
seconde hypothese que la difference ebiygla somme partielle d’ordre) et Uy,
avecp maximal tel quep(p) < n, est petite pour. grand. .
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Dans le cas d'une série a termes positifs, on n’a pas besoin de I'hypothése
"GrosseIranche, tend ver9".

= Application possible : régle de la loupe.

Proposition 53 (Régle de la loupe)Soitu,, une suite décroissante de réels
0; alors les série " u, et> 2™.us» sont de méme nature.

Démonstration : Facile avec le groupement de termes;;

1
52"+1u2n+1 < Ugnt1 + oo FUon_1 < 2™ ugn

D’ou le résultat, en constatant qu'on peut grouper les termes(pagr= 2", puisque
I'on est dans le cas d’une série a termes poditifs.

L'hypothése de décroissance est nécéssaire, comme on peut s’en convaincre en
considérantin = 53w etu, = 1sip & {2"/n € N}.

= Application possible : série de Riemann, série de Bertrand.

Siu, = 1/n%, 2" ugn = 22,:; = 27(1=2) doncy u,, converge si et seulement si
x>1

Siu, = 1/(n%.log(n)¥), le résultat ci-dessus donne la convergence de la série

> uy siz > 1, etla divergence si < 1; il reste le cas limitaw, = 1/(n.log(n)¥),
dans ce ca8".us» = 1/(n.In(2))Y, dont la série converge si et seulemenf si 1.

1.12.4 Exponentielle d’'un endomorphisme

Théoréme 54 Etant donnéf < L(F) (i.e. f un endomorphisme continu
de F), avec E un espace de Banach, on appe#&ponentielle de I'en-
domorphisme f et on noteexp(f) I'endomorphisme qui a associe

Soncomd oo f(x)

n fois

Bien entendu, la convergence est normale sur tout born& A, donc uniforme
sur tout borné.

Théoréme 55 (Dérivation de I'exponentielle)Soit £ un Banach et soif €
L(E), alors I'applicationt — exp(tf) est dérivable, de dérivéep(tf)o f =
foexp(tf).
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Démonstration : Il suffit de voir que I'on a convergence uniforme de la série déri-
vée, et d'appliquer le théoréme de dérivation sous le signe intégPale

Attention a ne pas généraliser en croyant g@¢ — ecxzp(f)) = (g —

exp(f)g), ce n'est pas vrai en général, et du ici au fait que 'hnomothétie commute
avec tout endomorphisme!

'- pour la pratique du calcul de I'exponentielle d’'un endomorphisme en di-
mension finie, voir la parti@?.

1.12.5 Transformation d’Abel

Théoréme 56 (Transformée d’Abel) Soit E un espace vectoriel normér,,)
une suite de réelgg,,) une suite de&. On noteE,, = >_;'_, ex. Alors pour
toutM < N

1

N _
Z Tpen = [TEH\V/[ — Z (re — re+1)Ex

n=M n=M

avec[rE|Y, = r(N)E(N)—r(M)E(M —1) par définition (attention au-11).

Démonstration :
N N
Z Tn€n = Z Tn(En - Enfl)
n=M n=M
N N-1
- Z rnEn - Z TnJrlEn
n=M k=M-1
N—-1
= [rE]}; — Z (rk = Tht1) B
n=M

D’ou le résultat ; soulignons I'analogie avec l'intégration par parties (théofé&ne

) les théoreme57 et 60.
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© Théoreme d’Abel

Théoréme 57 (Théoréme d’Abel)Soit (r,) une suite de réels tendant
en décroissanvers 0 (au moins au voisinage de l'infini), soft,,) le terme
général d’'une série dans un Banach dont les sommes partielles sont bornées,
alors la série de terme générél,,) avecu,, = r,.e,, converge, ie

o}

Z T'n.€, CONVErge

n=0

Démonstration : Application directe de la transformation d’Abet!

Un cas particulier classique est le egs= (—1)" :

Corollaire 58 (Série alternée) Siu,, = (—1)"¢, et sie,, décroit ver9), alors
la série de terme général, converge.

La preuve utilisant Abel est un peu forte pour ce résultat, qui s'obtient facile-
ment en considérant les suites, etUs, .1 ; elles sont clairement adjacentes. On voit
alors en outre que la limite' deU,, est toujours comprise entt&,, 1 etUs,.

© Théoréme de Dirichlet

Définition 59 On dit qu'une suitgz,,) est avariation bornée si la série de
terme généraly,,) est absolument convergente, aygc= z,+1 — =,

Grace au critere de Cauchy, on peut constater qu’'une suite a variation bornée est
convergente.

1%

Théoréme 60 (Théoréme de Dirichlet)Soite,, une suite a variation bornée
tendant ver$), et soit(v,,) une suite telle que la série de terme généra|) ait
ses sommes partielles bornées, alors la série de terme génératonverge,
avecu, = €,.v,.

Démonstration : Encore grace a la transformation d’Abel, avec un zeste de critere
de Cauchyd

Lhypothésee,, — 0 est nécéssaire; pour avoir un contre-exemple, considérer
€n =2+ n_12 etz, = (—1)".
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1.12.6 Produit de convolution de deux séries

el Pour commencer

Définition 61 On se donne deux sérigs u,, et>_ v,. Par définition, lepro-
duit de convolution de ces deux séries est la série de terme généraléfini

par
n
Wy, = Zuk~vn—k
k=0

Proposition 62 Si deux séries sont absolument convergentes, alors le produit
de leurs sommes est égal a la somme de leur produit de convolution (qui est
une série absolument convergente).

Démonstration : e On suppose tout d’abord les séries a termes positifs.
En notantlU,,, V,, et W,, les sommes partielles des séries de termes générgux
vn, Wy, ON cOnstate facilement que

(on peut voir ¢a facilement en cochant sur le plan quadrillé les coorddagdeselles
queu,.vp intervienne dans les différentes sommes ci-dessus, on obtient un carré et
deux triangles imbriqués les uns dans les autres :voir fije)

\N2n

/

UnVn

\
LW, \\\

FiG. 1.3 — Produit de convolution

e Le cas général est un peu plus prise de téte.

On reprend les mémes notations, et on ajoute les notdtips|V|,, et|W|,, pour
les sommes partielles des séries de termes généralixv,| et|w.,|.

La convergence absolue du produit de convolution découle trivialement du cas po-
sitif. La convergence d&,, vers(lim U, .lim V,,), elle, vient du fait que

‘U’VL"/TL - Wn| S |U|n-|V|n - ‘W|n
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[ Pour les pros : Cauchy-Mertens

On peut en fait affaiblir les hypothéses (le résultat étant a peine affaibli) :

Théoréme 63 (Cauchy-Mertens)On se donne deux séries de termes géné-
raux (u,,) et (v,), la série de terme générdk,,) étant supposé absolument
convergente, et la série de terme généraktant convergente. Alors le produit
de convolution de ces deux séries est convergent, et la somme du produit de
convolution est égale au produit des sommes de ces deux séries.

Démonstration : On utilise les notations usuelles pduy;, V,,, W, ; on introduit
aussi les quantités, V et W, égales respectivement a la somme dgsa la somme
deswv,, et ala somme des,,.

e On remplacey, parvy — V. En changeant cela on ne change pas la nature de la
série de terme général. La sommdJ n’est pas changée, et la somiieest diminuée
deV.U, etV est remplacé pdr; donc il n’y a pas de perte de généralité.

e On suppose donc qué = 0. Par un raisonnement analogue a celui illustré sur la
figure 1.3 on constate que

Wn = i uk.Vn,k
k=0

On se donné/ un majorant deV/,|.

On se donne alors> 0, et N tel que la somme dées;| pouri > N soit inférieure

ac.

On décompose alofid’,, en deux sommes :

N n
k=0 k=N+1

or:

- Eszo [ug V| < (N + 1).(mazpepo, ny|url|)-(mazrepo, | Va-kl)

et par ailleurs
S [ue Vool < M ST lu] < eM

d’ou

< (N + 1).(mazyepo,nluxl).(mazgepo,n [ Vi-k)| + €M
< e.M + e pourn assez grand

D’ou le résultatd
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Et si c’est le produit qui converge ?

On se donne deux série de terme généradtv,,, et on définitw,, le terme général
de la série produit de convolution de ces deux séries.

On suppose qug_ w,, converge. Alors les séries de termes généfauy et (v,,)
convergent. Ce résultat est cité dans|[ avec un embryon de démonstration (il s'agit
d’utiliser Césaro).

1.12.7 Transformation de Toeplitz

Définition 64 Etant donnée une familléc; ;)(; j)en> de coefficients com
plexes, on définit laransformation de Toeplitz associée a cette famill
comme étant I'application qui & une suite compléxg),,cn associe la suite
(T'un)nen définie parlu, =Y .2 ¢ni-u;.

On dit queT est réguliére si et seulement si pour toute suiteconvergente,
Tu,, est définie pour tout et la suite(Tu,,) converge vers la méme limite que

11

Il s’agit de convergence de suites et non de séries; seuls les term&s.ges
sont définis par des séries.

Proposition 65 La transformation de ToeplitZ associée &, ,, est réguliére
si et seulement si les trois conditions suivantes sont vérifiées :
e Pour toutj, ¢; ; — 0 commei tend verstoo.

® > 72 ci,j tend versl commei — oo

. Z}X’:O | ;| est défini pour tout et est borné par une constani¢ indépen-
dante de

Démonstration :
e Supposons que la transformatidrsoit réguliere.

- le premiere exprime simplement le fait qU& est réguliére appliqué a la suite
Up = 6n,j-

- Le seconde exprime simplement le fait qUE est réguliere appliqué a la suite
constante égale &

- Le troisiemes se montre facilement en utilisant le théoréme de Banach-Steinhaus.
On définit :
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o0
Ty(x) =Y cija;
j=0
définie pourz une suite convergentd; est bornée indépendammentide

ChaqueT; est une application linéaireontinuede I'espace de Banach des suites
convergentes d€ (pour la norme|.|| ) dansC.

Par le théoréeme de Banach-Steinhaus (théorgPheon peut donc trouveh/ tel
gue pour toute suite,

T5(x)| < M|z
On considére alors, pourdonné etn quelconque, la suite(") définie par :
T; = Ei,j/|ci’j| Slj <m etcm‘ #0
x; = 0 sinon

z(™) est convergente, de limitg bornée pat.

En calculan®;(z(™)), on constate que la somme des; (z)| est bornée pak!.
D’ou le pointe .

e |l reste a voir la réciproque, c'est a dire que I'on suppose les trois points réalisés,
et on cherche a montrer qdeest réguliére.

- On se donnéu,,) une suite convergente.

- Lasuited _ ; ¢; ju; est évidemment convergente eafu; = O(c;,;) avecy _; ¢;
absolument convergente. Dofi@,, est bien défini pour tout.

- Il reste & montrer que pour toute suite,) la suite de terme générdlu,, =
Y2 ¢n,ju; coOnverge vers la méme limite que,,)

- dans le cas général, on se ramene facilement au cas d’'une limité) nefigem-
plagantu,, de limitel parw,, — [ (rappelons que par hypothégej ¢i,; — 1 quand
1 — 00).

- On se donne donc une suite de limite nulle.

- On se donneV tel que|u,| < 47 pourn > N.

N 0o
\Tui| = E Ci,j-Usj + E Cj 5 Uj
Jj=0

j=N+1

-Le termeZ;-V:O ¢, j.u; tend vers) pours tendant vers-oo, puisque par hypothése
¢i,j — 0 pour toutj quandi — +oo.
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-Letermed 72 v, ¢ j.u; estborné pat, par définition deVf et N.

- On a donc bien le résultat souhaité.

Corollaire 66 Ce résultat montre facilement que la moyenne de Césarg est
une transformation de Toeplitz réguliére,; ,, = 1/(n + 1) sim < n et0
sinon.

. . N 1
Siu,, suite & v_aleurs complexes, converge Vemors T'u,, = 5 S o
converge aussi vells
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Chapitre 2

Développements limités -
comparaison de fonctions

2.1 Définitions de base

Définition 67 On se donne un point d’un espace topologiqu€, et on note
V'(A) 'ensemble des voisinages d@rivés deq, etU € V'(A).

Etant données deux applicatiofi®tg, f deU dans un espace vectoriel normé
etg deU dansR, on dit quef estdominéepar g, noté f = O(g), si il existe
une constantd/ telle que||f|| < M.|g| sur un certainV” € V'(A).

Etant données deux applicatiofi®tg, f deU dans un espace vectoriel normé
etg deU dansR, on dit quef estnégligeabledevanty, notéf = o(g), si pour
toute il existeV € V' tel que|| f|| < e.|g| sur un certainV € V'(A).

Etant données deux applicatiorit g deU dansR, on dit quef estéquiva-
lentea g eton notef ~ g si f — g = o(g).

Ces notions sont locales( f) est lié, implicitement, @& ; la notation, dépour-
vue de la mention de, est |égérement abusive car dépendant du contexte.

La notation est doublement abusivg = o(g) signifie en fait quef appartient
a I'ensemble des fonctions négligeables deyanil ne s’agit pas d'égalité mais d’ap-
partenance.
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Proposition 68 e f = o(1) si et seulement gi tend vers) ena.
e f = O(1) si et seulement i est bornée au voisinage de
e ~ est une relation d’équivalence.

e f admet une limite non nulle enet f = g implique queg admet la méme
limite ena.

e [ = o(g) équivaut a I'existence d& dans)’ et d’'une fonctior:t de V' dans
R tendant ver9$) ena telle que

Ve e VI[f(z)] < e(x).[g(z)]

e f ~ g équivaut a I'existence d¥ dans)”’ et d’'une fonctiore de V dansR
tendant vers) enaq telle que

Ve eV f(x) =(1+¢€(x)).g(x)

e f ~ gimplique quef etg ont méme signe au voisinage @e

e f ~ 0 implique quef est nulle au voisinage de( et pas seulement qu
ftend ver9!)

e En +co x — In(z?) est négligeable devant — z° qui est négligeable
devantz — e“* poura, b etc > 0.

Ces notations sont appelées notations de Landau.

) \oir par exemple??.

Définition 69 On dit quef deR dansC admet undéveloppement limitéen
a € R al'ordre n s'il existe une fonction polynéme deR dansC telle que
au voisinage de f(z) = P(z) + o((x — a)™).

D

Bien que peu utilisé dans la pratique, il existe une autre définition, plus générale,

utilisant les polyndmes a coefficients dans un espace vectoriel normé :

Définition 70 (Généralisation) On dit quef de R dans un espace vectori
norméFE admet urdéveloppement limité ena € R & I'ordre n s'il existe un
polynémeP a coefficients dang’ telle que au voisinage de f(x) = P(z) +

o((z —a)").

Je n’étudierai pas ce cas, pour lequel on se référera au fijvre [
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On définit parfois la notion de développement limité au sens fort :

Définition 71 On dit quef deR dans un espace vectoriel normg admet
un développement limité au sens forena € R a l'ordre n S'il existe un
polyndmeP a coefficients dang telle que au voisinage de f () = P(x) +
O((x — a)™*1).

Proposition 72 e S'il existe un polyndmé> a coefficients dan#’ telle que
au voisinage de, f(r) = P(z) + O((x — a)™*!), on peut toujours imposer
que P soit de degré< n. En effet il suffit de prendre le reste dans la division
euclidienne deP par (x — a)"*!; le quotient multiplié par(z — a)™ sera
un négligeable devantr — a)"*!. Ceci a pour conséquence I'unicité du
développement limité.

o Si f est continue en, alors elle admet un développement limitéatiordre
0.

e Si f est dérivable eru, alors elle admet un développement limité @n
d’'ordre 1.

e Si f admet un développement limité & I'ordien a, alors elle est continue
ena ou admet un prolongement par continuitéen

e Si f admet un développement limité a I'ordrena, alors elle est dérivable
ena ou est prolongeable en une fonction dérivablexen

e si f estn fois dérivable em, alors elle admet un développement limitéeen
d’ordre n (voir le théorémess).

Il Ny a pas de réciproque au dernier! Une fonction peut admettre un déve-
loppement limité d’ordrex sans étre dérivable plus d'une fois! On donnera un exemple
dans la partie.2
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2.2 Opérations sur les équivalents et les développements
limités

Proposition 73 On suppos¢, g, h etk > 0 au voisinage de ; = est un réel.
o f~geth~k= fh~gk

of~g=fr=g"

Par contre on n'a PAS la possibilité d’additionner des équivalents, méme posi-
tifs.

Exemples : (fonction admettant un développement limité a I'ordreans étre2
fois dérivable :

Considérons la fonctiorf :
t s t*.sin(1/t)
prolongée par continuité en(f(0) = 0).
On considére son développement limitélen

Il est clair quef(t) = O(t®) carsin est bornée.
Pourtant, en faisant le calcul, on constatera fjagest pas deux fois dérivable én

Proposition 74 (Unicité du développement limité )Si f admet un dévelopt
pement limité em a I'ordre n, ce développement limité est unique.

Démonstration : Ecrire la différence entre deux polyndmes de degecémme un
o((z — a)™) ; puis considérer le premier coefficient sur lequel ils différent.

NB : On peut définir les développements limités sur des intervallé®;d#ans ce
cas on note que le développement limitézeau enb pour un développement limité sur
]a, b[ est unique.

Proposition 75 (Troncature des développements limités Bi f(¢t) = P(t) +
o((t — a)™) alors a fortiori f(t) = P(t) + o((t — a)?) pourp < n.

Proposition 76 Si f(t) = P(t)(t — a)* + o((t — a)") aveck < n alors
g définie parg(t) = f(t)/(t — a)* est prolongeable par continuité enet
g(t) = P(t) + o((t — a)"~").
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Proposition 77 (Intégration d’un développement limité) Supposong déri-
vable au voisinage de, et

f'(t)=ao+ai(t—a)+ax(t—a)®+.. +an(t—a)"+o((t—a)")

Alors

F@)+ag(t—a)+ 2 (t—a)?+ 2 (t—a)* +.. A~ (t—a)" +o((t—a)" )

Démonstration : On suppose donc
f(t) = P(t) +e(t)(t —a)"

On se raméne par translatiom & 0 et on écrit

f@®) = f(0)+ P(u)du+/ e(u)du
0 0

/Ot e(u)du

t
< supueio.qle(u)] / ™
0

‘f(t) 10 - [ Pl

0

D’ou le résultat]

On a un résultat similaire avec des développements limités au sens fort.

Proposition 78 (Intégration d'un développement limité au sens fort)
Supposong dérivable au voisinage dg et

fft)=ao+ai(t—a)+ax(t—a)*+..+a,(t—a)"+O((t—a)")

Alors

(t=a)" " +0((t—a)"*?)

_ ﬂ )2 a_ _\3 Qp
f(to)+ao(t—a)+ 5 (t—a)*+ 3 (t—a) AR e

Démonstration : Tout a fait similaire a la preuve précédente.

On NE PEUT PASdans le cas général, dériver terme a terme un développe-
ment limité ! Toutefois, c’est possible pour une fonction de clds¥epar exemple.
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Par simplicité, on va maintenant supposer gue 0. On en déduit bien évidem-
ment le cas général.

Définition 79 On définit la relation suivante sur I'ensemble des fonctipns
continues el :
f="gsif—g=o(z")

On dit quef esttangentea g a I'ordre n.

Proposition 80 e Tout d’abord une évidence :
="y

si et seulement si
lim =" (£(t) = g(t)) = 0

e f="geth="Fkimpliquentf + h=" g+ k

o f =" geth =" kimpliquentf.h =" g.k

o f="getf(0)#O0impliquel/f="1/g

o f =" g etP polyndbme impliqgué® o f =™ Pog

o f =" geth(xz) = O(zP) impliquentf o h =" go h

Démonstration : Seuls les trois derniers points méritent notre attention, les autres
étant clairs.

e Supposons dong =" g et f(0) # 0.

_ 9(@) — f(z)
2~ "(1/f(x) —1/g(x)) = t2
(1/f(z) = 1/g(z)) o F@)g(@)
Or f et g ont une limite non nulle en. Donc% tend vers) en0; d'oul le

résultat.

e || est suffisant de le montrer avétun monéme ; et ce résultat découle de

p—1

(@) = g (x) = (f(z) = g(@)) Y fla) gz~

k=0

(le terme erd étant borné)
e On procede comme suit :
- Ecrivonsf(x) — g(z) = e(z)a™, avece(z) — 0 quandz — 0
- Ecrivonsh(z) = M (x)xP, avecM bornée au voisinage de

- Alors f o h(z) — go h(z) = (M (z)2zP) M (z)"x™P
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Le résultat est alors acquis; on note l'efficacité de la méthode consistant a écrire
explicitement les(.) avec des(.) etdesM (.). O

Ces résultats vont permettre de combiner des développements limités de la maniére
expliquée ci-dessous.

Proposition 81 (Somme, produit, quotient, composéBoientf et g admet-
tant des développements limitéstea I'ordre n.

Alors f + g et fg admettent des développements limité$) énl’ordre n, et
f/g aussi sig(0) # 0.

e Le développement limité gé+ g est la somme des développements limjtés
def etg.

e Le développement limité dfy est le produit des développements limités|de
f etg (on peut tronquer les termes d’ordre n).

e Le développement limité du compasé f, si f(0) = 0, si f =™ P etsi
g =" Q, estQ o P, valable a I'ordren (on peut tronquer les termes d’ordre
Supérieur an).

e Le développement limité ¢ g est égal au développement limité du quotient
des développements limités flet g.

Démonstration : e Le cas de I'addition, du produit découlent immédiatement des
résultats précédents.

e En reprenant les notations de I'énoncé, on écrit

go f(x) = Q(f(z)) + e(f (@) f(x)"

On sait ensuite qué(f(x)) est équivalent & (P(z)) a I'ordren (résultat de la pro-
position précédente). Et on sait gfier)™ est équivalent & (x)" a I'ordren, toujours
par la proposition précédente. D’ou le résultat.

e Pour le quatient, il suffit, en vertu du résultat sur le produit, d’étudier le dévelop-
pement limité de l'inverse d’une fonctigndonnée.

Or si P est le développement limité dea 'ordren, alors1/g =" 1/P (résultat
prouvé un peu plus haut).

Il suffit donc de calculer le développement limité de l'inverse. D'ou le résultat (on
verra un peu plus loin comment déterminer le développement limité en question).

Proposition 82 Les résultats précédents restent vrais si I'on travaille avec des
développements limités au sens fort.

Démonstration : Les preuves sont les mémes a peu de chosespres.
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Dans la pratique du calcul des développements limités , bien penser a ne PAS
calculer les termes de degré trop élevés, qui devront de toute fagon étre oubliés.

Proposition 83 Le développement limité du quotient &epar () est donné
par la division suivant les puissances croissantes (voir théor&he
C’est-a-dire :

AvecQ(0) # 0, P/Q est équivalentef & T, avec

P=TQ+X""'R

Démonstration : Le résultat découle immédiatement de la formille= T'Q +
Xn*IR, en calculant{ —"~1.(P/Q — T).0

2.3 Développements asymptotiques

La plupart des résultats de cette partie étant relativement faciles & établir & partir des
résultats précédents ou par des méthodes similaires, les théorémes seront généralement
€énonceés sans preuve.

Les développements limités sont limités au cas de fonctions admettant une limite
ena ; on aimerait pouvoir manier des fonctions tendant vers I'infini, en les approchant
par des fractions rationnelles au lieu de les approcher par des polyndmes, par exemple.

Pour cela on étend les notatiomD et~ a des fonctions non nécéssairement défi-
nies continues ea, eta peut désormais étreoco ou —oo.

On dira quef = O(yg), si f est inférieure en module @g pour C une certaine
constante et sur un certain voisinageade

On dira quef = o(g) si pour toute positif, f est inférieure en moduleay sur un
certain voisinagéd’, (dépendant de bien sir) dex.

Ondiraquef ~ gsif —g=o(f).

De nombreuses propriétés restent valables ou s’étendent :

o f~geth ~kimpliquentfh ~ gk

e f ~ getl/f non nul au voisinage impliqueny f ~ 1/g

e si h(b) = a et sih est continue eh, alorsf ~ g implique f o h ~ g o h.
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Définition 84 On appelleéchelle de comparaison au voisinage de* une
famille d’applications définies au voisinage @denon équivalentes @, et tota-
lement ordonné par= o(.).

2Qui peut étre fini ou non!

Exemples : e Les mondmes:* pourk € Z constituent une échelle de comparai-
son au voisinage de l'infini.

e Les monémes* pourk € Z constituent une échelle de comparaison au voisinage
de zéro.
Mais on peut faire plus fin :

e Les monbmeg:” pourr € R constituent une échelle de comparaison au voisi-
nage de I'infini.

e Les monbmes” pourk € R constituent une échelle de comparaison au voisi-
nage de zéro.

e Lesz — 2%In(x)? constituent une échelle de comparaison (ordonnée par I'ordre
lexicographique sufa, 3)) au voisinage de-co

e Lesz — 2%In(2®) ne constituent PAS une échelle de comparaison, car par
exempleln(z?) (= 2in(z)!) etin(x) ne sont pas ordonnée paus of.)!

e Lesz — z%e”P(@) pour P € R[X] constituent une échelle de comparaison, or-
donnée par I'ordre lexicographique sur les coefficient®gmar ordre décroissant puis
le coefficienta (attention, il s’agit d'un ordre lexicographique sur des suites pouvant
avoir un nombre de termes arbitrairement grand...) au voisinagexde

e Aveclin,(z) = [nolnolno..oln(z), lesz — xaﬂlelnfi (x)* forment une

n fois
échelle de comparaison au voisinagetae.

« Toujours au voisinage deco, la famille desr’_, In?" (z)x*mf_ et forme
aussi une échelle de comparaison. L'exponentielle 'emporte sur les puissances qui
'emportent sur les logarithmes.

1poura dansR, n dansN et lesg; dansR
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Définition 85 On se donnef une application d’'une partieX de R dansRR,
eta appartenant a I'adhérence d& dansR, et on se donné une échelle de
comparaison au voisinage de

On dit quef admet un développement asymptotique pour I'écléelida pré-
cision ¢ avece un élément d&€ s'il existe une famille de réels presque tous
nuls* (Ay)yee tels que

fl@) =" Ap(z) +o(9)

Ppesl

aC'est a dire que seul un nombre fini de ces réels sont non nuls.

2.4 Zoologie des comparaisons de séries, de fonctions

2.4.1 Equivalent de la suite des sommes partiellé§, = >, u;

Citons un résultat facile :

Théoréme 86 Etant donnée une suite réelfa,,).,.cn, on définit la suite des
sommes partielles associég, = > ;_,ux; lorsque (U,) est une suite
convergente, on définit aussi la sombie= lim,, ., U,, €t le resteR,, =
> reni1 Uk = U — U,. On définit de méme, avée,) une suite réelle, |a
sérieV,, = > 1_ vk, etsiV, -V, R, =V —V,. Alors:

Hypotheses Conclusions
u, > 0 pourn > ng | V,, converge
Uy ~ Uy, R, ~ R},
U, converge
U > 0,uy, >0
Up = o(uy) U, diverge
V,, diverge U, ~V,
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2.4.2 EquivalentdeF(z) = [ f(t)

Théoreme 87 On se donne désormais deux fonctighset g définies sur
Ja, +oo[ intégrables suta, [ pour toutz > a.

| ON SUPPOSE QUHE EST POSITIVE su, co| avech > a ]

On définit F'(x f f(t)dt et G(z) = [7g(t)dt. Si F a une limite en
+oo on deﬁmtRf f f(t)dt, et siG a une limite ent-oo on définit
Y
AIors onales résultats suivant au voisinagefde :
) g=0(f)= G =o(F)
[ ft)dt = 00 g=0(f) = G=0(F)
g~ f=F~G
[7°g(t)dt < +o0
= = a
9=olf) [ Ry = o(Ry)
. B g(t)dt < 400
JEf0)dt < 400 {7 olf) = R, = O(Ry)
L g(t)dt < 400
g=[f= Ry =~ Ry)
g>0 sur]c, oo[ avece > a

Démonstration : Certaines preuves se trouvent un peu plus haut; les autres sont
facilesD

2.4.3 Comparaison séries-intégrales, ca[jé convergent

Théoréme 88 On se donne une fonctighstrictement positivet de class€'*
au voisinage de-oo.

On considere d’'une part la sér@ f(n), et d’autre part I'intégralef(’O I

On définitS,, = > f(4) = [ f(t)dt (aveca suffisamment grand).
SoitK(r) = =, prolonge par continuité ef par K(0) = 1.

Si la somme converge, on défifit, = Zl‘”ml f(i).

Si l'intégrale converge, on définR ¢ (z f f(t)dt (pour z assez grand).
On suppose:- = r + o(1) alors

I'intégrale converge<=- la série converge, on a alo®,, ~ K (r)F(n).
l'intégrale diverge <= la série diverge, on a alor§,, ~ K (r)F(n).

\oir le théorémel8 pour plus d’informations sur le cas= 0.
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Démonstration :  On définitg(t) = e " f(¢).

Alorsona = o(1).

Donc on peut trouver un certaintel que sufjn, oo| \%\ < ¢. Donc pourz appar-
tenant §n — 1, n| et pourz > 7,

g(n)
et donc (@) (n)
z cot I\ e
TORMRER
(e —=1) f(n) < f(z) — f(n) < (e =1) f(n)
Alors

n

/ﬂ: ft)dt = /n: et (f(t) — f(n))dt+/ et F(n)dt

n—1

Sir = 0 l'intégrale tout & droite est simplemefitn), et le résultat en découle ; si
r # 0, on réécrit cette expression sous la forme

< (e — 1)g(n) = (¢ — 1)f(n)

| sa - k)50

Et on a le résultat souhaité.

2.5 Zoologie des développements limités

C’est en développant qu’on devient un bon développeur... On trouve la liste des
résultats classiques dans le formul&fe

Le développement asymptotique:dé est:

€Tz

=1+M+%(1n(m))2+0<%>

On trouvera de nombreux exemples (méthode de Laplace, méthode du col...) dans
le livre "Calcul infinitésimal”, de Dieudonné.
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Chapitre 3

Interversions

La hantise classique du mathématicien est de justifier les permutations entre sommes,
intégrales, limites, dérivation. L'objectif de cette partie est de fournir tous les outils
pour affronter cette tache...

3.1 Interversion de limites et de dérivation

Pour cela, on consultera la paftiz

3.2 Interversion de limites et de limites

Il s’agit bien sar d’intervertir une limite au sens d’'un espace de fonctions avec une
limite au sens de I'espace sur lequel sont définies ces fonctions... Formellement ¢ca
donne ¢a:

Théoréme 89 Soit X un espace topologiquel une partie deX, a un point
de I'adhérence del.

Soit (F, d) un espace métrique, et enfin s@jt une suite d'applications del
dansF, et f une application ded de .

Supposons que :

o limy_qfn(z) =ey

e f,, converge uniformémentersf sur A
e I, est COMPLET

Alors il existe un certair limite dee,, etlim, .. f(z) = e
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Démonstration :

e On considérgl"}l la fonction égale &, sur A et prolongée par continuité enen
posantf,,(a) = e, ; f, estdonc continue en

e On se donne > 0.

e La convergence def, étant uniforme, on peut trouvé¥ tel que
n,m > N = Va,d(fn(x), fm(x)) <€
¢ On passe a la limite pour — a et on obtient
n,m >N = d(en,en) <€

(ceci implique que la suitée,,) est de Cauchy, donc par complétudefdgu’elle
a une certaine limite)

e La convergence dg, est donc uniforme (par le critére de Cauchy pour la norme
uniforme) (voir??)

e Les f,, étant continues ea, leur limite (uniforme) est donc continue er(voir
proposition??) ; d'ou le résultatd

Corollaire 90 Soit f,, des fonctions continues admettant une limiteen
a € A, avaleurs dang’ espace de Banach, telles que la série flesonverge
normalement (pour la norme infinig|| ) versf.

Alors la série de terme généra), converge vers un certain et f tend verse
ena.

Démonstration : C’est exactement la méme propriété, dans le cas des séries...

3.3 Interversion d’'une limite et d’une intégrale

Définition 91 (Application réglée) Une application déR dans un espace to
pologique est diteégléesi et seulement si elle admet une limite & droite et une
limite & gauche en tout point.

On ne demande pas du tout que la limite a droite soit égale a la limite a gauche,
ni qu’aucune de ces deux limites soit égale a la valeur de I'application en ce point.

‘- Les applications réglées ont été définies en pdrtsur I'intégrale de
Riemann) comme les éléments de I'adhérence de I'ensemble des fonction en escalier
(adhérence pour la normje|| ). Ces deux définitions sont équivalentes pour peu que

55



X soit métrique.

Théoréme 92 On se donn&” un espace de Banach , £t une suite d’appli-
cations réglées du segment b] deR dansE convergeant uniformément vers
f.
Alors f est réglée e]f[a p f = lim f[a ) fn-

Démonstration : Le fait quef soit réglée est un corollaire immédiat du théoréme
89 (interversion des limites de suites et de fonctions sous certaines hypothéses).
Pour conclure il suffit d'observer quef|, ,; f — [i, 4 fal < Jiuy!f = fal <

(b—a)llf = fullD

Corollaire 93 Si} f,, converge normalement (pour la norrgl ), de[a, b]
segment d&® dans un espace de Banadh, et si lesf,, sont réglées, alors Ia
somme deg,, est une fonctiory réglée, d’'intégrale la somme des intégrales
desf,.

Démonstration : C’est exactement la méme propriété, dans le cas des &gries.
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Chapitre 4

Séries entieres

4.1 Définitions

Définition 94 On appellesérie entiereune série de fonctions de terme général
z +— (ay,).2", avec la suitga,,) une suite de nombres complexes. On la note
Do n2"

La suite(a, )nen €St appelésuite des coefficients de la série entiére

On appelledomaine de convergencd’une série entiere I'ensemble desels
que la sommé_ a,,.z" est bien définie.

4.2 Lindispensable : le lemme d’Abel

Le lemme d’Abel doit étre présent en mémoire en toute circonstance et doit pou-
voir étre exhibé sans la moindre hésitation si un jour quelqu’un vous aborde, pointe un
révolver sur vous et vous dit "Le lemme d’Abel ou la vie !".

Lemme 95 (Lemme d’Abel) Soit = un nombre complexe tel que la suite
an.z"™ soit bornée Alors pour toutz’ tel que|z’| < |z, la série_ a,.2"
est absolument convergente

3
2|

Démonstration : |a,.z""| = |an.2"|.|2"/2]" < M( Ly, et% < 1... Lerésultat

en découlel

Maintenant que me voila rassuré quant a votre avenir au cas ou vous fassiez agres-
ser par un mathématicien amateur désireux (a juste titre) d’apprendre ce résultat fon-
damental, le lemme d’Abel permet d’introduire une notion fondamentale en matiére de
séries entieres : le rayon de convergence.
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Définition 96 Le rayon de convergencede la série entiere)_ a,,.2" est le
sup des réels > 0 tel quea,,.z" soit bornée. Le rayon de convergence peut
éventuellement étre infini.

Théoreme 97 (conséquence du lemme d’Abel§i la séried " a,,.z™ est de
rayon de convergench, alors :

e pour toutz de module< R la série de terme générdl” a,,.2™ est absolu-
ment convergente.

e pour toutz de module> R la série de terme générdl a,.z" diverge, et en
fait la suitea,,.2™ n’est pas méme bornée.

Démonstration : Il suffit de regarder le lemme d’Abel dans le blanc des y@ux.

Le disque ouvert de centfeet de rayonR s'appelle ledisque de convergence
LorsqueR = +o0, on appelleC tout entier ledisque de convergence

Le théoréme que I'on vient de voir permet donc de classer les nombres complexes
en deux catégories, I'une ol la somme est convergente, avec plein de belles propriétés
que I'on va voir, et un ensemble ou il n'y a pas convergente ; toutefois, il reste une zone
limite, sur laquelle nous n’avons pas de résultat, et sur laquelle nous en auront bien
peu; le cercle de rayon le rayon de convergence, lorsque celui-ci est fini.

4.3 Alintérieur du disque de convergence

Ah, joie du matheux : on va avoir des choses faciles et élégantes a dire.

Théoréme 98 (Fondamental)Si > a,,.2™ a pour rayon de convergende la
série de terme générdl a,,.2™ converge normalement, donc uniformément,
sur tout compactontenu dans le disque de cenfret de rayonR.

Démonstration : Soit X un tel compact, qu’'on va supposer non vide. Alarest
nécéssairement inclus dans un disque fermé de rayfiérieur &R (en cas contraire
considérer une suite,, dansk tels queR — |z, | < 1/n, et considérer sa limite, qui
doit appartenir & - tout compact étant fermé).

|a,.2™| est donc majoré pad,.r™, lequel est absolument convergent. D’ou la
convergence normale.
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Ce théoréme va nous permettre de déduire pas mal de petites choses fondamen-
tales :

e La somme d'une série entiére est continue sur le disque ouvert de convergence
(preuve facile : la limite uniforme d’une suite de fonctions continues est continue, donc
pour prouver la continuité enon considere un compact contenardt inclus dans le
disque de convergence; il y a convergence normale, donc uniforme, sur ce compact)

Méme s’il y a convergence sur un disqug FERME on ne peut pas en déduire
gue la somme est continue sur le disque FERME!!

e la sommejf de la série entiéré a,.z" admet pour développement limité a
Pordre n en0 f(z) = 34, ak 2% + o(z") (en fait, plus précisémenO(;”“))
(preuve en écrivanf(z) — >, _, ak .z, et en factorisant pag™*! ; le quotient est
une série entiére convergente, donc continu@)en

e la sommef de la série entiér® a,,.z" peut s’approximer uniformément par une
suite de polyndme sur le disque fermé de cefite¢ de rayon- pour toutr STRIC-

TEMENT inférieur au rayon de Convergem@ ATTENTION il ne s’agit pas d’'un
corollaire du théoreme de Weierstrass d’approximation de fonctions continues unifor-
mément par des polynémes car ici les fonctions von€d#ansC! (la preuve est en

fait claire par les résultats précédents ; un disque fermé est compact, donc on applique
le dernier théoréme).

On a un résultat parfois utile a souligner aussi :

Théoréme 99 Soit f la somme d’une série entiére de rayon de convergence
R. Alors f admet un prolongement continu sur le disque FERME de rayd
si et seulement g est limite uniforme de polynémes sur le disque ouvert.

=]

Démonstration : Il est clair que sif est limite uniforme d’'une suite de polynémes
sur le disque ouvert, alors
Réciproquement, supposofiprolongée par continuité sur le disque fermé.
e Soite > 0.
e f est uniformément continue sur ce disque, par le théof&ne

e On peut donc déterminer > 0 tel que|z — 2| < R.a = |f(2) — f(2)| <.

e On peut développer en série entiére- f(lja) sur le disque ouvert de rayon

R.(1 4+ «). On peut donc approximer cette fonction sur le disque fermé de r&yon

e Soit donc un polyndmeé tel que|P(z) — f(1F;)| < € pour toutz de module
<R.

59



e On constate alors queet z/(1 + «) sont a une distance R.o ; donc par défi-

nition dea trois lignes plus haut, on peut écrire qyéz) — f(5;)| <.

e On a donc bien approximgpar P a2e pres sur le disque fernig.

Bien noter que I'on a écrit qu¢ était limite uniforme d'une suite de poly-
némes, mais pas que cette suite de polyndmes était la s&fig a,,.z™ ! Il se peut
gue ce ne soit pas le cas...

4.4 A lalimite du disque de convergence

On va juste présenter quelques cas, pour montrer que tout est possible ; soit conver-
gence sur tout le cercle limite, soit divergence sur tout le cercle limite, soit tant6t
convergence tant6t divergence...

e > 2" /n a clairement pour rayon de convergeric&n 1, il est clair que la série
diverge. Pour: de modulel et différent del, alors la somme des* entre0 etn est

bornée (¢a fait=="-).

e ) 2™ aclairement pour rayon de convergencé&t il est non moins clair que sur
tout le cercle de rayoh la somme diverge.

e > 2"/n? a toujours aussi clairement un rayon de convergene il est non
moins clair que sur tout le cercle de raybta somme converge.

4.5 Comment déterminer un rayon de convergence ?

45.1 Formule dHadamard

Théoréme 100 (Formule d’Hadamard) On se donné _ a,,.z™ une série en-
tiere. Soit L = limsup|a,|'/™, alors R = 1/L (avec1/0 = +oo et
1/ 4 o0 = 0).

Démonstration :
e Cas0 < L < 400 :soit R = 1/L, montrons que? est rayon de convergence.

-Si|z] < R, an.z™ = O((L.|z])™), or L.|z| est plus petit qué ; donc notre série
est unO() d’'une série absolument convergente, donc elle converge absolument.

- Si|z| > R, a,.2™ ne tend pas verd, car sonimsup ne tend pas vers
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e Les autres cas se déduisent facilement de celuizti...

Théoreme 101 (Régle de D’Alembert)On se donné_ a,,.z™ une série en-
tiére. On suppose que les, sont non nuls, au moins a partir d'un certa
rang, et on suppose que,1/a, tend versL. AlorsR = 1/L.

>

Démonstration :
Ce théoréme est une conséquence immédiate du critére de D’Alepitaans le
détermination de la convergence de séries.

4.6 Dérivation des séries entieres

Définition 102 On se donng ., a,.2" une série entiere ; on appelkerie
L, ., s , . N |
dérivée d'ordre p la série}, -, ("n%”)anﬂ.z".

On appellesérie dérivée(tout court!) d'une série entiére la série dérivée
d’ordre 1.

Theoreme 103La série deérivée) -, Manﬂ;.z” de la série>_ a,,.2"

n!

une série entiere de rayon de convergeiita le méme rayon de convergence
R.

Démonstration :
e On procéde par récurrence, la série dérivée d’'gpdrant la dérivée d’ordréde
la dérivée d’ordre — 1; il suffit de montrer le résultat poyr= 1.
e On suppose done = 1.
e La série dérivée est donc une série de terme géféral).a,.z". Donc en va-
leur absolue poun > z, le terme général est supérieur en module a celui de la série
> an.z,. DONC le rayon de convergence est inférieur ou égal a

e Montrons maintenant qu'il est supérieur ou égdt.aOn se donne de module
< R,etunréelr < Rtelque|z| <r < R.

o (4 Dansil =™ < (B + 1)/2) Jan L™+
e Le terme ci-dessus est plus petit dug,|.|r|"*! pourn assez grandl

Un corollaire immeédiat :
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Corollaire 104 Si f est une somme de série entiére, algf®) (0) est égal &
nl.a, avecf = > an.zp.

4.7 Produit de séries entieres

Définition 105 Etant donnée deux series entiedes,. anz" €ty -, bnz",
on définit lasérie entiére produit par ano Cn2™, avece, = Y p_ o axbn_,
et laséries entiere sommear ) ., d,z" avecd,, = a,, + by,.

Il est bien évident que le rayon de convergence de la série entiere somme de deux
séries entiéres est au moinsikén R des deux rayons de convergence, et que la fonc-
tion somme est dans le disqi0, R) la somme des deux fonctions sommes des deux
autres séries.

En appliquant les résultats de la pattié2.6on montre facilement que deux séries
entieresy _ a,2" et>_ b, z, de rayon de convergence R on un produit convergeant
sur le disqueD(0, R) (R toujours lemin des deux rayons de convergence) et que la
série produit suD (0, R) a une somme égale au produit des deux fonctions sommes
obtenues pour les deux séries entiéres.

4.8 Deéveloppement en série entiere

Définition 106 (Développement en série entiérePn supposek = R ou
K =C.

Une applicationf d’'un ouvertU deK dansK est ditedéveloppable en série
entiére au voisinage de: € U s'il existe} a,.z, de rayon de convergende
r > 0telle queD(a,r) C U etVz € D(a,r)onait f(z) = > an.(z — a)™

f estditeanalytique surV C U avecV un ouvert déK si elle est développabl
en série entiére au voisinage de chaque poinvde

11%)
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Théoreme 107 Soit} _ a,.2™ une série entiere de rayon de convergeRcéa
sommef de cette série entiére est analytique sur son disque ouvert de canver-
gence.
Le développement en série entierefdena est donné sur le disque centré sur
a et de rayonR — |a| par

() (g
o= W gy

n

Démonstration :

FP(2) = Z (n +p)!an+,,z"

n!
n

et donc ( )
n—+p)! n
1P (2)] < ZT|an+p|Z

Pourz < r < R, on peut donc écrire

(n)(z) |
AT TP o s R PR T T

n! n!pl
I

Montrons que la série de droite converge ; pour cela on limite la sommeta
inférieurs aNV et on fera tendre ensuif€ vers+oco

S O laniplz P (r —|2)"

0<n,p<N

<D lanl (Y CRlefP(r = |2)" )

p=0

< Z |an|r™ < oo
n

La série étant absolument convergente, on peut permuter les termes comme on le

souhaite, et donc
Z f (Z) (Z/ _ Z)n

n!

= Z CF  panip?’ (2 — 2)"

n,p>0

= Z an(i CP2P (2 —2)")
n p=0
= Z anz"
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D’ou le résultatd

Corollaire 108 L'ensemble des points d'analycité d'une application est pu-
vert.

Démonstration : Evident au vu du résultat ci-dessus.

4.9 Zoologie des séries entieres

4.9.1 Lexponentielle complexe

Définition 109 On appelleexponentiellel’application qui &z € C associe
!

> men ar- Onlanoter — e oux — exp(r).

NB : Il est a noter que cette série entiére est bien définie partout, par le critere de
D’'Alembert. La convergence de la série est donc uniforme sur tout compaatp et
est donc holomorphe et enti€rela dérivation terme a terme, Iégitimée par la conver-
gence uniforme des dérivées (voir théoré?@g montre que la dérivée dap estexp.

D’autres propriétés de I'exponentielle sont fondamentales; on les trouvera dans le
formulaire, avec les schémas de preuve, en pattie

1Une fonction entiére est une fonction holomorphe sur tout le plan.
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4.10 Séries formelles et série génératrice

Définition 110 Etant donnéA un anneau, on notel[[X]] et on appelleen-
semble des séries formelles sud I'ensemble des suites a valeurs dafis
Une telle suitga,, ) nen Sera notée

ZanX"

neN

On dit parfois aussi qué _ a,, X™ est lasérie génératriceassociée a la suite

(an)nGN-
On munitA[[X]] d’'une structure d’anneau en définissant un produit et une
somme par

O anX™) + O baX™) = (D (an +ba)X™)

n=0 n=0 n=0

O anX™) x O b X") =D (akbp—k) X"
n=0

n=0 n=0 k=0

Etant donnéd’ une variable aléatoire a valeurs daii§ on appelle aussiérie
génératriceassociée & la séried . P(V =n)X".

) On trouvera une application des séries génératrices aux probabilités dans la
partie??. Le livre [10] donne aussi une application aux nombres de Catalan (ie c’est
un dénombrement basé sur un produit de séries formelles). La propd&itiest un
autre exemple.
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