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III.4 Théor̀emedesrésidus . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
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Œuvresgénéralessur l’analyse complexeet lessériesde Fourier

Il y a un grandassortimentde livresqui introduisentle sujetd’analysecomplexe (voir le rayon
30 à la bibliothèquedela sectiondemath́ematiqueset aussile rayon27 pourdestraitésgéńeraux
d’analyse). Des livressur l’analysede Fourier se trouvent au rayon42. En voici quelquesex-
emples. Les numérosentrechrochets(p. ex. [MA 30/213])vouspermettentde trouver le livre
facilement̀a la bibliothèque.

L.V. Ahlfors (1979):Complex Analysis.McGraw-Hill. [MA 30/62]

T. Apostol(1957):MathematicalAnalysis.Addison-Wesley. [MA 27/51]

H. Behnke & F. Sommer(1962): Theorieder analytischen Funktioneneiner komplexen Veränderlichen.
Springer-Verlag.[MA 30/91]

J.C.Burkill & H. Burkill (1970):A SecondCoursein MathematicalAnalysis.CambridgeUniversityPress.
[MA 27/152]

H. Cartan(1961):Théorie élémentaire desfonctionsanalytiquesd’une ou plusieurs variablescomplexes.
Hermann.[MA 30/101]

J.Conway (1973):Functionsof onecomplex variable. Springer. [MA 30/152]

H. Dym & H.P. McKeen(1972):Fourier SeriesandIntegrals.AcademicPress.[MA 42/62]

W. Fulks(1993):Complex Variables.M. Dekker. [MA 30/268]

T.W. Gamelin(2001):Complex Analysis.Springer. [MA 30/300]

R. Godement(1998):Analysemath́ematiqueII et III. Springer. [MA 27/274]

P. Henrici (1974):AppliedandComputationalComplex Analysis.JohnWiley & Sons.[MA 30/166]

A. Hurwitz & R. Courant(1964):Funktionentheorie. Springer-Verlag.[MA 30/100]

E. Neuenschwander(1996):RiemannsEinführung in die Funktionentheorie. Göttingen;coursdonńe par
Riemanǹa l’Uni versit́e deGöttingen1855–1861.

R. Remmert(1991):Theoryof Complex Functions.Springer. [MA 30/213]

M. Rudin(1978):Analyseréelleet complexe. Masson.[MA 27/95]

G.P. Tolstov (1962):Fourier Series.Dover. [MA 42/115]

J.S.Walker (1988):Fourier Analysis.OxfordUniversityPress.[MA 42/110]

Avant-propos

Cepolycopíe contientla matìeredu cours“AnalyseII (analysecomplexe)” enseigńe pendantles
anńees1999- 2002parGerhardWanneret pendantl’annéeacad́emique2005/06parErnstHairer
à la Sectiondemath́ematiquesdel’Uni versit́edeGeǹeve. Lesportraitsdela page1 ont ét́ecopíes
surl’adresseInternethttp://www-groups.dcs.st-and.ac.uk/� history/Mathematicians/.

En celieu, nousaimerionsremercierAssyrAbdulle, St́ephaneCirilli, GhislainJaudon,Gilles
Vilmart etdesnombreuxassistantsetétudiantssoitpourleuraidedansla préparationdesexercices
soit pourla correctiondeserreurs(typographiquesetmath́ematiques).
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TABLE DE MATIÈRE 1

Analysecomplexe
“COMPLEXE adj. (lat. complexus, qui contient). Qui contientplusieursélémentsdifférents
et combińesd’unemanìerequi n’estpasimmédiatementclairepour l’esprit, qui estdifficile à
analyser.” (PetitLarousseillustré 1983)

L’analysecomplexemoderneaét́edevélopṕeeau19èmesièclepartroismath́ematicienscélèbres:

� A.L. Cauchy (1789–1857)consid̀eredesfonctionsdifférentiablesdans
��

(fonctionsholo-
morphes).Sathéorieestbaśeesurunerepŕesentationintégraledetellesfonctions(formule
deCauchy)et surlesrésidus.

� B. Riemann (1826–1866)publie sa thèse“Grundlagenfür eine allgemeineTheorieder
Functioneneinerver̈anderlichencomplexenGrösse”en1851. Pourlui, la conceptiongéo-
métriqueoccupeuneplaceprépond́erante.

� K. Weierstrass(1815–1897)appuiesa théorie sur les fonctionsdéveloppablesen séries
entìeres(fonctionsanalytiques),il enrésulteuneapprochealgébriquedel’analysecomplexe.

Aujourd’hui, lestrois approchessontconfondueset inséparables.De cettemanìereil estpossible
desimplifier la théorieet detrouverdesrésultatsimportants.

“La théoriedeCauchycontenaitengermeà la fois la conceptiongéoḿetriquedeRiemannet la
conceptionarithḿetiquedeWeierstraß,����� la méthodedeRiemannestavanttoutuneméthode
dedécouverte,celledeWeierstraßestavanttout uneméthodededémonstration.”

(H. Poincaŕe 1898,ActaMath. 22, p.6–7)

Danscecoursnousabordonsla théoriedu calculdifférentieldans
��

(chapitreI) et desfonctions
holomorphesselonRiemann.Noussuivonsensuitele cheminementde Cauchy(intégralescom-
plexes,formuledeCauchy)dansle chapitreII et nousdémontronsquetoutefonctionholomorphe
estanalytique(poss̀edeun développementen série entìere). Nous traitonsles singularit́eset le
calculderésidusdansle chapitreIII.

Cauchy Riemann Weierstrass



Chapitr e I

Diff érentiabilit é dans

L’objet del’analysecomplexeestl’ étudedefonctions
��
	 ��

. Nousrappelonslesrèglesdecalcul
avec lesnombrescomplexeset nousdiscutonsla différentiabilit́e dans

��
(qui estdifférentede la

différentiabilit́e dans � �� ). Les fonctionsholomorphes(c.-à-d.,différentiabledans
��
) poss̀edent

despropríet́essurprenantesquiserontanalyśeesparlasuite.Nousterminonscechapitreparl’ étude
dessériesentìeres(fonctionsanalytiques).

I.1 Lesnombrescomplexeset le plan complexe

Lesnombrescomplexesont leur originedansl’impossibilitéderésoudrecertaineśequationsqua-
dratiques(Cardano1545);aucoursdessièclessuivants,ils deviennentdeplusenplusimportants
(Descartes1637;voir [HW, pages57–61]1 pourplus de précisions).Eulerdécouvreleur grande
utilit édanstouteslesbranchesdel’analyse,et introduit (en1777)le symbole����� ���

c.-à-d.
�  �������

(1.1)

grâceauquellesnombrescomplexesprennentla forme

� ������� �"!
(1.2)

Dèsle début du 19èmesiècle(Gauss1799,Argand1806),on identifie lesnombrescomplexes
��

avecle plandeGauss(oupland’Argand)� �# (voir Fig.I.1 à gauche)�� �%$����&�'��()�*�+�-, � �/.10
� �  �
$324�*�+�65)()�*�+�-, � �/. ! (1.3)

On note
�7�

Re � ,
�8�

Im � lespartiesréelleset imaginairesde � , et � �9�:�7� �
le nombre

complexeconjugúe.

Le corps desnombrescomplexes.En tenantcomptede(1.1), le produitdedeuxnombrescom-
plexes ; ��<=�&�?>

et � �7���&�'�
donne

;A@ � �
<B�C�D>E�F�&�G2'<B�F�D>E�H5I!
(1.4)

Avecl’addition ; � � �J<K�L�M�L�G2'>N�L�65
l’ensemble

��
devient un corpscommutatif. L’ élément

inversede � pourla multiplicationest�
� � �� � � �C�&� ��  ��� 

� ��  ��� 
�&� ��  �&� 

!
(1.5)

1On utilise l’abbreviationHW pourle livre deE. Hairer& G. Wanner, L’analyseau fil del’histoire. Celivre nous
sertderéférencesurle sujetstraitésaucoursAnalyseI.
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FIG. I.1: Plancomplexe(gauche),additioncomplexe(milieu), multiplicationcomplexe(droite)

En identifiantun nombreréel
�

avec le nombrecomplexe
�Z��� @3[ , l’ensemble� � peutêtre

consid́eŕecommeunsous-corpsde
��

.

Coordonnéespolaires. Si l’on dénotepar Q la distancedupoint � �\�]���'�
à l’origine, etpar P

l’angle entrel’axehorizontalet la droitequi relie l’origine avecle point � (voir Fig.I.1 à gauche),
nousavons

�Z� Q�^�_a`bP et
�C� Q#`+cedKP . La distanceQ s’appellemoduleouvaleurabsoluede � , etP ��fag+h � estsonargument. Ainsi le nombrecomplexe � peutêtreécrit comme

� � Q 2 ^�_i`jP ��� `+cedkP 5I!
(1.6)

Cetterepŕesentationdesnombrescomplexespermetune interpŕetationgéoḿetriquedu produit.
Pour ; �
l�2 ^m_a` Y �&� `+ced Y 5

et � � Q 2 ^m_a`jP �&� `+cedkP 5
, le produit(1.4)devient

;A@ � � l Q 2 ^m_a` Y ^�_i`6P � `+ced Y `+cedkP �&�G2 `Icnd Y ^�_a`jP � ^�_a` Y `+cedkP 5+5
� l Q 2 ^m_a` 2 Y � P 5o��� `Icnd 2 Y � P 5I5 (1.7)

à l’aide desidentités trigonoḿetriquesconnues([HW, p.43]). Ainsi, la multiplication de deux
nombrescomplexesmultiplie lesvaleursabsoluesetadditionnelesarguments(Fig.I.1 à droite).

Espacemétrique. Avecl’identification (1.3)de
��

avec � �# , la valeurabsoluede � �7�C��� �
p � p � Q � �  ���  � (1.8)

correspond̀a la normeeuclidiennede � �# . Elle fait de
��

un espacenormé. La distanceentredeux
nombrescomplexesestainsi q 2 � R � �  5r� p �  � � R p .

Lesconceptsdeconvergence,limites,continuit́e,convergenceuniforme,ensemblesouvertset
fermés,compacit́e, etc.sont les mêmesqu’en AnalyseI et n’ont doncpasbesoind’êtreréṕet́es.
Nousutiliseronsla notation sut 2 ; 5r�v$ � , �� ( p � � ; pxw Q . pourle disqueouvert centŕeaupoint; et derayonQ .

I.2 Fonctionscomplexesd’une variable complexe

Soit y{z ��
un ensemble(géńeralementouvert) et |}z ��

un autreensemble.Unefonctionqui
associèachaque� , y un X �%~�2 � 5�, | estunefonctioncomplexe

~M� y 	 | .
Nouspouvonsaussiidentifier � �������'� 0 24�*���"5], � �  et X ��~�2 � 5 0 2��A���65], � �  et

arrivonsà deuxfonctions
�#2��*�+�65?�+�A24�*���"5

(les coordonńeesdu point X ) de deuxvariablesréelles�*�+�
(lescoordonńeesdu point � ); voir Fig.I.2.
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��

1

1

1
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�

�

�

� � R

� 

�

��

�
X

�
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X 
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FIG. I.2: Fonctioncomplexe X ��2 � � [ !n�i5 
Si un point � R semetenmouvementle long d’unecourbe� , alorsle point imageX R bougera

le longd’uneautrecourbe
~�2 � 5

; si un point �  remplit unesurface
�

(“the horseof Sarah”),alors
le point imageX  rempliraunesurface

~�2 � 5
; voir Fig.I.2.

Plusieursexemplesvontnousaiderà nousfamiliariseraveccettematìere.Onvaconstaterque
desformulestrèssimplesdonnentdéjà lieu àdessituationsassezcompliqúees.

Exemple2.1(application
��

-lin éaire) Pourun nombrecomplexe ; fixé,consid́eronsla fonction

X �%~�2 � 5r� ; � ! (2.1)

Elle est
��
-linéaire,c.-à-d.,elle satisfait

~�2 ; R � R � ; R �  5�� ; R ~�2 � R 5o� ;  ~�2 �  5 pourtout ; R � ;  , ��
et pourtout � R � �  , ��

.
Vue commeapplicationde � �# dans � �# ( � ���8��� �

, ; � <����?>L� l�2 ^m_a` Y ��� `Icnd Y 5
,X �����&�'�

), nouspouvonsl’ écriresousformematricielle(cf. la formule(1.4))� � � < �1>> < � � �%l ^�_i` Y � `Icnd Y
`Icnd Y ^m_a` Y � � !

(2.2)

Cetteapplicationlinéaireestunerotationorthogonaled’angle
Y �%fagIh ; , suivie d’unehomoth́etie

derapport
l�� p ; p (voir Fig.I.3). Elle serafondamentale,plus tard,pour toutela compŕehension

desfonctions
��
-différentiables.

−1 1

−1

1

−1 1

−1

1

�
;

� � �C�
;

FIG. I.3: Produitavecuneconstante,X � ; �
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1

−1 1

−1

1

�
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FIG. I.4: Application � � -linéairede(2.3)

Exemple2.2(application � � -lin éairemaispas
��

-lin éaire) Consid́eronsla fonction

X ��~�2 � 5r�{2 [ !4�K���?5 � �
2I�m! ��� [ !4�o�?5 � ! (2.3)

Elle n’est pas
��
-linéaire,car

~�24�I5Z�����~�2+�m5
. Par contre,elle est � � -linéairec.-à-d., elle satisfait~�2 ; R � R � ; R �  5�� ; R ~�2 � R 5�� ;  ~�2 �  5 pour tout ; R � ;  , � � et pour tout � R � �  , ��

. Comme
applicationde � �� dans� �# elle devient� � � < >

; q
� � (2.4)

sansstructureparticulìerede la matriceapparente.En contrasteavec l’exemplepréćedent,nous
observonsquel’orientationn’estpaspréserv́eeet quela grille nerestepasorthogonale(Fig.I.4).

Exemple2.3(fonction carr ée) La fonction

X �%~N2 � 5r� �  (2.5)

est illustréeen Fig.I.5. En coordonńeesréelles
�:�7�'�\��2����\� �65  � �  ���  �����'�¡�

elle est
donńeepar �����  �L�  � �C�����¡�¢!

(2.6)

−1 0

−1

1

−1 1

−1

1

�{� � � � � �

FIG. I.5: La fonction X � � 
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Lesimagesdeslignesverticales(poser
���9<

) deviennent
���9<  �8�  �£�¤�J�x<B�

et enéliminant�
on trouvedesparaboles

���
<  �¦¥¨§©«ª § . Lesligneshorizontales(
�M�%>

) deviennentdesparaboles
aussi(voir Fig.I.5). NousobservonsquepourchaqueX �� [ , cettefonctionposs̀ede2 préimages
(un chatgris foncéet unchatgris clair). Cephénom̀emevaencorenousintéresser.

Exemple2.4(transformation de Cayley) Unefonctionintéressanteest

X �%~�2 � 5r� � �
�
� �
� �

(2.7)

elle est illustréeen Fig.I.6. C’est une involution, c.-à-d., elle satisfait
~N2'~�2 � 5I5M� � . Donc, la

fonction
~�2 � 5 estbijectivecommeapplication

��¬ $j� . 	 ��D¬ $j� . et on a
~¢® R 2 � 5��%~N2 � 5 .

L’importancedecetteformulefut découverteparCayley (Crelle J. vol. 32,1846,p.119)pour
le calcul matriciel: elle métamorphosedesmatricesantisyḿetriquesen matricesorthogonales.
Dans

��
, elle transformel’axe imaginaireencercleunitaire(et vice-versa):

X � � �F�%�� ���%� � �'�F�
�� ���
� @ �¯� ���v��¯� ���v� � ���N�&� �N�&� 
�&� ������&� 

�7�C��� �
(2.8)

où �Z�%� �r�L� �N��� 
� �C�
� ���

�N�&�  satisfont
�  ���  ���m!

(2.9)

Cesexpressionsne noussont pasétrang̀eres
!�!B!

, elles créentune repŕesentationrationnelledu
cercle( ^�_a`jP et `+cedkP ) et lesnombrespythagoriciens(voir [HW, p.124]).

−2 −1 1 2

−2

−1

1

2

−2 −1 1 2 3

−3

−2

−1

1

2

3

� �

FIG. I.6: TransformationdeCayley

Exemple2.5(transformation de Joukovski, 1910) La fonction

X �%~�2 � 5r� �
� � � �

� (2.10)

estillustréeenFig.I.7. Elle transformerespectivementlescerclescentŕesen [ et lesrayonspassant
par [ enunefamilled’ellipsesetd’hyperbolesconfocales.Pourprouvercefait, nousutilisonsdes
coordonńeespolaires� � Q 2 ^�_a`jP ��� `IcndKP 5

, � ® R � Q ® R 2 ^m_a`bP ��� `IcndKP 5
et nousobtenons

X � Q � � �
� Q ^m_a`jP �&� Q � � �

� Q `IcndKP (2.11)
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−1 1
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FIG. I.7: TransformationdeJoukovski

d’où
����2 t

� R
 t

5 ^�_a`jP et
���{2 t

� R
 t

5 `+cedKP eton voit que� 2 t
� R

 t
5 

� � 2 t
� R

 t
5 

���
et

� ^�_a`  P � � `+ced  P �{��!
(2.12)

Remarque. L’image d’un cercleastucieusementplaće (voir Fig.I.7; en trait
discontinu;le cercledoit passerpar le point � �°�

), pourraitressembler̀a un
profil d’aile d’avion. Celamontrel’importance(historique)de la transforma-
tion deJoukovski enaérodynamique.

I.3 ÉquationsdeCauchy–Riemann

Avecl’identification (1.3) chaquefonction
~�� y 	 ��

(avecun ouvert y{z ��
) estéquivalente

àunefonction y 	 � �� (nousutilisonsla mêmelettrepour
$j2��*�+�65¡(£�C��� �-, y±.²zv� �# et poury%z ��

), � � ³	 ��24�*���"5�A24�*�+�65 �
(3.1)

où � ������� �
et

�#2��*�+�65?�+�A24�*���"5
sontlespartiesréelleset imaginairesde

~�2 � 5 .
� � -diff érentiabilit é. Commevu aucoursAnalyseI [HW, p.302], la fonction y 	 � �  de(3.1)
est � � -différentiableen

24�j´B�+�a´B5¤, y , s’il existe unematrice µ et une fonction Q � y 	 � �  ,
continueen

24�j´¶�+�i´�5
et satisfaisantQ 2��j´G�+�a´�5�� [ , telleque��24�*�+�65�N2��*�+�65 � ��2��j´¶�+�a´m5�A24�j´G�+�i´B5 � µ �C�L�j´�F�L�a´ � Q 2��*�+�65 @ �C�L�j´�F�L�a´ !

(3.2)

Lesélémentsdela matriceµ , appeĺeematricejacobienne,sontlesdérivéespartiellesde(3.1):

µ � · �)¸ · � · �)¸ · �· �"¸ · � · �6¸ · � 24�j´G���a´B5I!
(3.3)

Avecla notationcomplexe,la formule(3.2)s’écrit~�2 � 5��%~�2 � ´B5o��¹A2 � � � ´G5o�&ºk2 � � � ´G5o� Q 2 � 5 @ p � � � ´ p
(3.4)

(voir l’exercice8). En négligeantle reste Q 2 � 5 @ p � � � ´ p
, la fonction

~�2 � 5)��~N2 � ´B5 estapproch́ee
parunefonction � � -linéaire.
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��
-diff érentiabilit é. La fonction

~¤� y 	 ��
estdite

��
-différentiableen � ´/, y , s’il existeune

constante
~£»¼2 � ´G5�, ��

et unefonction Q 2 � 5 , continueen � ´ et satisfaisantQ 2 � ´B5r� [ , telleque~�2 � 5r�
~N2 � ´B5o��~ » 2 � ´G5G2 � � � ´G5o� Q 2 � 5 @ p � � � ´ p !
(3.5)

La constante
~£»¼2 � ´G5 estla dérivéede

~�2 � 5 en � ´ . Cettefois, la fonction
~N2 � 5���~�2 � ´�5 estapproch́ee

parunefonction
��
-linéaire.

D’unemanìereéquivalente,la fonction
~-� y 	 ��

est
��

-différentiableen � ´K, y , si la limite
suivanteexistedans

��
: ½ cn¾S¨¿�S+À

~�2 � 5*�D~�2 � ´G5
� � � ´ ��~ » 2 � ´G5I! (3.6)

Danscettelimite, � peutserapprocherarbitrairementde � ´ .
Premiersexemples.De la mêmemanìerequepourdesfonctionsréellesd’unevariableréelleon
démontrequela somme,le produit, le quotientet la compositionde deuxfonctions

��
-différen-

tiablessont
��
-différentiables.Lesmêmesrèglesdecalculsontvalables(règledeLeibniz,dérivée

en châıne). Commela fonction constanteet la fonction
~�2 � 5Z� � sont

��
-différentiables,les

polynômesen � et les fractions rationnellesen � sont également
��

-différentiables(en dehors
de singularit́es). Les fonctionsconsid́eŕeesdansles exemples2.1, 2.3, 2.4 et 2.5 sontdonc

��
-

différentiables.
Par contre,la fonction

~�2 � 5²� � n’est pas
��
-différentiable(maiselle est � � -différentiable).

Pourvoir ceci,on laissed’abordtendre� horizontalementvers � ´ dans(3.6) cequi donne
���

, et
ensuiteverticalementcequi donne

���
. La fonctiondel’exemple2.2n’estpas

��
-différentiable.

Une conśequenceimmédiatedesdéfinitionsestque
��
-différentiabilit́e implique � � -différen-

tiabilite (eneffet, la formule(3.5) implique(3.4)avec
¹C��~ » 2 � ´G5 et

º�� [ ).

Théorème3.1(équationsdeCauchy–Riemann) Si la fonction
~�2 � 5r�7��24�*�+�65"�Á� �A2��*�+�"5

(avec� ���C��� �
) est

��
-différentiableen � ´k���j´��&�'�a´

, alorsona nécessairement

· �
· � � · �

· � et
· �
· � ��� · �

· � !
(3.7)

FIG. I.8: EquationsdeCauchy–Riemann(autographedeRiemann,[Neuenschwander, p.94])

Démonstration. Unematrice
�ÃÂ&�

repŕesenteuneapplication
��
-linéaireseulementsi elle estde

la forme

µ � <°�1>> < (3.8)

(voir lesexercices8 et 9). Unecomparaisonavec(3.3)donnela condition(3.7).
Donnonsencoreune deuxìemedémonstrationde ce théor̀eme. Pour cela nousconsid́erons

l’identité
~�2��²�-� �65�����24�*�+�65£�¤� �A24�*���"5

etnousla dérivonsunefois parrapportà
�

etensuitepar
rapportà

�
. Cecidonne

~ » 24���&� �65�� · �
· � 24�*�+�65o�&� · �

· � 24�*���"5I� �b~ » 24���&�'�"5�� · �
· � 24�*���"5o��� · �

· � 2��*�+�"5I!
Aprèsmultiplicationde la premìereéquationpar

�
, unecomparaisondespartiesréelleset imagi-

nairesdonnel’affirmation.
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Théorème3.2 Si la fonction(3.1)est � � -différentiableen
24�j´¶�+�i´B5

et si lesconditionsdeCauchy–
Riemann(3.7)sontsatisfaitesencepoint,alorsla fonction

~N2 � 5 donńeepar
~N24�#�1� �65��7�#2��*�+�65��� �A2��*�+�"5

est
��

-différentiableen � ´k���j´��&� �i´
.

Démonstration. Le fait quelesconditionsdeCauchy–Riemannsoientsatisfaitesimpliquequela
matrice µ dans(3.2)poss̀edela structure(3.8). Elle correspondalorsà uneapplication

��
-linéaire

et peutêtreécritesousla forme(3.4)avec
º�� [ .

Contre-exemple. Dansle théor̀eme3.2 la condition de la � � -différentiabilit́e ne peut pasêtre
remplaćeeparl’existencededérivéespartielles.La fonction

~�2 � 5r� ��Äp � p © (3.9)

estcontinue,poss̀ededesdérivéespartiellesparrapportà
�

et
�

etsatisfait en � � [ lesconditions
deCauchy–Riemann(3.7). Pourtant,elle n’estpas

��
-différentiable.

Corollair e3.3 Si lesderivéespartielles ÅÇÆÅÇÈ
� ÅÇÆÅÇÉ

� Å ¥ÅÇÈ
� Å ¥ÅÇÉ existent,sontcontinuesdansunouvert y et

satisfontlesconditionsdeCauchy–Riemannsur y , alors la fonction
~�2 � 5 donńeepar

~�2��Ê���'�"5A���24�*�+�65¢��� �A24�*�+�65
est

��
-différentiablesur y .

Démonstration. Ceciestuneconśequenceimmédiatedu théor̀emepréćedentet du théor̀eme3.6
de[HW, p.304].

I.4 Propri étésde fonctionsholomorphes

Définition 4.1(fonctionsholomorphes) Unefonction
~:� y 	 ��

qui est
��
-différentiabledans

un ouvert yËz ��
s’appelleholomorphedans y . On dit qu’unefonction estholomorpheen un

point � ´ si elle estholomorphedansun voisinages±Ì 2 � ´G5 .
Fonctionsconformes.

“Die TheileeinergegebenenFlächeauf eineranderengegebenenFlächesoabzubilden,dass
die AbbildungdemAbgebildetenin denkleinstenTheilenähnlichwird.”

(Gauss1825,Werke IV, p.189.)

Gaussa adresśe l’article mentionńe ci-dessus̀a la Socíet́e Royale de Copenhague.Pour traiter
desprobl̀emesengéod́esieetencartographie,onrecherchedesapplications“similairesdansleurs
pluspetitesparties”,c’est-̀a-direpour lesquellesdestrianglesinfinitésimaux(ou descourbesqui
secroisent)préserventleursangles.

Pourdeuxcourbesdifférentiables� ��2'�¯ÍÎ�+Í�5 	 ��
et Ï ��2Ð�OÍÎ�+Í�5 	 ��

qui secroisenten � ´
(c.-à-d., � 2 [ 5�� Ï 2 [ 5�� � ´ et Ñ� 2 [ 5/�� [ , ÑÏ 2 [ 5Ê�� [ ) on dénotel’angle entrelesdeuxdirections Ñ� 2 [ 5
et ÑÏ 2 [ 5 par Ò ) 2 � � Ï 5 .
Théorème4.2(Riemann) Si la fonction

~-� y 	 ��
( y
z ��

ouvert)estholomorpheen � ´ avec~£»E2 � ´G5]�� [ , alors elle préservelesangles(et leur orientation),c.-à-d., pour deuxcourbesqui se
croisenten � ´ on a Ò ) 2 � � Ï 5]� Ò ) 2'~�Ó � �B~�Ó Ï 5I!
Unefonctionqui préservelesangless’appelleconforme.

Démonstration. Les directionsde courbes
~¤Ó � et

~-Ó Ï sont
~ » 2 � ´G5 Ñ� 2 [ 5 et

~ » 2 � ´B5 ÑÏ 2 [ 5 ; chaque
fois multipliésparla mêmeconstante; �%~£»«2 � ´B5 . Nousavonsanalyśeendétaildansl’exemple2.1
qu’uneapplication� 	 ; � estunerotationavechomoth́etie,et préservedonclesangles.
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ÔÎÕ� R
Ô § ÔxÖ

Ôi× � ©

ÔxØ � Ä

ÔxÙÔÛÚ

ÔxÜ

� � �Á�B�O�

~�2 � 5

ÔÎÕX R
Ô §

ÔxÖ
Ôi× X ©

ÔxØ X Ä

ÔxÙ
ÔÛÚ

ÔxÜ

FIG. I.9: Exempledefonctionconforme,X �{2 � � [ !4�a5 
Ce théor̀emeest illustré dansFig.I.9 où un animal pratiquesa gymnastiquematinalesous

l’influencede X �{2 � � [ !n�i5  . A certainsanglesapparentsdesoncontour, nousavonsattach́edes
rapporteurs,avantet apr̀esle “stretching”.Nousvoyonsquelesanglesrestentinvariants,maisles
rayonssontagrandisparle facteur

p ~ » 2 ��Ý 5 p et subissentunerotationd’angle
fag+h�~ » 2 ��Ý 5 . Pourceux

qui voudraientvérifier, voici quelquesvaleurs:� R � [ !'�mÞ¯� [ ! [ Þ�� ~£»¡� [ !4ßa�O� [ !'�m��� p ~£» p � [ !nßi� figIh�~£»j� [ !'�mß� © � [ !4�aÞ¯� [ ! [ Þ�� ~£»¡�{��!4�a�O� [ !'�m��� p ~£» p ����!n�i� figIh�~£»j� [ ! [aà� Ä � [ !4�a�¯� [ ! � à � ~£»¡�{��!4áaßO� [ !4�aß�� p ~£» p ����!n�i� figIh�~£»j� [ !4�a�/!
Onpeutobserver, surtouslesdessinsdesexemples2.1,2.3,2.4et2.5,quel’imaged’unegrille

orthogonaleresteorthogonalepartoutoù
~£»¼2 � 5±�� [ . La fonctiondel’exemple2.2nepréserve pas

lesangles(ellen’estpasconforme).

Fonctions biholomorphes. Une fonction holomorphe
~ � y 	 | (avec y � | z ��

)
s’appellebiholomorphe, si elle est bijective et si sa fonction inverse

~o® R � | 	 y est aussi
holomorphe.

L’exemplele plus simpleestla fonction
��
-linéaire

~\� ���	 ��
donńeepar

~�2 � 51�â< � avec<-�� [ . Soninverseest
~¢® R 2 X 5��%<�® R X qui estaussi

��
-linéaireetdoncholomorphe.Nousverrons

plus tard (quandnousconsid̀eronsdesfonctionsexpriméespar desséries)quechaquefonction
holomorphesatisfaisant

~ » 2 � ´B5:�� [ est localementbiholomorphe, c.-à-d.,elle estbiholomorphe
entredesvoisinagesde � ´ et X ´K��~�2 � ´G5 .

La transformationdeCayley (2.7), illustréedansla Fig.I.6, estbiholomorphede��D¬ $j� . 	 ���¬ $j� . maisausside
�� ® 	 s R 2 [ 5?�

du demi-plangauchèa l’int érieurdu cercleunitaire(elleestsapropreinverse).
La transformationdeJoukovski(2.10)estbiholomorphede

s R 2 [ 5 ¬ $ [x. 	 ��D¬1ã �����x�mä
(4.1)

(voir Fig.I.7). Mais commeelle est symétriqueen � et � ® R
, elle est aussibiholomorpheentre

l’extérieurdu cercleet le planfenduet joueun rôle importantenmécaniquedesfluides.
La fonctioncarré

~�2 � 5r� �  (voir l’exemple2.3)estbiholomorphecommeapplication~M� ��²å-	 ��¬ 2'�uæ� [ äe! (4.2)

En passantau coordonńeespolaireson voit directementla bijectivité. Nouslaissonscommeex-
ercicela vérificationdu fait quela fonctioninverse

~o® R 2 X 5¯� � X estholomorphe(exercice16).



Différentiabilitédans
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Fonctionsharmoniqueset applicationsen physique.
“Eine vollkommenin sich abgeschlossenemathematischeTheorie,welche ����� fortschreitet,
ohnezuscheiden,ob essichumdie Schwerkraft,oderdieElectriciẗat, oderdenMagnetismus,
oderdasGleichgewicht derWärmehandelt.” (manuscriptdeRiemann1850,Werke p.545)

Théorème4.3(Riemann1851) Soit
~Z�ç�M�8� �

holomorphedans y avec
�

et
�

deuxfois2 con-
tinûmentdifférentiablesdans� �  . Alorsè ���\� È�È ��� É�É � [ et

è �M�7� È�È �&� É+É � [ � (4.3)

i.e.,
�

et
�

satisfont“l’ équationdeLaplace” (
�

et
�

sontdesfonctions“harmoniques”).

Démonstration. Les équationsde Cauchy–Riemannsont
� È �Ë� É et

� È � �¯� É . On dérive la
premìere équationpar rapport à

�
et la deuxìemepar rapport à

�
. Cela donne

� È�È � � É�È et� È�É � �O� É�É . Comme(voir le théor̀emede Schwarz, [HW, p.317])
� É�È ��� È�É , on obtient la

premìereéquationde (4.3). Pourla deuxìeme,on dérive les équationsde Cauchy–Riemannpar
rapportà

�
et

�
respectivement.

−2 −1 0 1 2

−1.5

−1.0

−.5

.0

.5

1.0

1.5

FIG. I.10: Champsd’un dipôledans� �# , X � ½ _ hb2 � �
�m5H� ½ _ hb2 � �
�¨5
Grâceàcettedécouverte,Riemannaouvert l’applicationdesfonctionsholomorphes̀adenom-

breuxprobl̀emesdela physique,puisquecetteéquationestsatisfaiteparle potentielgravitationnel
d’un corps(Laplace1785,voir OeuvresI, Mécaniquecéleste,publié1843,p.157),parleschamps
électriquesetmagńetiques(GaussetW. WeberàGöttingen)etparla chaleurenéquilibre(Fourier
1807; cf. citation de Riemannci-dessus).Il faut rajouterà cetteliste certainsmouvementsde
liquides(lesmouvementssansrotationnel;d’Alembert1752,Helmholtz1858).

Exemple4.4 Le potentield’un dipôle (ou l’ écoulementd’un liquide sortantd’unesourceet ren-
trant dansun trou) estcréé par la fonction holomorpheX � ½ _ hb2 � � �m5�� ½ _ hb2 � ���m5

(pour des
nombrescomplexesle logarithmeestdéfiniepar

½ _ h � � ½ _ h p � p �L�jfigIh � ; voir plustardpourune
discussiondétaillée).La Fig.I.10 montrelescourbesdeniveaudesfonctionsharmoniques

��24�*�+�65
et

�N2��*�+�65
, donńeescommepartiesréelleet complexede

~�2 � 5�� ½ _ hb2 � �%�m5H� ½ _ hb2 � �v�m5
.

2Nousallonsvoir plustardquechaquefonctionholomorpheestinfinimentdifférentiable.L’hypothèseconcernant
lesdeuxìemesdérivéesseradoncsuperflue.
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I.5 Sérieset fonctionsanalytiques

Pour ; , ��
et pour

< Ý , �� �HéF� [ �a���B!B!B! , consid́eronsla série

<G´r�D< R 2 � � ; 5o�D<  2 � � ; 5  �D<Gê�2 � � ; 5 ê �D!B!�!O� ëÝBì ´ < Ý 2 � � ; 5 Ý (5.1)

et étudionsle domaineoù elle repŕesenteunefonction,c.-à-d.,où la sérieconverge. La définition
dela convergencede(5.1)estla mêmequepourunesériedans� � avecla seuledifférencequela
valeurabsolueestmaintenantdéfiniesur

��
etpassur � � . Comme

�� 0v� �  estunespacecomplet,
on aaussile critèredeCauchy(voir lesparagraphesIII.2 et III.7 de[HW]).

Rappelonsque(5.1)convergeabsolument, si la sériedetermegéńeral
p < Ý p @ p � � ; p Ý converge.

Elle convergeuniformementsur µ
z ��
, si pourtout

ÍMí [ donńe il existeun î (indépendantde� , µ ) tel que
p ïÝGìað < Ý 2 � � ; 5 Ý pxw Í

pour ñ �+òôó î etpour � , µ .

Définition 5.1(rayon deconvergence) Pour unesérieaveccoefficients
<G´¶�B< R ��!B!B! on définit

õ �n� `+ö3÷ pùø6p (
la série

ëÝGì ´ < Ý ø Ý converge (5.2)

et onappelleõ le rayondeconvergencedela série.

Théorème5.2 Soit õ le rayondeconvergencedela série (5.1). Alors,� pourchaque� avec
p � � ; paw õ , on a convergenceabsolue;� pourchaque� avec
p � � ; p í õ , on a divergence;� pourchaqueQ avecQ w õ , on a convergenceuniformesur le disques±t 2 ; 5 .

Unesérie(5.1) définit alorsunefonctioncomplexe sur le disques±ú 2 ; 5 . La démonstrationde
cethéor̀emereposesurle critèredesmajorants.

Lemme5.3(crit ère desmajorants) Supposonsque
p < Ý p3û �£Ý pour tout

é
et quela série réelleÝBü ´ �£ÝbQ Ý converge avecun Q ó [ . Alors, la série (5.1) converge absolumentet uniformement

sur sut 2 ; 5 et sonrayondeconvergenceõ satisfaitõ ó Q .

Démonstration. Pour � , s±t 2 ; 5 nousavons
p ïÝBìað < Ý 2 � � ; 5 Ý piû ïÝGìað �£ÝbQ Ý et l’affirmationest

uneconśequenceducritèredeCauchy.

Pourdémontrer le théor̀eme, choisissonsun � ´ satisfaisant Q w¦p � ´k� ; pHw õ , pour lequel la
sérieconverge(Fig.I.11). Uneconditionnécessaireest

< Ý 2 � ´O� ; 5 Ý 	 [ et il existedoncun ý
tel que

p < Ý 2 � ´Ê� ; 5 Ý p�û ý pour tout
é
. Par conśequent,

p < Ý pAû ý ¸ p � ´=� ; p Ý �±� �ÎÝ . CommeQ ¸ p � ´K� ; pNw �
, la série ÝGü ´ �ÎÝ6Q Ý converge et on peutappliquerle critèredesmajorantspour� , sut 2 ; 5 .

�

� ´

;
õ

Q ½ ce¾7`Iö3÷ þ ª Õ þ
§� þ ª § þ

Ö� þ ª Ö þ
×� þ ª × þ

FIG. I.11: Preuvedela convergenceuniformeet absoluepour
p � � ; piû Q w õ .
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Théorème5.4 Lerayondeconvergencedela série (5.1)estdonńepar

õ � �½ cn¾�`+ö3÷ Ý ¿ ëËÿ
p < Ý p (critèredela racine, Hadamard 1892). (5.3)

Si la limite suivanteexiste, le rayondeconvergenceestaussidonńepar

õ � ½ ce¾Ý ¿ ë
p < Ý p

p < Ý å R p (critèredu quotient). (5.4)

Démonstration. Si
p < Ý p @ p � � ; p Ý û Q Ý avec un Q w �

, le critère desmajorantsguarantitla

convergencedela série (5.1). Cetteconditionpeutêtreécritesousla forme ÿ
p < Ý p @ p � � ; p¡û Q ,

et elle estsatisfaiteavecun Q w �
pour

é
suffisammentgrandsi

½ ce¾7`Iö3÷ Ý ¿ ë ÿ
p < Ý p @ p � � ; pÎw �

.

Ceci implique que õ ó 2 ½ ce¾7`Iö3÷ Ý ¿ ë ÿ
p < Ý p 5 ® R

. L’in égalit́e stricte õ í 2 ½ cn¾�`+ö3÷ Ý ¿ ë ÿ
p < Ý p 5 ® R

n’estpaspossible,carsinonil existeraitun � avec
p � � ; paw õ et

½ ce¾7`Iö3÷ Ý ¿ ë°ÿ
p < Ý p @ p � � ; p í{�

,
c.-à-d.,

p < Ý p @ p � � ; p Ý ó{�
pourun nombreinfini de

é
.

Pour la démonstrationdu critèredu quotienton part avec la condition
p < Ý å R p @ p � � ; p Ý å R û

Q @ p < Ý p @ p � � ; p Ý pourun Q w �
. En écrivantcetteconditioncomme

2 p < Ý å R p ¸ p < Ý p p � � ; pÎû Q , le
restedela preuveestidentiqueà celleducritèredela racine.

La consid́erationdesséries(5.1) avec argumentcomplexe � , ��
nouspermetd’élargir le

domainededéfinitiond’un grandnombredesfonctionsimportantes.Voici quelquesexemples:

La fonction exponentielleestdéfinieparla série

��� ÷k� �n���N� � � � ��� � � ê��� ��!B!B!£� ëÝBì ´
� Ýé�� ! (5.5)

Le critèredu quotientdonneõ ��æ
. Ainsi, cettesérie convergepour tout � , ��

et la fonction
exponentielleestdéfiniesurtout le plancomplexe.

Les fonctionstrigonométriquessontdéfiniespar

^m_a`j� �e� ��� � ��� � � ©á�� �!�!B!8� ëÝGì ´
2'���m5 Ý2Ð�xéÎ5�� �  Ý

`Icndk� �e� � � � ê��� � ��Ä��� �D!�!B! � ëÝGì ´
2'���m5 Ý

2Ð�xé/�
�¨5�� �  Ý å R ! (5.6)

Comme��� ÷k� , les fonctions ^�_i`j� et `Icnd=� sontdéfiniespour tout � , ��
. En remplaçant � par

� �
dans(5.5)et enrassemblantlestermessanset avecle facteur

�
, onobtientla formuled’Euler

��� ÷ � � � ^�_i`j� ��� `+cedK� pourtout � , ��
(5.7)

(attention:oneffectueunréarrangementd’unesérie,cequi va êtrejustifiédansle paragrapheI.7).

La série logarithmique estdonńeepar½ _ hb2I�N� � 5r�e� � � � � � � ê�	� !B!B!Î� ëÝGì R
2'���m5 Ý å R

é � Ý ! (5.8)

Le rayonde convergencede cettesérie est õ ���
. Le logarithmeestdoncdéfini par cettesérie

sur le disquede rayon
�

centŕe en ; � �
. Pour le moment,on n’a pasencoredémontŕe que le

logarithmeestla fonctioninversedela fonctionexponentielle(voir le paragrapheI.8).
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Définition 5.5(fonction analytique) Une fonction
~�� y 	 ��

avec y�z ��
ouverts’appelle

analytique, si pourchaque; , y il existeunesériedela forme(5.1)avecunrayondeconvergenceõ � õ 2 ; 5rí [ tellequesur le disques±ú 2 ; 5 ona~�2 � 5r�
<G´��D< R 2 � � ; 5o�D<  2 � � ; 5  �D<Gê�2 � � ; 5 ê �D!�!B!¯� ëÝGì ´ < Ý 2 � � ; 5 Ý ! (5.9)

Dansle restede ce chapitrenousallonsdémontrerquechaquefonction analytiqueestholo-
morphe,nousdiscuteronsle calculavecdessériesenprésentantdesexemplesimportants,et nous
démontreronsqu’unesérie(5.1)estanalytiquedansle disqueouvert s±ú 2 ; 5 , si õ designele rayon
deconvergencedela série.

I.6 Holomorphie et analyticit édessériesentières

Consid́eronsunefonction
~�2 � 5 définieparunesérieavecunrayondeconvergenceõ í [ (poursim-

plifier la discussion,maissansperdrela géńeralit́e noussupposonsquele centre; està l’origine):

~�2 � 5r��<¶´��D< R � �D<  �  �D<Gê � ê �D!�!B!¯� ëÝGì ´ < Ý � Ý ! (6.1)

Cettefonctionestcontinuesur s±ú 2 [ 5 , car la sérieconvergeuniformémentsur s±t 2 [ 5 pour Q w õ
(appliquerle critèredeWeierstrass;voir [HW], page217).

Théorème6.1 La fonction
~�2 � 5 de(6.1)est

��
-différentiablesur le disques±ú 2 [ 5 etsadérivéeest

~ » 2 � 5r�
< R ���x<  � ���x<Gê �  �7áx< © � ê ��!B!B!¯� ëÝGì R é3< Ýi� Ý ® R !
(6.2)

Démonstration. On obtientla série (6.2) endérivant(6.1) termepar terme.Comme ÿ� é 	 �
, le

critèrede la racinemontrequelesdeuxséries(6.1) et (6.2) poss̀edentle mêmerayondeconver-
gence.Il fautencorejustifier la différentiationtermeparterme,c.-à-d.,qu’il estpermisd’échanger
différentiationet sommation.

Pourvoir cela,nousconsid́erons� et � ´ satisfaisant
p � p � p � ´ piû Q w õ , etnoussoustrayons

~�2 � ´B5���<G´��D< R � ´��D<  � ´ �D<Gê � ê´ �D!B!B!¯� ëÝGì ´ < Ýi� Ý´ !

de
~�2 � 5 . Cecidonne ~�2 � 5)�~N2 � ´B5]��
F2 � 5G2 � � � ´G5

avec 
Ã2 � 5��%< R �D<  2 � � � ´G5o�D<Gê�2 �  � �i� ´�� � ´ 5o�D< © 2 � ê � �  � ´�� �a� ´ � � ê´ 5H�D!B!�!�!
(6.3)

Onvoit toutdesuiteque

F2 � ´B5 serala dérivée

~ » 2 � ´G5 annonćeeen(6.2). Il nousresteàvérifierque
la fonction


Ã2 � 5 estcontinueen � ´ . Le
é
-ièmetermedela sériepour


Ã2 � 5 donnel’estimation
p < Ý 2 � Ý ® R � � Ý ®  � ´���!B!B!i� � Ý ® R´ 5 piû é p < Ý p Q Ý ® R !

(6.4)

C’est le termegéńeral, en valeurabsolue,de la série (6.2) prise au point Q . Nous savons que
cettesérie converge absolument,et nousavonstrouvé unesérie convergentequi majorela série
(6.3) indépendammentde � . Le critèredesmajorants(Lemme5.3) assurealors la convergence
uniformeet,avecelle, la continuit́e.

Corollair e6.2 Unefonctionqui estanalytiquesur y estaussiholomorphesur y .
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Le théor̀emepréćedentpeutêtreappliqúe à la fonction
~Î»¼2 � 5 et on voit itérativementqu’une

fonction analytiquen’estpasseulementunefois maisinfiniment
��
-différentiable(desexemples

sont ��� ÷K� , ^�_a`j� et `Icndk� sur
��

). La � -ièmedérivéede(6.1)satisfait pour
p � paw õ ,

~������2 � 5
� �

� ëÝBì �
< Ý é

� � Ý ®�� � (6.5)

et pourtout � cettesérieposs̀edele mêmerayondeconvergenceque(6.1).

Théorème6.3(série de Taylor) La fonction
~�2 � 5 de (6.1) est

analytiquesur le disquesuú 2 [ 5 . Pour ; , suú 2 [ 5 et � satisfaisantp � � ; paw õ � p ; p on a

~�2 � 5�� ë
� ì ´ ; � 2 � � ; 5 � avec ; � � ~ ���� 2 ; 5

� �
! �;

õ õ��Q � p ; p

Le rayondeconvérgencedecettesérieest õ�� ó õ � p ; p í [ .

Démonstration. Enutilisantle théor̀emebinomialonobtient

~�2 � 5r� ëÝGì ´ < Ý 2 ; � � � ; 5 Ý � ëÝGì ´ < Ý Ý
� ì ´

é
� ; Ý ®�� 2 � � ; 5 � � ë

� ì ´ ëÝGì �
< Ý é

� ; Ý ®�� 2 � � ; 5 � !

Il resteà vérifier quel’ échangede la sommationdansla dernìereégalit́e estpermissousleshy-
poth̀esesdu théor̀eme. Comme

p � � ; p6û Q � p ; p avec Q w õ , unepartiefinie de la sériedouble
peutêtremajoŕeeparï
ÝGì ´

Ý
� ì ´

p < Ý p é
�

p ; p Ý ®�� p � � ; p � û ï
ÝGì ´

Ý
� ì ´

p < Ý p é
�

p ; p Ý ®�� 2 Q � p ; p 5 � û ï
ÝGì ´ p < Ý p Q Ý û ëÝGì ´ p < Ý p Q Ý �±���Ã!

Le Théor̀eme7.1duparagraphesuivantjustifiecetteéchangeetdémontrela formulepourle rayon
deconvergence.

I.7 Calcul avecdesséries
Dans les anńees1870, Weierstrassa pasśe sesvacancesen Suisse(au Rigi) et avait aveclui la Thèse
de Riemanncommelecture d’ét́e. Il a alors rencontŕe le physicienHelmholtzet s’est plaint aupr̀es de
lui de sa grandedifficulté à comprendre les méthodesde Riemann.Helmholtzlui demandale travail et,
quelquesjours plustard, dit à Weierstrass: “moi je les trouvefacileset naturelles” (pour le texteoriginal
cf. A.Sommerfeld,Vorl. überTheoret.Physik,Vol. II, p.124ou [Remm91,p.430]).

Il nes’agit certainementpasd’un manqued’intelligencechezWeierstrass,maisplutôt d’uneconception
différentedu mot “comprendre”! ChezWeierstrass,“compris” signifie“d émontŕe avectoute la rigueur
donton estcapable”. Absolumentrigoureuxsontseulementl’algèbre et lespolyn̂omesavecun passage à
la limite prudent(sériesinfinieset leur convergenceuniforme).

Le but de ceparagrapheestde démontrerrigoureusementquela somme,le produit, la com-
position,

!�!B!
desfonctionsanalytiquesdonnentdesfonctionsanalytiques.Pour la somme,ceci

estsimple,maislesautresopérationsnécessitentdetravailler avecdesréarrangementset avecdes
sériesdoubles.Commenc¸onsparrappelerun résultatdu coursAnalyseI [HW, p.192–198].

Réarrangement de séries doubles. Consid́eronsune famille
$x< U � . U�� � ì ´ � R �  ������� de nombrescom-

plexesdispośesentableaucommedansFig.I.12 et supposonsquenousvoulionstoutadditionner.
Il y a bien desmanìeresde le faire. On peutadditionnerles élémentsde la ligne

�
, dénoterle
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<G´¼´ � <G´ R � <G´  � <¶´¼ê �L!B!B! � lÇ´� � � � �< R ´ � < R¼R � < R  � < R ê �L!B!B! � l R� � � � �<  ´ � <  R � < ¼ � <  ê �L!B!B! � l � � � � �<Gê¼´ � <Gê R � <Gê  � <¶ê¼ê �L!B!B! � lÇê� � � � �� � � � �� � � � �� ´ � � R � �  � �iê �L!B!B! � �����

(7.1)

FIG. I.12: Tableaud’unesériedouble

résultatpar
l U , et calculer ëU ì ´ l U ; onpeutaussiadditionnerlesélémentsdela colonne� , dénoter

le résultatpar
� � , et calculer ë� ì ´ � � . On pourraitaussiécriretouslesélémentsdansun arrange-

mentlinéaire.Parexemple,nouspouvonscommencerpar
<G´¼´

, ensuiteadditionnerleséléments
< U �

pourlesquels
�*� � �{�

, puisceuxavec
�H� � ���

, et ainsidesuite.Celadonne<G´¼´���< R ´���<¶´ R �D<  ´��D< R¼R �D<G´  ��<Gê¼´���<  R �D< R  �D!B!B!�!
La questionqui seposeestla suivante:lesdifférentespossibilit́esdesommationfournissent-

ellesla mêmevaleur?A-t-on

l�´r�Dl R ��l  ��!B!B!3� ë
U ì ´

ë
� ì ´ < U � � ë

� ì ´
ë
U ì ´

< U � ��� ´���� R �&�  �D!B!B!��
(7.2)

et lesarrangementslinéairesconvergent-ilsaussiverscettemêmevaleur?

Théorème7.1 Supposonsquela série double(7.1)soit telle qu’il existeun
�

avecï
U ì ´

ï
� ì ´

p < U � piû �
pour tout

ò
.

Alors,lessériesdans(7.2),et touslesarrangementslinéairesdela sériedoubleconvergentabsol-
ument.Lesexpressionsdans(7.2)et touslesarrangementslinéairesont la mêmesomme.

Consid́eronsdeuxfonctionsdonńeespardesséries~�2 � 5�� <G´���< R � ��<  �  ��<¶ê � ê ��!B!B!
� 2 � 5�� >¼´���> R � �D>  �  �D>¼ê � ê �D!�!B! (7.3)

avecrayondeconvergenceõ ª í [ et õ�� í [ respectivement.Il estévidentqu’on a~�2 � 5o� � 2 � 5r��2'<G´��D>¼´G5o�
2Ð< R ��> R 5 � �
2'<  �D>  5 �  ��!B!B!i�%2'< Ý �D> Ý 5 � Ý �D!B!�!
(7.4)

et quela série(7.4)aun rayondeconvergenceõ ó ¾�ced 2 õ ª � õ�� 5 .
Produit. Si l’on calculele produitdesdeuxséries(7.3), termepar terme,et si l’on collecteles
termesavecla mêmepuissancede � , on obtientla série2'<G´G>¼´G5¢��2'<G´¶> R �7< R >¼´G5 � �%2Ð<¶´¶>  �\< R > R �7<  >¼´G5 �  ��2'<G´¶>¼ê���< R >  �7<  > R ��<GêG>¼´G5 � ê ��!B!�!�!

(7.5)

La questionest,pour quels � cettesérie converge et, en casde convergence,est-cequela série
repŕesentele produit

~�2 � 5 @ � 2 � 5 ?
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Théorème7.2(Produit deCauchy) Soientõ ª et õ�� les rayonsde convergencedesdeuxséries
(7.3). Alors, la série (7.5) a un rayondeconvergenceõ ó ¾�cnd 2 õ ª � õ�� 5 et pour

p � pjw ¾�cnd 2 õ ª � õ�� 5
on a ~�2 � 5 @ � 2 � 5�� ëÝGì ´

Ý
� ì ´ < � > Ý ®�� � Ý !

(7.6)

En conśequence, le produitdedeuxfonctionsanalytiquesestanalytique.

Démonstration. Le produit, termepar terme,desséries(7.3) donneun tableauavec éléments< U > � � U å � . Commele produit
~N2 � 5 @ � 2 � 5 correspondauxsommesdoublesdans(7.2)et la série(7.5)

estunarrangementlinéaire,il suffit d’appliquerle Théor̀eme7.1.Pour
p � piû Q w ¾]cnd 2 õ ª � õ�� 5 ona

l’estimation
ïU ì ´ ï� ì ´ p < U > � � U å � p3û 2 U ü ´ p < U p Q U 5G2 � ü ´ p < � p Q � 5O�±� �

. Alors, la formule(7.6) est
vraiepour � satisfaisant

p � paw ¾�cnd 2 õ ª � õ�� 5 .
Exemple. Cerésultatnouspermetdedémontrerla formule �!� ÷ 2 Y � 5 @ �!� ÷ 2#" � 5�� ��� ÷ 2+2 Y �$"�5 � 5
pour

Y �%"�� � , ��
, et d’endéduireque ��� ÷k� @ �!� ÷�X � ��� ÷ 2 � � X 5

.

Composition de séries convergentes. Soit X �°~�2 � 5F�Ë< R � �
<  �  �
<Gê � ê �%!B!B!
une

sérieavec
<¶´K� [ (c.-à-d.,

~�2 [ 5�� [ ) et soit � 2 X 5��
>¼´��D> R X �D>  X  ��>¼ê X ê �D!B!�!
. Cherchons̀a

calculerunesériepourla composition& 2 � 5r� � 2'~�2 � 5I5 (voir Fig.I.13). Oninsèrela premìeresérie
dansla deuxìemeeton réarrangela sérieenpuissancesde � :

& 2 � 5:� >¼´��D> R 2'< R � �D<  �  �D<Gê � ê �D!�!B!n5o��>  2'< R � �D<  �  �D<Gê � ê �D!B!B!45  ��!B!B!
� >¼´��D> R < R � �
2'> R <  �D>  <  R 5 �  �
2Ð> R <Gêr���a>  < R <  �D>¼ê¶< ê R 5 � ê �D!�!B!
� ; ´r� ; R � � ;  �  � ; ê � ê � ; © � © �D!�!B!�! (7.7)

De nouveauon se demandesi cettesérie poss̀edeun rayon de convergencenon nul et si elle
repŕesentela composition& 2 � 5r� � 2Ð~�2 � 5I5 .
Théorème7.3(compositiondeséries) Soientõ ª í [ et õ�� í [ les rayonsde convergencedes
sériespour

~�2 � 5 et � 2 X 5
. ChoisissonsQ í [ tel que ëÝGì R p < Ý p Q Ý w õ�� .

Alors, la série & 2 � 5r� ; ´�� ; R � � ;  �  � ; ê � ê ��!B!B!
de(7.7)converge pour

p � paû Q et on a

� 2Ð~�2 � 5I5�� & 2 � 5?!
Démonstration. Pour

p Q pxw õ ª , la fonction Q ³	 ëÝGì R p < Ý p Q Ý estbiendéfinie,elle estcontinueet
s’annulepour Q � [ . Il estdoncpossibledechoisir Q í [ tel que ëÝGì R p < Ý p Q Ý w õ�� (Fig.I.13).

õ ª
Q

'�(*),+.- )) /10

õ��

2 (435+6-8749;:<(=0?>@3BAC+

FIG. I.13: Compositiondeséries
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Enappliquantitérativementle Théor̀eme7.2,nousvoyonsquel’expression
~�2 � 5 U estunesérie3

~N2 � 5 U � ëÝGì R < Ý�� Ý U � ë
� ì U

< U � � �
avec un rayonde convergence

ó õ ª et pour
p � p�û Q w õ ª on a ë� ì U p < U � � � p�û ë� ì U p < U � p Q � û

2 ëÝGì R p < Ý p Q Ý 5 U �e�
l U avec
l w õ�� . Pourobtenirla série ; ´r� ; R � � ;  �  � ; ê � ê �D!B!B!

onaeneffet
échanǵe la sommationdans

� 2Ð~�2 � 5+5�� ë
U ì ´

> U ~�2 � 5 U � ë
U ì ´

> U ë
� ì U

< U � � � � ë
� ì ´

�
U ì ´

> U < U � � � � ë
� ì ´ ; � � � � & 2 � 5I!

La justificationvient du Théor̀eme7.1,car
ïU ì ´ ï� ì U p > U < U � � � p£û ïU ì ´ p > U p l U û ëU ì ´ p > U p l U �±� �

pourtout
ò ó [ .

Commeapplicationconsid́eronsun quotient � 2 � 5?¸a~N2 � 5 . Pourle développeren série, il suffit
detraiter

�m¸a~�2 � 5 car � 2 � 5?¸a~�2 � 5r� � 2 � 5 @ 2+��¸a~�2 � 5I5 et on saitdéjà développerun produitdeséries.
Si

<¶´ �� [ on peutmettrece facteuren évidenceet ainsi commencerla série de
~�2 � 5 par

�
(un

exempleintéressantd’un quotientestla sériepour D f dk� � `Icnd=� ¸ ^m_a`j� ).

Théorème7.4(quotient) Soit~�2 � 5�� �N�D< R � �D<  �  �D<Gê � ê �D< © � © �D!B!�!O�±�1���FE*2 � 5
unesérieavecrayondeconvergenceõ í [ etsoit Q í [ tel que ëÝGì R p < Ý p Q Ý w �

. Alors,ona pourp � pxû Q , �~�2 � 5 � �N� ; R � � ;  �  � ; ê � ê � ; © � © �D!�!B!�!
Lescoefficients ; Ý peuvent̂etre calcuĺeesencomparant lesmêmespuissancesde � dansl’identité2I�N��< R � ��!B!B!45G2I�N� ; R � �D!�!B!n5����

ou encalculant
�N�GE)2 � 5H�FE*2 � 5  �D!B!B!

.

Démonstration. On appliquele Théor̀eme7.3 avec � 2 X 5O� 2I��� X 5�® R � ��� X � X  ��!�!B!
et

avec X �HE*2 � 5 .
Touslesrésultatsdeceparagrapherestentvraissi l’on consid̀eredessériesdévelopṕeesautour

d’un point différentde l’origine. Par exemple,si
~�2 � 5k��<G´#�ç< R 2 � � � ´G5*�ç<  2 � � � ´G5  �ç!�!B!

et� 2 X 5N�
>¼´N�\> R 2 X � X ´G5b� >  2 X � X ´�5  �\!B!B!
avec X ´k�%~�2 � ´B5r�
<G´

, alorssousleshypoth̀esesdu
Théor̀eme7.3on a � 2Ð~�2 � 5I5�� ; ´r� ; R 2 � � � ´G5o� ;  2 � � � ´G5  ��!B!B!

pour
p � � � ´ piû Q .

Equationsdiff érentielles. Soitunefonction � 2 X 5N�
>¼´N� > R X � >  X  � >¼ê X ê � !B!B!
donńee,

on chercheunefonction X �%~�2 � 5r�
< R � ��<  �  ��<Gê � ê ��!B!B!
avec

q X
q � � � 2 X 5I� X 2 [ 5�� [ � (7.8)

(uneconditioninitiale X 2 � ´B5=� X ´
peutêtretraitéeenconsid́erantdessériesdevelopṕeesautour

de � ´ et X ´
respectivement).On insèrela sériepour X dans(7.8)et onutilise (7.7),< R �7�x<  � �7�x<Gê �  �D!B!�!O� � 2Ð~�2 � 5+5���>¼´��D> R < R � �%2'> R <  �D>  <  R 5 �  �D!B!�!�!

(7.9)

Unecomparaisondescoefficientsdonne< R ��>¼´¶� �x<  ��> R < R � �x<GêK�%> R <  �D>  <  R � áa< © �%> R <Gê��7�x>  < R <  ��>«ê¶< ê R �{!B!�!
(7.10)

et nouspermetdecalculerrécursivementlescoefficients
< Ý dela solutiondemanìereunique.Ici,

l’ étudedela convergenceestplaisante(Cauchy, Exerc.d’analyse1841).

3Attention: I estici unelettredesommationet non J /K0 .
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Théorème7.5 Si la série pour � 2 X 5
poss̀edeun rayonde convergencepositif õ�� í [ , alors la

série X � ~�2 � 5O� < R � �ç<  �  �ç!B!B!
, obtenueencomparant lescoefficientsdans(7.9),a aussiun

rayondeconvergencepositif õ ª í [ et donneunesolutiondel’ équationdifférentielle.

Démonstration. La série� 2 X 5��%>¼´a��> R X ��>  X  ��!B!�!
convergepour

p X piw õ�� . EnposantX �ML ® R
avec [ w L ® R w õ�� onendéduitquelescoefficientspeuventêtremajoŕespar

p > Ý paû ý L Ý
.

On cherchèamajorerlescoefficients
< Ý donńesrécursivementpar(7.10).L’in égalit́edu trian-

gle avecla majorationpour
> Ý donnep < R piû ý � � p <  pxû ý L p < R p � � p <Gê piû ý 2=L p <  p �GL  p < R p  5I� !B!B!

(7.11)

L’id éeestdedéfinir unesuitedesnombresréels
Y Ý enremplaçantdans(7.11)les

p < Ý p
par

Y Ý et les
“
û

” par“
�

”. Celadonne
Y R � ý � � Y  � ý L Y R � � Y êk� ý 2NL Y  �FL  Y  R 5I� !B!B!

(7.12)

La premìereobservationestqu’ona l’estimationp < Ý piû Y Ý pour
éF�{�����x��!B!B!

(7.13)

(cecisedémontreparun argumentderécurrencestandard)et la deuxìemeobservationestquelesY Ý satisfontles relationsde (7.10) si on remplaceles
> Ý par ý L Ý

. Cela veut dire que la sérieX � Y R � � Y  �  ��!B!B!
estla solutiondel’ équationdifférentielle

q X
q � � ý 2+�r� X L�� X  L  �D!B!�!45r� ý�r� X L � X 2 [ 5�� [ ! (7.14)

Cetteéquationpeutêtrerésoluefacilement(par“séparationdesvariables”,[HW, p.138])

2+��� X L¶5 q X � ý�q � O X � X  L� � ý � O X � �r� � �����PL ý �
L �

(7.15)

et sa solutionpeut être devélopṕeeen série (à l’aide de la série binomiale),qui converge pourp � pxw ��¸¡2 �PL ý 5
.

Exemples.La fonctionexponentielleX � ��� ÷k� estsolutionde l’ équationdifférentielle Q!RQ S
� X

et la fonctiontangenteD f dO� � `+cedK� ¸ ^�_i`j� estsolutionde Q!RQ S
���N� X  (exercice32).

Fonction inverse. Soit X ��~�2 � 5 avec X ´1��~�2 � ´�5 donńeeparun développementX � X ´u�< R 2 � � � ´�5£�L<  2 � � � ´G5  �&<¶êx2 � � � ´G5 ê �L!B!�!
. Oncherchele développementdela fonctioninverse� � � 2 X 5

sousla forme � � � ´F��> R 2 X � X ´G5)��>  2 X � X ´�5  ��>¼ê�2 X � X ´B5 ê ��!�!B!
. Aprèsdes

translations,on peutsupposer� ´ et X ´
plaćedansl’origine et on partde

X ��~�2 � 5��%< R � ��<  �  ��<¶ê � ê ��!B!B!
donńe

(
� � � 2 X 5N�%> R X ��>  X  �D>¼ê X ê �D!�!B!

cherch́e.
(7.16)

La fonction � 2 X 5
estl’inversede

~�2 � 5 si pour la fonction compośee & 2 � 51� � 2'~�2 � 5I5 dans(7.7)
nousavons & 2 � 5r� � . Unecomparaisondescoefficientsdonne

> R < R ����� > R <  ��>  <  R � [ � > R <Gê��7�x>  < R <  �D>¼ê¶< ê R � [ ��!B!B!
(7.17)

Si
< R �� [ , la premìereéquationnousdonne

> R ����¸a< R , la deuxìeme
>  � �u> R <  ¸i<  R , etc. Comme

la
é
ièmerelationestdela forme

> Ý < Ý R �D!B!B!Î� [ , où lestroispointsindiquentdesexpressionsdéjà
calcuĺees,la seulecondition

< R �� [ nouspermetdecalculerrécursivementtouslescoefficients
> Ý .
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La discussionde la convergencepar la méthodedesmajorants(similaire à celle dansla dé-
monstrationdu Théor̀eme7.5)estpossible(voir le livre deH.Cartan),maispeucommode.Nous
ramèneronsla questionà uneéquationdifférentielle(idéevueparGerhardWannerdansun cours
deW.Gröbner1963).

Théorème7.6 Soit X � ~N2 � 5���< R � �
<  �  �v<Gê � ê �
!�!B!
unesérie avec

< R �� [ et rayonde
convergenceõ ª í [ , alors la série � � � 2 X 5��%> R X �\>  X  � >¼ê X ê � !B!�!

aveccoefficientsdonńes
par (7.17)poss̀edeun rayondeconvergencepositif et on a � 2'~�2 � 5I5�� � dansun voisinagede [ .

Démonstration. Si � 2 X 5
estbiendéfiniedansun voisinagede [ , unedifférentiationdela relation� 2'~�2 � 5I5�� � donne � » 2Ð~�2 � 5I5?~ » 2 � 5�� ���

(7.18)

cequi conduità l’ équationdifférentielle

q �
q X � �

~ » 2 � 5 � �
< R ���x<  � ���a<¶ê �  ��!B!B! � ; ´�� ; R � � ;  �  �D!B!B!m� � 2 [ 5r� [ (7.19)

pourla fonction � � � 2 X 5
. Parle Théor̀eme6.1pourla dérivéeetle Théor̀eme7.4pourle quotient,

la série ; ´=� ; R � �
!B!B!
poss̀edeun rayonde convergencepositif. On estmaintenanten position

d’appliquerle Théor̀eme7.5 qui dit quela solutionde l’ équationdifférentielle(7.19)estdonńee
parunesérieavecrayondeconvergencepositif. Cettesériesatisfait (7.18),c.-à-d., & »E2 � 5r�{�

pour
& 2 � 5¯� � 2Ð~�2 � 5I5 . En comparantlescoefficientsde & »¼2 � 5 avecceuxde

�
et enutilisant & 2 [ 5#� [ ,

on voit que & 2 � 5r� � .

Corollair e7.7(théorèmed’inversion local) Soit
~\� y 	 ��

(avec y z ��
ouvert)analytique

dans y et soit � ´M, y . Si
~£»¼2 � ´B5-�� [ , la fonctionestlocalementbiholomorphe, c.-à-d., elle est

biholomorpheentredesvoisinagesde � ´ et de X ´k�
~�2 � ´�5 .
Démonstration. Avec � et X remplaćespar � � � ´ et X � X ´

dansle Théor̀eme7.6, la condition< R �� [ devient
~£»¼2 � ´G5=�� [ .

Exemples.La fonction
~�2 � 5Ê� �  (voir Fig.I.5) estlocalementbiholomorphedansun voisinage

de chaque� ´Á�� [ . Pourla fonction deJoukovski on a
~ » 2 � 5u� R


2I�#� � ®  5 . Elle estlocalement

biholomorphepour � ´���MS��
(voir Fig.I.7).

I.8 La fonction exponentielleet le logarithme

Etudionsendétail quelquesfonctionsanalytiques:la fonctionexponentielle,soninversele loga-
rithme,lesfonctionstrigonoḿetriqueset lespuissancescomplexes.

Fonction exponentielle.A partlespolynômeset lesfractionsrationnelles,la fonctionexpo-
nentielleestla fonctionholomorphela plusimportante.Elle estdéfinieparla série

��� ÷=� � ��� � � � �<� � � ê��� � � ©á�� �D!B!�!O� ëÝBì ´
� Ýé�� (8.1)

dontle rayondeconvergenceestõ �
æ
.
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Avecla fonctionexponentielle,il estnatureldeconsid́ereraussilesfonctionstrigonoḿetriques

^�_a`b� �n� �r� � ��� � � ©á�� ��!B!B! � ëÝGì ´
2'���m5 Ý2Ð�aé£5�� �  Ý

`+cedK� �n� � � � ê��� � �mÄ��� ��!B!B! � ëÝGì ´
2'���m5 Ý

2Ð�xé/�%�m5�� �  Ý å R (8.2)

qui sontégalementdéfiniespourtout � , ��
parcesséries.Enremplaçant � par

� � dans(8.1)eten
rassemblantlestermessanset avecle facteur

�
, onobtientla formuled’Euler (1748)

�!� ÷ 2�� � 5�� ^�_a`j� �&� `+cedK� pourtout � , �� !
(8.3)

Ce réarrangementde la série (8.1) estpermiscarelle convergeabsolument.Commê�_i` 2'� � 5u�
^�_i`j� et `+ced 2Ð� � 5F�Ë� `Icndk� , on arrive à exprimer les fonctionstrigonoḿetriquesen termesde la
fonctionexponentielledela manìeresuivante:

^m_a`j� � �
� �!� ÷ 2�� � 5H� ��� ÷ 2'�¯� � 5 � `Icndk� � �

��� ��� ÷ 24� � 5*� ��� ÷ 2'�¯� � 5 !
(8.4)

Équation diff érentielle. Pardifférentiationtermeparterme,onvoit quela fonctionexponentielleX � �!� ÷ 2 ; � 5 (avec ; , ��
) estsolutiondel’ équationdifférentielle

q X
q � � ; X !

(8.5)

Cettepropríet́e estcaract́eristiquepour la fonctionexponentielle,carsi X ��~N2 � 5Ê� <G´¯��< R � �<  �  �%!B!�!
satisfait (8.5), on a nécessairement

é£< Ý � ; < Ý ® R . Cetteformule de récurrencedonne< Ý � <G´ ; Ý ¸aé�� et on trouve ainsi la fonction exponentielle
~�2 � 5-� <G´ ��� ÷ 2 ; � 5 commela seule

solutiondel’ équationdifférentiellesatisfaisant
~�2 [ 5��%<¶´

.
Uneautrepropríet́ecaract́eristiqueestdonńeedansle théor̀emesuivant.

Théorème8.1(théorèmed’addition) Soit
~�2 � 5K� <¶´���< R � �ç<  �  ��!B!B!

donńeepar unesérie
avecun rayondeconvergenceõ í [ etavec

<G´F�� [ . Alors
~�2 � 5 satisfaitla relation~N2 � � X 5]��~�2 � 5?~�2 X 5

pour � � X avec � � X � � � X , s±ú 2 [ 5 (8.6)

si et seulementsi
~�2 � 5r� ��� ÷ 2 ; � 5 avecun ; , ��

.

Démonstration. Avec le produit de Cauchyon a démontŕe au paragrapheI.7 que la fonction~�2 � 5�� ��� ÷ 2 ; � 5 satisfait (8.6) (voir aussil’exercice27). Pourvoir qu’elle est la seulefonction
satisfaisant(8.6),nousdérivonscetterelationparrapportà X , cequi donne

~£»¼2 � � X 5r�%~N2 � 5I~£»¼2 X 5
.

En posantX � [ on voit que
~�2 � 5 satisfait l’ équationdifférentielle(8.5) avec ; �ô~£»E2 [ 5 . On a

donc
~�2 � 5r�%<G´ ��� ÷ 2 ; � 5 . Mais,pourquecettefonctionsatisfasse(8.6) il fautque

<G´k�{�
.

Cethéor̀emed’additioncombińeavecla formuled’Euler (8.3)donnepour � �\�C�&�'�
que

��� ÷K� � ��� ÷ 2��C�&�'�"5�� �!� ÷ � ��� ÷ 24�'�"5]� ��� ÷ �M2 ^�_a` �²�&� `Icnd �"5+!
(8.7)

Commenoussommesfamiliersaveclesfonctionsréelles�!� ÷ �
, ^�_i` �

et `+ced �
(avecargumentréel),

cetteformulenouspermetdemieuxcomprendrel’application
~�2 � 5¯� �!� ÷K� illustréeenFig.I.14.

Les lignes verticales(
�}� TVUXW�Y[Z

) sont envoyéessur descerclesavec rayon ��� ÷ �
, les lignes

horizontales(
���\TVUXW�Y[Z

) surdesrayonspartantdel’origine avecun angle
�

. De plus, ��� ÷K� �� [
quelquesoit � , ��

.
On saitquelesfonctions̀Icnd �

et ^�_a` � sont
�X]

-périodiques.Ceciimpliqueque

��� ÷ 2 � �7�xé^]¢�I5r� ��� ÷k� pourtout
é�,`_a_

et � , ��
. (8.8)



22 Différentiabilitédans
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FIG. I.14: La fonctionexponentielleet le logarithme

Théorème8.2 Pour tout t , � � , la fonction
~�2 � 5=� ��� ÷K� estbiholomorphecommeapplication

entre $ � , �� ( t �$] w
Im � w t �d] . et

��¬ �5u
où �5u �%$ � � Q ��� ÷ 24� t SL�h]N5¡( Q ó [x. estle rayonpartantdel’origine avecangle t S$]

.

Démonstration. Surjectivit́e.PrenonsX ´K, ��²¬ �5u etécrivonscenombrecomplexeencoordonńees
polairesX ´=� Q 2 ^m_a`jP ��� `Icnd=P 5

(Q í [ et P �� t S$]
mod

�v]
). Avec � ´Ê�n� ½ _ h Q �L� P ���xé[]¢�

(oùé
estun entier)on a que ��� ÷k� ´/� X ´

. Il suffit dechoisir
é

afin que P �D�xé^]
soit dansl’intervalle

ouvert
2 t �d]r� t �d]�5

pourconclurela surjectivitédel’applicationexponentielle.
Injectivité. Soit ��� ÷K� ´K� �!� ÷K� R avec � ´k���j´i�Ê�'�a´

, � R �7� R �Ê�'� R et t �@] w �a´B�+� R w t �@]
. La

formule(8.7)impliqueque
� R ���j´

(car ��� ÷ � R � p �!� ÷K� R p � p ��� ÷k� ´ p � ��� ÷ �j´
) et

� R �C�a´k�%�xé^]
avecunentier

é
. Commela distance

p � R �Z�a´ p
eststrictementpluspetiteque

�X]
, il ensuit

éF� [ et
l’injectivitédel’application.

Holomorphie. La fonction
~�2 � 51� ��� ÷=� estanalytiqueet doncholomorphesur

��
. Comme~£»E2 � 5¯� ��� ÷k� �� [ partoutdans

��
, le théor̀emed’inversionlocal (Corollaire7.7) impliquequela

fonctioninverseestaussiholomorphe.

Le logarithme. Le but estdedéfinir le logarithmecommeapplicationinversede la fonction
exponentielle.Pourceci il faut restreindrele domainede définition de ��� ÷=� , par exemple,à la
bande

�v�e�%$ � , �� (H�V] w
Im � w �V] . (voir le Théor̀eme8.2). Onobtientalors

Log � �n� ½ _ h p � p ���jfagIh � (8.9)

où l’argument
fag+h � estchoisipourque

�V] w fag+h � û �V]
. Cettefonction,qui estholomorphe

parle Théor̀eme8.2,estla brancheprincipaledu logarithme. Elle estdéfiniesur
��L¬ � ´

etelleest
souventnot́ee Log � (avecunL majuscule).

On peutaussidéfinir le logarithmecommefonctionmultivalúee½ _ h � �e� ½ _ h p � p �L�jfag+h � ���aé^]¢�
avec

é�,`_a_Ê!
(8.10)

Il faut faireattention,car

½ _ h � n’estpasun seulnombrecomplexemaisun ensembledenombres
complexes.Quelquesoit

é
dans(8.10),ona �!� ÷ 2 ½ _ h � 5�� � . Encontrasteavec Log � , l’expression½ _ h � estdéfiniesur tout le plancomplexe (à l’exceptiondeorigine). Pourun nombreréelnégatif

on a

½ _ hb2'�¯�H5r� ½ _ ho�C�
2 �xé/�
�m5N]¢�
(si

��í [ ).
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Équation diff érentielle. Soit
~�2 � 5\� ½ _ h � la fonction (8.10) avec un

é
fixé (par exemple,~�2 � 5=�

Log � ), ou unedesfonctionsinversesde la fonctionexponentiellevueauThéor̀eme8.2,
alors

~�2 � 5 est holomorpheet on a ��� ÷ 2'~N2 � 5+5:� � . Une différentiationpar rapportà � donne��� ÷ 2Ð~�2 � 5+5?~£»E2 � 5����
. Enconśequence,la fonctionX � ½ _ h � estsolutiondel’ équationdifférentielle

q Xq � � �
� !

(8.11)

La valeurinitiale estX 2I�¨5�� [ pourla brancheprincipaleet X 2+�m5����xé[]¢�
pourlesautresbranches.

Devélopementensérie. Avecl’argument� remplaćepar
�x� � onvoit que Log

2+�x� � 5 estsolution
del’ équationdifferentielle Q!RQ S

����¸¡2I�N� � 5�� �r� � � �  � � ê �D!B!B!
. Uneintégration,termepar

terme,donnealors
Log � � � � � � � � ê� � � ©á ��!B!B!

pour
p � piw ��!

(8.12)

La relation fonctionnelle. Le théor̀emed’addition pour la fonction exponentielleimplique que��� ÷ 2 ½ _ hb2 �mX 5+5r� �mX � �!� ÷ 2 ½ _ h � 5 ��� ÷ 2 ½ _ h X 5�� �!� ÷ 2 ½ _ h � � ½ _ h X 5
. On endéduitque½ _ hb2 �mX 5r� ½ _ h � � ½ _ h X ���aé^]¢�

(8.13)

pour deuxnombrescomplexesnon nuls. L’entier
é

estdétermińe par la branchedu logarithme
choisie. Si l’on consid̀ere deux nombrescomplexes dans

���¬ � ´
et la brancheprincipaledu

logarithme,on a

Log
2 �mX 5��

Log � �
Log X � �X]¢�

si
figIh � �7fagIh X w ]

[ si
figIh � �7fagIh X ,2Ð�w]r��]�5�u�X]"�

si
figIh � �7fagIh X í��V] (8.14)

En particulier, on a

½ _ h � ð � ñ
½ _ h � �ç�xé[]¢�

pourdesentiersñ et doncaussi� ð � ��� ÷ 2 ñ
½ _ h � 5 .

Cetteformuleestla motivationpourconsid́ereraussidespuissancescomplexes.

La puissancecomplexe. Pourun nombrecomplexe ; , ��
et pour la variablecomplexe� �� [ nousdéfinissons � � �n� �!� ÷ 2 ;

½ _ h � 5?! (8.15)

Ici, la fonction

½ _ h � estmultivaluée. Ceci signifieque � � estaussimultivaluéeengéńeral. Pour
chaquebranchede

½ _ h � , cettefonction estholomorphecommecompositiondesfonctionsholo-
morphes.Consid́eronsquelquescasparticuliers:� Si ; � ñ estunentierpositif, ona � � � � @ !B!B! @ � (ñ fois); cettevaleurestunique;� Si ; �%� ñ estun entiernégatif,ona � � � � ® R @ !B!�! @ � ® R

(ñ fois); cettevaleurestunique;� Pour ; ����¸ ñ , la valeur � � repŕesenteles ñ solutionsde X ð � � , et on lesobtientenprenant
unesolutionet enla multipliant par ��� ÷ 2Ð�aé^]¢��¸ ñ 5

(
éC� [ �x���B!B!�!m� ñ �v�

) qui sontles ñ ièmes
racinesd’unité;� Si ; , � � ¬ �x

estun nombreirrationnel(parexemple ; �{� �
), l’expression� � repŕesente

uneinfinité desnombrescomplexes; ils sontdensessur le cercleavec rayon
p � p �

centŕe à
l’origine;� Si ; , ���¬ � � , l’expression� � repŕesenteuneinfinitédesnombrescomplexes;ils sontsitués
surunespiraleet donńespar � � � ��� ÷ 2 ; Log � 5 �!� ÷ 2 �xé^]¢� ; 5 pour

é],y_a_
.

Échangeonsmaintenantlesrôlesde ; et � dans(8.15)etconsid́erons

; S �n� ��� ÷ 2 � Log ; 5I! (8.16)

Cettefois il s’agit d’unevraiefonction,caron a fixé Log ; commela valeurdela brancheprinci-
pale. Avec T �n� ��� ÷ 2I�¨5=�{�x!4ßj� à � à !B!�!

, on a Log T �°�
et doncaussiT S � ��� ÷ 2 � @ �m5k� �!� ÷ 2 � 5 .

Cecijustifie la notationT S pourla fonction �!� ÷=� .
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I.9 Exercices

1. Calculerlesdeuxracinesdu polynôme

z K{}|�~K{1�,�%� zr� |��K{1���?��� �
2. Écrirele nombrecomplexe � � ��� { � � encoordonńeespolairesetcalculer

Ö� � (trois solutions).

3. En utilisantla formuledeCardano(voir [HW, p.7]) calculerla solutionréelledel’ équation

z ê ��z {�~w��� �
Vérifier le résultatavecun logiciel commeMaple.

4. Consid́eronsuneapplication� � w� � �  : � � �� � | �j�
� �� | �j� � � .

Avecl’identification ���� � �  de(1.3)ellepeutêtreécritesousla forme � ����| z � .
Exprimer ��| z � entermesde � , � et z � � {s� � .

5. Décriregéoḿetriquementlespartiesdu plancomplexe définiespar

a) � z �,� ~ , � z {�~ �C� ~ , � zK� ~ �,� ~ ,
b) Re zw��� ~, ,¡ , Re z {�¡ Im z � � ,
c) ¡�¢£ �� ��¤�¥!¦ z � ��¢£ �� .

6. Lesquelsdesensemblesdel’exercice5 sontouverts,fermés,borńes,compacts?

7. Pour § � �©¨ª� � et «¬¨�� consid́eronsl’ équation

§ z z { « z { « z { � ��� �
Montrerquecetteéquationrepŕesenteun cercledans �� si §¯®�°� et � «�� �± §^� . Discuterle cas § �°� .
Quesepasse-t-ilsi � «��  ��§<� ?

8. Avec l’identification ��²� � �  de (1.3) chaqueapplication � � -linéaire � � 1� � �  peut êtreécrite
sousla forme

��| z �?��³ z {1´ z (9.1)

avec ³ � ´ ¨µ�� (uniquementdétermińes).

9. Montrerqu’uneapplication(9.1)satisfait

�� -linéaire ¶ ��|·�%� �¸�%��|�~,� ¶ ´¹���,º
10. Étudier la fonction »½¼µ¾�¿�À�ÁÂ¼ÃÀ[Ä�Å et démontrerquecettefonction conserve les cercles,c.-à-d.,

l’imaged’un cercleestun cercle.

11. L’imaged’un cercle Æ,À£Ç£È À?É1Ê�ÈX¼¸ËÍÌ parla transformationdeCayley (2.7)estdenouveauuncercle
(ouunedroite).Déterminersoncentreetsonrayon.

12. Soit ÎÏ¼�Æ,ÀÐÇÐÈ ÀÑÈCÒ�Ó,Ì , l’exterieurdecercleunité. Demontrerquela transformationdeJoukowski

¾ÕÔPÎÏÖ ×Ø}ÙÂÚ ÉwÓ,ÛÜÓ�Ý définiepar À�ÞÖ»ß¼ Óà ÀKá Ó
À Û

consid́eŕeecommeapplicationde Î dans ×Ø�ÙwÚ ÉwÓ,ÛÜÓ�Ý estsurjective et injective. Etudierl’application
inverse ¾6Ä�ÅâÔ[»MÞÖmÀ . Dessinerles imagesinversesdeslignes Im »ã¼Ãäjå�æÍç�è (écoulement”poten-
tiel” autourd’un cylindre).
Indication.L’imagede Àw¼�éhê,ë�ìÕáîí�ëvï ð@ì est »F¼�éhê,ëjì .

13. Décomposerla fonction »G¼�¾�¿�À�Á ¼�ÀÜñ enpartieréeleet imaginaire¾�¿·ò�áóí�ô�Á?¼¸õj¿·ò�Ûhô.Á<áóí�ö�¿·ò�Ûhô.Á .
Calculerlesdérivéespartielleset vérifier leséquationsdeCauchy–Riemann.
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14. Soit õ�¿·òjÛhô�Áù¼úò ñ ÉGû�òÑü�ô�üwá�ô ñ donńee. Trouver toutesles fonctions ö�¿·òjÛhô�Á qui satisfontavecõj¿·ò�Ûhô.Á partoutleséquationsdeCauchy–Riemann.

15. Soit ý unouvert de ×Ø et ¾þÔ�ý�Ö ×Ø unefonction ×Ø -différentiable.Montrerquela fonction

ÿ ¿�À�Á£¼ ¾�¿ À,Á
est ×Ø -différentiablesur ý�¼�Æ,À��µ×Ø Ç À��sýÂÌ . Quelleestla dérivéede ÿ ¿�À�Á ?

16. La fonctioncarŕee ¾�¿�À�Á5¼ãÀÜü , vuecommeapplication ×Ø�� Ö ×Ø`Ù ¿�É���Û���Ý , estbijective. Montrer
quela fonctioninverse¾6Ä�Å�¿·»@Á ¼	� » estholomorphe.

17. A chaquematricecomplexe 
y¼ Ê ��  avec ¿ � Û  Á��¼	� nousassocionsla fonction

¾��Ð¿�À�Á ¼ Ê<ÀKá��� Àâá  º
Montrerque ¾���� ¼�¾����K¾�� c.-à-d. ¾����©¿�À�Á ¼�¾�� ¿!¾��©¿�À�Á�Á º
Endéduireque,pour � �¼�� et ������
��¼	� , la fonction ¾��Ð¿�À�Á estbiholomorpheentre ×Ø Ù Æ,É � Ä�Å  Ì et×Ø}Ù Æ � Ä�Å Ê<Ì . Quelleestla fonctioninversede ¾�� ¿�À�Á ?

18. En utilisantle corollaire3.3démontrerquela fonction� ê �VÀwÔ#¼ � ê �ùÈ ÀÑÈ�á1í�!#"$�rÀ
estholomorphesur ×Ø}Ù ¿�É���Û���Ý .

19. Trouver unesolutionõj¿·ò�Ûhô.Á du probl̀emedeDirichlet suivant:% õî¼	� sur &�¼ Ú �,ÛÜÓ�Ý(' Ú �,ÛÜÓ�ÝNÛ õj¿·òjÛ��,Á£¼¸õj¿)�,Ûhô�Á£¼	�,Û õj¿·ò�ÛÜÓ,Á£¼¸ò�Ûfõj¿�Ó,Ûhô�Á£¼¸ô º
Idée. Consid́ererla partieréelle(ouimaginaire)d’unefonctionholomorphe(polynomialtrèssimple).

20. Déterminerle rayondeconvergencedela sériebinomiale( *��,+ - )

¿�ÓKá�À�Á/.rÔ#¼�Ó©á�*jÀâá *X¿)*BÉ�Ó,Áà 0 À ü á ºÜºÜº á *v¿)*BÉ�Ó,Á21 ºÜºÜº 1�¿)*ÐÉ43Vá�Ó,Á3 0 À65rá ºÜºÜº ¼
7
5�8:9

*3 À65 º
21. Déterminerle domainededéfinition dela fonctiondeBesseld’indicezérodéfiniepar

; 9 ¿�À�Á ¼
7
5 8:9

¿�ÉwÓ,Á 5à
ü 5 ¿)3

0
Á ü À ü 5 º

22. On saitquela série
7
5 8:9 Ê 5 ¿�ÀrÉªí%Á 5 convergepour Àù¼4< et divergepour À ¼ßÉ�= . Quesaiton au

sujetdela convergenceoudela divergencedessériessuivantes?7
5�8:9

Ê 5 ¿�ÓKá1í%Á 5 Û
7
5 8:9

Ê 5?> 5 Û
7
5 8:9

¿�ÉwÓ,Á 5 Ê 5:@ 5 º
23. Déterminerlescoefficientsdela série

À ü á�Ó,Ó,ÀâÉ
à

¿
à
À É�Ó,Á�¿�À ü ÉA<�Á ¼²Ê 9 á�Ê Å Àâá�Ê ü À ü á�ÊCB?À B á ºÜºÜº (9.2)

et calculerle rayondeconvergencedela sérieainsiobtenue.
Pourunefractionrationnellearbitraire,deviner uneformulepourle rayondeconvergence.
Quelestle rayondeconvergencedela sériequ’onobtientsi l’on développela fonctionde(9.2)autour
du point � ¼�Ó ?
Indication.Décompositionenfractionssimples.
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24. Soient Æ,ÊED�Ì , Æ �FD�Ì deuxsuitesdans + - . Supposonsque
� ïHGDJI 7 �FD existe et quecettelimite estnon-

negative. Alors on a toujours � ïHG1ëLKNMDJI 7 ¿�ÊOD��FD�Á?¼ � ïHG1ë$KPMD:I 7 ¿�ÊOD�ÁQ1 � ïHGDJI 7 ¿)�FD�Á
(omautilisé cerésultatdansla preuve du théor̀emesurla ×Ø -différentiabilit́e d’unesérieentìere).
Montrerparun contreexemplequel’affirmation� ïHG1ëLKPMDJI 7 ¿�ÊEDN�FD�Á£¼ � ïHG1ëLKPMDJI 7 ¿�ÊED�ÁQ1 � ïHG1ëLKPMDJI 7 ¿)�FDÑÁ
estfausseengéńeral.

25. Soit ¾�¿�À[Á ¼½Ê 9 á°Ê Å À á�Ê ü ÀÜü�áGÊ B À B á ºÜºÜº donńee par unesérie ayant R�ÒS� commerayonde
convergence.Démontrerque

T ¿�À�Á ¼�Ê 9 ÀKá�Ê Å ÀÜüà á Ê ü À
BU á�Ê B À ñ< á ºÜºÜº ¼

7
5 8:9

Ê 5 À 5
� Å3Vá}Ó

estuneprimitive de ¾�¿�À�Á sur ÎWV�¿)�,Á , c.-à-d.,le rayondeconvergencedecettesérieest R et on a queTYX ¿�À�Á ¼�¾�¿�À�Á .
26. La fonction !#"véZ�C!�ð À estla primitive de ¾�¿�À�ÁV¼ ¿�ÓVá`ÀÜü,Á Ä�Å qui s’anullepour À¯¼[� . Calculerles

coefficientsdela sériepour !#"véZ�C!�ð À .
Résultat. !#"véZ�C!�ð À�¼�ÀâÉ]\6^B á�\6_` É	\Cab á ºÜºÜº .

27. Démontrerque ��c:M ¿�Àâás» Á ¼d��c:MÂÀe1#��c?MK» º
28. Exprimer les fonctions ëXï ð�À et éhê,ëjÀ en termesde ��c?M ¿·í�À�Á et ��c?Mj¿�É¬í%À�Á et utiliser le résultatde

l’exercice27 pourdémontrerla formule

ëvï ð ¿�À á1» Á£¼¸ëvï ðÂÀ éhê,ëÑ»yá}éhê,ëjÀ5ëvï ðâ» º
29. Calculerlescinq premierstermesdela sériepour ¾�¿�À�Á ¼d��c:M ¿)* � ê ��¿�ÓKá}À�Á�Á etcomparerlesavecla

sériedel’exercice20.

30. Soit » ¼�!#"véhëvï ð À . Inspirezvousdu dessin(qui lui même
estinspiŕe d’un dessindeNewton1669)pourvoir que » À ¼ Ó� ÓKÉ�À ü ¼�¿�Ó,ÉwÀ ü Á Ägfh º

−1 0 1

1

À

À
Ó

» % »
� ÓKÉ�À ü

% ÀInsérerpour cettedernìere fonction la série binomialeet
obtenirparintégrationla série(deNewton)pour !#"véhëXï ð À .
Déterminerle rayondeconvergence.

31. LesnombresdeBernoullisontlescoefficientsdela série

Ài \ É�Ó ¼	j 9 á j ÅÓ 0 ÀKá j üà 0 À ü á j BU 0 À B á j ñ< 0 À ñ á ºÜºÜº¬º (9.3)

a)Démontrerla formulederécurrence

3 � j 9 á 3
Ó j Å á ºÜºÜº á 33VÉ�Ó j 5 Ä�Å ¼S�

etcalculerlespremiersdix nombresdeBernoulli.
b) En observantque Ài \ É�Ó á

Àà ¼ Àà i \Lk üKá i Ä \Lk üi \Lk ü É i Ä \Lk ü (9.4)

démontrerque jmlâ¼	� si n Ò�Ó estimpair.
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c) En remplaçant À par í%À dans(9.4) trouver lescoefficientsdela sériepour

éhê � À�¼ éhê,ëjÀ
ëvï ð�À ¼

Ó
À á

7
5 8 Å

¿�ÉwÓ,Á 5
à
ü 5 j ü 5¿
à 3PÁ 0 À ü 5 Ä�Å º (9.5)

d) Vérifier l’identité �C!�ðÂÀ�¼�éhê � ÀâÉ à éhê �X¿ à À�Á etendéduirela formule

�C!�ðÂÀ¹¼
7
5�8 Å

¿�É�Ó,Á/5 � Å
à
ü 5 ¿
à
ü 5 É�Ó,Á)j ü 5¿
à 3PÁ 0 À ü 5 Ä�Å º (9.6)

32. Déterminerlespremierstermesdela sériepour �C!�ðÂÀ deplusieursmanìeresdifférentes:
a)commele quotientdesdeuxsériesdans �C!�ð Àw¼ ëvï ðÂÀpo?éhê,ë?À ;
b) commefonction inversede la série pour !#"véZ�C!�ð@À (utiliser les formulespour la compositiondes
séries);
c) commesolutiondel’ équationdifférentielle » X ¼�ÓKá1» ü (justifiér cetteéquationdifférentielle).

33. SoientR:q Ò	� et RJrKÒ	� lesrayonsdeconvergencedessériespour ¾�¿�À�Á et ÿ ¿·»@Á etsoit ¾�¿)�,Á£¼	� . La
démonstrationduthéor̀eme7.3(compositiondeséries)montrequela sériepourla fonctioncompośeeÿ ¿�¾�¿�À�Á�Á poss̀edeunrayondeconvergence

Rts	G ï ð R q Û<ëLKNM Ë
7
5 8 Å

È Ê 5 È Ë 5vu R:r º
Calculercetteestimationdu rayondeconvergencepourl’inversedela série éhê,ëjÀ :

Ó
éhê,ë�À ¼

Ó
Ó©É�¾�¿�À[Á où ¾�¿�À�Á ¼ ÀÜüà 0 É À ñ< 0 á À�w

û
0 É ºÜºÜº¬º

Résultat.
� ê ��¿ à á � U Á .

34. Montrerquel’ équationcubique À B É U À Éî»F¼	� (9.7)

poss̀edeunesolutionuniqueprochede � si » et suffisammentpetit. Plusprécisement,il existedes
voisinagesý de À 9 ¼x� et y de » 9 ¼z� tels que pour tout »{�|y il existe un unique À��úý
satisfaisant(9.7). Devélopercetteracineenpuissancesde » (calculerlespremiers

U
termes).

35. Déterminertouteslesracinescomplexesdeséquationssuivantes:

ëvï ðÂÀw¼	�,Û éhê,ëjÀ�¼	�,Û ��c:M ¿ à À�Á É @ ��c?M@ÀKá}<ó¼�� º
36. Devéloperla fonction ¾�¿�À[Áâ¼ � ê �VÀ (branchepricipale)ensérieautourd’un point À 9 � ×Ø qui n’est

passurl’axe réelnégatif.Quelestle rayondeconvergencedecettesérie?

37. Uneexercicedifficile. Démontrer, parrécurrence,quepouttout À��µ×Ø etpour ~�s à
ona

ÓKá À~
D ¼²ÓKá�ÀKá

D
5�8 ü

ÓKÉ Ó~ 1 ºÜºÜº 1 ÓKÉ 3VÉ�Ó~ À 53 0 º
En déduirequepourtout nombrecomplexe À ,

� ïHGDJI 7 ÓKá À~
D ¼���c?M À º

38. Démontrerpour È ò©È u Ó que

!#"véZ�C!�ð ò1¼ íà � ê � í ásò
í Ésò

a) à l’aide dela formuled’Euler appliqúeeà ò1¼d�C!�ð À�¼¸ëvï ðÂÀpo?éhê,ë?À ;
b) à l’aide desériesentìerespour !#"véZ�C!�ð À et

� ê ��¿�ÓKá}À�Á .
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39. Démontrerlesidentit́es(d’Euler 1746etdeJohannBernoulli 1702)

í �j¼ i ÄJ� k ü Û i � � k ü ¼¸í º
Quellesautresvaleurspour í � et i � � k ü pourrait-onimaginer?

40. Pourun À fixé (parexemple, ÀþÔ#¼MÓrá¹í ), lesvaleursrepŕesent́eespar À 9O� Å � � 9O� 9 Å sonttoutessurune
spirale.Donnercettespiraleencoordonńeespolairessousla forme Ë ¼	*X¿�ì�Á .

1 2−2 −1

1

2

−2

−1

FIG. I.15: Lesvaleursde ���m����� 9O� Å � � 9O� 9 Å (Exercice40).



Chapitr e II

Calcul int égral et théoriedeCauchy

“Wassoll mansichnunbei ìÑò�1  ò für ò¸¼ ÊVásí�� denken? ºÜºÜº Ich behauptenun,dassdas
Integral ìÑòt1  ò nachzweienverschiednen̈UbergängenimmereinerleiWertherhalte.”

(C.F.Gauss1811,lettreàBessel,Werke8, p.91)

“L’intentiondeCauchy, proclaḿeedansl’introductiondesonmémoire,́etaitderendrerigoureuse
uneméthoded’intégrationutiliséedéjà parEuleret surtoutparLaplaceºÜºÜº ”

(B. Belhoste,Cauchy, p.179,enparlantdeCauchy1814)

Le “M émoire” reconnucomme“le plus importantdestravaux de Cauchy”est intitulé Mémoire
sur lesintégralesdéfinies,prisesentre leslimitesimaginaires, publiéen1825,enquelquesexem-
plaires,et inclusseulementen1974danslesOeuvresdeCauchy (cf. [Remmert1991]).

Le but decechapitreestdedonnerun sensà ��)�
� ���?�2�N� où � 9 � � sontdesnombrescomplexes

reliésparunecourbeet � estunevariablecomplexe. La théoriedu calcul intégralcomplexenous
permetdemieuxcomprendrelesfonctionsholomorphesetanalytiquesintroduitesauchapitreI.

II.1 Cheminset courbes

Commemotivation de la définition suivante,consid́eronsune fourmi se promenantsur le plan
complexe. On peutdécriresoncheminendonnant̀a chaqueinstant� la positiondela fourmi, i.e.,
lesdeuxcoordonńees�e�H�6� et �Y�H�6� .
Définition 1.1 Un cheminouunecourbeparamétréedans ÷ø���� � ü estunefonctioncontinued’un
intervallefermédans ÷ø , c.-à-d.,�d��� � ��¡

¢2£ � � ü . Noussupposonsenplusque���¤�6� estcontinûment
différentiableparmorceaux.

Voici quelquesexemplessimples:¥ Desfonctions�A¦ � �¤�(� et �§¦©¨ª�¤�«�
peuventêtreécritessousla forme

���¤�6�¬¦ �� �H�6� resp.���¤�6�¬¦ ¨ª�¤�6�� . � �

�� �¤�6�
¨ª�¤�6� �

�
�

¥ Un cercledansle planestdonńepar ���¤�6�¬¦ E®J¯ �¯
°²± � . ³ �

� � O®J¯ � � ¯
°²± �6�

¥ Soient � Å � � ü � � B troispointsdans ÷ø . Le borddu
triangleforméparcestroispointsestdécrit par

���¤�6��¦ � Å �©´E�?��� ügµ � Å � si ¶¸·¹�W·º�O»:´� ü ���¼´E� µ �O����� B µ � ü � si �O»:´½·¾��·�¿À»:´� B ���¼´E� µ ¿J����� Å µ � B � si ¿J»:´½·¾��·Á� .
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Chemin renversé. Soit ����� ¶ � �
¢Â£ ÷ø un chemindans ÷ø . On dénotepar � µ �Â���Ã�Ä¶ � �

¢�£ ÷ø le
cheminparcourudansle sensinverse.Il estdonńepar � µ �����¤�6�¬�Å¦©�Ã��� µ �6� .
Chemin compośe. Soit � Å ��� ¶ � �

¢Q£ ÷ø uncheminet � ü ��� ¶ � �
¢Q£ ÷ø unautreavec � ü �¼¶J�¬¦©� Å ���O� .

Alors nousécrivonspourle chemincompośedesdeuxchemins�d¦©� Å �4� ü enposant

�Ã�H�6�¬¦ � Å �Æ¿E�6� si ¶¸·¹�W·º�E»:¿� ü �Æ¿E� µ �C� si �E»:¿½·Ç��·S� . (1.1)

On peutaussicomposerplusieurscheminssi le point final
d’un cheminestégalaupoint dedépartdu cheminsuivant.
Onutiliselanotation� Å �W� ü �½È�È�È¤�W��É .

� Å
� ü � B

� ñ

Définition 1.2(courbe) Deux chemins�Ê���Ë� ��¡
¢Ì£ � � ü et Í¹��� � � �

¢t£ � � ü sont équivalents
s’il existe un difféomorphismeÎ �4� � ��¡

¢A£ � � � �
¢

(bijective et Î ainsi que Î Ä�Å continûment
différentiables)tel que�Ï¦�ÍÃÐ¬Î , i.e., ���¤�6�¬¦�Í��¤ÎÑ�¤�6��� .

Une courbeest une classed’équivalencede chemins. Une courbeorient́ee est une classe
d’équivalencedecheminspourla relationpréćedenteavec Î strictementcroissante.

�� ¡
Ò� �

�

�

Î

� Í

Exemple. Lesdeuxparaḿetrisations

���¤�6�Ó¦ O®J¯ �¯
°²± � � ¶¸Ô��ÃÔ©Õ �

Í�� Ò �Ó¦ µ ÒÖ � µ Ò ü � µ ��Ô Ò Ô×�EÈ
�

�

�
�

repŕesententle mêmedemi-cercle( Ò ¦ØÎt�H�6�v¦ µ O®J¯ � dansla Définition 1.2). En interpŕetantle
param̀etre � respectivementÒ commele temps,on observe quela courbeestparcourueavecune
vitesseconstantelorsdela premìereparaḿetrisation.Lorsdela deuxìeme,la partieausommetest
parcouruemoinsvite quelespartiesàgaucheet à droite.

Pourunecourbeparaḿetŕee ���Ù� � ��¡
¢e£ ÷ø , consid́eronsunesubdivision ÚE� 9 � � Å � È�È�È � �$Û�Ü de

l’intervalle � � �E¡
¢

et les pointscorrespondantssur la courbe. Une approximationde la longueur
d’arc estla longueurdu polygonereliant les points ���¤� 9 � � ���¤� Å � � È�È�È � ���¤�$Û�� . On obtientdonc,en
utilisantle théor̀emedeLagrange,

longueur Ý Û Ä�Å
� 8:9

Þ �Ã�H� � � Å � µ ���¤� � �
Þ

Ý Û Ä�Å
� 8:9

ÞFß�Ã�H� � �
Þ �¤� � � Å µ � � �#È �� ¡

à 9 à Å à ü à Û
�

�á ¿ à 9 Á á ¿ à Û Áá ¿ à Å Á
�

CeciestunesommedeRiemann.La limite quandâ�ãCä �
Þ � � � Å µ � �

Þ«£ ¶ donnealorsla longueur
cherch́ee.

Définition 1.3(longueur d’ar c) La longueurdela courbeparaḿetŕee�Ï�(� � ��¡
¢«£ ÷ø est

å �¤���æ¦ r
q

Þ)ß���¤�6� Þ ���CÈ
Un changementdescoordonńees( Ò ¦çÎt�H�6� ) montrequecettedéfinition estindépendantedu

repŕesentantd’unecourbe.Deplus,on a
å � µ �Â�¬¦ å �H�Â� et

å �H� Å �4� ü �Y¦ å �H� Å �è� å �¤� ü � .
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Exemple. Consid́eronsla parabole�A¦©� ü paraḿetriśeepar ���¤�6�¬¦é�H� � � ü �Fê .
Comme

ß���¤�6�¬¦º��� � ¿E�6�Zê , onobtientpourla longueurd’arcentre��¦�¶ et �Ã¦º�
å �¤���¬¦ Å

9
Ö �m�©ëE� ü � �e¦�È�ÈEÈ�¦

Ö ì
¿ � �

ë
í
®Jî ¿�� Ö ì È �

�

II.2 Int égralescurvilignes

Le probl̀emeconsisteà donnerun sensà une intégralecomplexe ��)�
� ���:�2�P� où � 9 ¦ï� 9 �Ç� ¡L9 ,�Ã¦��v��� ¡ et � parcourtunchemin���¤�6� reliant � 9 avec � .

� 9 � �¡)9

¡
�

� Å
� ü

� B
� ñ�½¦©���¤�6�

� 9

�

FIG. II.1: Cheminpourintégralecurviligneet undessindeRiemann[Neuenschwander1996]

L’id éeestdeplacersurla courbeunesuitedepoints � 9 ¦�� 9p� � Å � È�È�È � � D ¦�� (Fig.II.1) et deposer

ð � ���?�2�N�ñ�²¦ í ° â � ��� 9 ����� Å µ � 9 �è� � �¼� Å ����� ügµ � Å �è�¹È�È�È:� � ��� D Ä�Å ����� D µ � D Ä�Å � (2.1)

où la limite estprisesur dessubdivisionsde plus en plus finesde la courbe. Supposonsquela
courbesoit détermińeeparuneapplication���Y� � �E¡

¢ò£ ÷ø , qui soit continûmentdifférentiablepar
morceaux.Inspiréspar � 5 ¦S�Ã�H� 5 � , pour lesquels� 5 � Å µ � 5 Ý ß���¤� 5 �eó��H� 5 � Å µ � 5 � si � 5 � Å µ � 5
estsuffisammentpetit, l’expressionde (2.1) devient unesommede Riemann. Ceci sertcomme
motivationdela définitionsuivante.

Définition 2.1(int égralecurviligne) Soit �Ê�}�Ë� ��¡
¢Ì£ ÷ø une courbeparaḿetŕee qui est con-

tinûmentdifférentiableparmorceaux1 et soit
� ���:� unefonctiondéfinieet continuesur le support���#� � ��¡

¢ � dela courbe.On définit alorsl’int égralecurvilignecomme

ð � ���:�2�P�ñ�Å¦ r
q

� �H���H�6�#� ß���¤�6�2���CÈ (2.2)

On doit maintenantmontrerquecetteintégralecurviligneestbiendéfinie, c’est-̀a-direqu’elle
estindépendanteduchoix dela paraḿetrisationdela courbeorient́ee.

Théorème2.2 Soient�Ã�H�6� et Í�� Ò � deuxcheminséquivalents(Définition1.2) estsoit ÎÑ�¤�6� stricte-
mentcroissante. Alorsona

ð � �¼�:�2�P�½¦ ô � ���:�2�P�
Deplus,l’int égralecurviligneestlinéairepar rapportà

�
et satisfait

Ä ð
� ���:�2�P�ñ¦ µ ð � ���:�2�P� et ð f � ð h

� �¼�:�2�P�½¦ ð f
� �¼�:�2�P��� ð h � ���:�2�P�JÈ

1Le cheminõ÷öPø ù�ú�ûÆü2ý þÿ estdifférentiableparmorceaux,s’il existeun partageù��Ïù ��� ù�� ���	�	�
� ù���Ïû
tel quela restictionde õ ����� sur øËù����
�$ú$ù���ü estcontinûmentdifférentiablepourtout ������ú �	�	� ú�� . Danscettesituation,
l’int égralede(2.2)doit êtreinterpŕet́eecommela sommedesintégralessurlessous-intervalles.
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Démonstration. Lesdeuxcheminssontéquivalentspar ���¤�6�¬¦�Í��¤ÎÑ�¤�6��� . La substitutionÒ ¦¹ÎÑ�¤�6� ,� Ò ¦ ßÎÑ�¤�6�2��� donnealors

ô � ���?�2�N�ñ¦
�
�

� ��Í�� Ò �#� ßÍ�� Ò �2� Ò ¦�È�È�È�¦ r
q

� �H���¤�6�#� ß���¤�6�2���Ã¦ ð � �¼�:�2�P�JÈ
Lesformulespourlescheminsrenverśesetcompośessontobtenuesdela mêmemanìere.

“WürdeauchdasIntegral � � ¿�� É � Á!Ä�Å  � verschwinden,sogäbeeskeineFunktionentheorie!”
(R. Remmert,Funktionentheorie, 1983)

Exemple2.3 Soit ���¤�6�Y¦��(� �"! � ³ pour �$#¾� ¶ � ¿EÕ
¢
uneparaḿetrisationducercleavecrayon�&% ¶

centŕeaupoint ��# ÷ø . Pourunentier' , on a

ð �¼� µ �6� D �N�ñ¦ ¶ si ')(¦ µ �¿EÕ � si '4¦ µ � . (2.3)

Cerésultatestobtenuparuncalculdirect(la dernìereégalit́euniquementpour ')(¦ µ � )
ð ��� µ �C� D �P�½¦ ü �

9 �*�"! � ³ � D �+�"! � ³ ����¦,� D � Å ü �
9 �-! �/. D � Å�0 ³ � �e¦ � D � Å',��� ! �/. D � Å�0 ³ ü �9 È

Théorème2.4 Soit � �g�Ë� ��¡
¢�£ ÷ø un cheminqui estcontinûmentdifférentiablepar morceauxet

soit
� �¼�:� continuesur le supportde � , c.-à-d.,sur ���#� � �E¡

¢ � . Alors,on a

ð � �¼�:�2�P� ·21 ó å �H�Â� où 1 ¦SâÌãOä³4365 q87 r/9 Þ � �H���¤�6�#� Þ È
Démonstration. Si �Ã�H�6� estcontinûmentdifférentiable,on a

ð � �¼�:�2�P� ¦ r
q

� �¤���¤�6��� ß���¤�6�2��� · r
q

Þ � �¤���¤�6��� Þ ó ÞFß�e�¤�6� Þ ����·:1 r
q

Þ)ß���¤�6� Þ � �e¦;1 ó å �¤����È
Dansle casoù ���¤�6� estseulementcontinûmentdifférentiablepar morceaux,il faut appliquerce
raisonnement̀achaquesous-intervalleoù la fonctionestcontinûmentdifférentiable.

II.3 Existencedesprimiti ves

Le théor̀emefondamentaldu calculdifférentieldans
� �

exprime le fait quechaquefonctioncon-
tinue

� �e� � �E¡
¢�£ � �

poss̀edeuneprimitive <÷�H�(� et que
rq � �¤�(�2��� ¦=<÷� ¡ � µ <÷�¼�P� . Nousallons

étudiersi cerésultatrestevrai dans ÷ø .

Définition 3.1(primiti ve) Soient >@? ÷ø un ouvert et
� �A> £ ÷ø continuesur > . Unefonction

holomorphe<÷�¼�:� s’appelleuneprimitive de
� ���?� si < X ���:�¬¦ � ���:� sur > .

Théorème3.2 Supposonsqu’unefonctioncontinue
� �¼�:� poss̀edeuneprimitive <÷�¼�:� dansle do-

maine >2? ÷ø . Alors,

ð � ���?�2�N�ñ¦2<æ���6� µ <æ��� 9 � (3.1)

pourchaquechemin�Ï��� � ��¡
¢2£ > pour lequelle point initial et le pointfinal sontrespectivement� 9 et � , c.-à-d.,pour lequel�����À�¬¦�� 9 et ��� ¡ �¬¦�� (voir Fig. II.2).

En particulier, ona la conditionnécessaire

ð � ���:�2�P�ñ¦ ¶ (3.2)

pourchaquecheminfermé,c.-à-d., �Ã�¼�À�g¦���� ¡ � .
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Démonstration. Si �Ã�H�6� estcontinûmentdifférentiable,l’affirmationestuneconśequencede

ð � �¼�:�2�P�½¦ r
q

� �¤���¤�6��� ß�e�H�6�2� ��¦ r
q < X �H���¤�6�#� ß���¤�6�2���Ã¦B<÷�H�Ã�H�6�#� rq ¦B<÷�¼�C� µ <æ��� 9 ��È

Si ���¤�6� estseulementcontinûmentdifférentiablepar morceaux,il faut faire le mêmecalculpour
chaquesous-intervalleet additionnerlesexpressions.

Ce théor̀ememontreuneénormedifférenceentrele calcul intégraldans
� �

et celui dans ÷ø .
Tandisquechaquefonction continueposs̀edeuneprimitive dans

� �
, ceci n’est pasvrai dans ÷ø .

Par exemple,la fonction continue
� �¼�:�Ì¦ � ne satisfait pas(3.2) et ne peutdoncpasavoir une

primitive (prendrele cheminfermé �Ã�H�6��¦:�C! � ³ pour �D#[�Ä¶ � ¿EÕ
¢
). Mêmela fonctionholomorphe� �¼�:�¬¦º��� µ �6� Ä�Å neposs̀edepasdeprimitivedansE Å �¼�C�GF�ÚÀ�OÜ (voir l’exemple2.3).

Par contre,unefonction
� �¼�:�}¦ï� 9 �|� Å � �|� ü � ü �|È�ÈEÈ avec rayonde convergenceHB% ¶

poss̀edeuneprimitivesur E V �Æ¶J� . Elle estdonńeepar

<æ���?�÷¦ � 9 �W�Ç� Å � ü¿ �¹� ü � B
´ �Ç� B � ñ

ë �ÇÈ�È�È (3.3)

(intégrationtermeparterme).Ceciestuneconśequencedu Théor̀emeI.6.1.
Le théor̀emesuivantmontrequela condition(3.2) estaussisuffisantepour l’existenced’une

primitive. Nousdonnonsla preuvesi > estun domaineétoilé, c.-à-d.,si > estouvert et s’il existe
un “centre”

ø #I> tel quepourtout �&#,> le segment � ø � �
¢ �²¦ Ú2��� µ �6� ø ���C�KJ(¶t· ��·Ê�EÜ est

entìerementdans> (voir Fig.II.2 à gauche).

>
ø

� 9

�

� Å

� ü

� 9 �

�

FIG. II.2: Domaineétoilé et illustrationdu Théor̀eme3.2

Théorème3.3(crit ère d’int égrabilit é) Soit > un domaineétoilé de“centre”
ø

. Supposonsque� �L> £ ÷ø soitcontinue. Sipourchaquetriangle M ayant
ø

commesommetona �-N � �POP�2�QO ¦�¶
( RSM étantle bord du triangle M ), alors

� �¼�:� poss̀edeuneprimitive <æ���?� qui estdonńeepar

<÷�¼�:�÷¦ 5 T 7 \ 9
� �UOÀ�2�QO pour �V#W>gÈ

En particulier, ona (3.2)pourchaquecheminfermédans > .

Démonstration. Comme > est un domaineétoilé, la fonction <÷�¼�:� est bien définie. Fixons
maintenant� 9 #X> et consid́erons�V#Y> prochede � 9 tel quele triangleavecsommets

ø � � 9 � � est
entìerementdans > . L’int égralesur le bord � ø � � 9

¢ �×� � 9p� �
¢ µ � ø � �

¢
de ce triangleestzéro. Par

conśequent,on a <æ���?�æ¦Z<æ��� 9 �è� 5 \ � 7 \ 9
� �UOÀ�2�QOPÈ

En écrivant
� �UOÀ�Y¦ � ��� 9 �è��� � �POP� µ � ��� 9 ��� , cetteformuledevient

<æ���:�æ¦Z<÷�¼� 9 �è� � �¼� 9 � �¼� µ � 9 �è� 5 \ � 7 \ 9
� �UOÀ� µ � �¼� 9 � �QO �

dontl’int égralepeutêtremajoŕeepar âÌãOäS[ 365 \ � 7 \ 9 Þ � �UOÀ� µ � ��� 9 �
Þ ó Þ � µ � 9

Þ
(voir le Théor̀eme2.4). La

fonction <÷�¼�:� estdonc ÷ø -différentiableavec < X ��� 9 �¬¦ � �¼� 9 � , car â�ãCäS[ 365 \ � 7 \ 9 Þ � �UOÀ� µ � �¼� 9 �
ÞJ£ ¶

si � £ � 9 parla continuit́ede
� ���:� .
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II.4 Théorèmefondamentalde Cauchy

Le but deceparagrapheestdedémontrerquechaquefonctionholomorpheestintégrable,c.-à-d.,
poss̀edeuneprimitive. Jusqu’̀a maintenantnoussavonsseulementqueles fonctionsanalytiques
sontintégrables.

Théorème4.1(lemmede Goursat) Soit
� �¼�:� unefonctionholomorphe( ÷ø -différentiable)dans

un ouvert >;? ÷ø . Si RSM estle bord orient́ed’un triangle M\?2> , alors

��N � ���:�2�P�ñ¦�¶ÀÈ (4.1)

Démonstration. (E. Goursat,Acta Mathematica4, 1884; A. Pringsheim,Trans.Amer. Math.
Soc2, 1901).La preuvedeGoursats’appuiesurdesrectangles.L’id éedePringsheimestd’utiliser
destrianglesqui rendla preuvedirectementapplicablèadesdomaineśetoilés.

Soit alors M un triangle et soit
�

holomorphesur un voisinagede M (voir Fig.II.3). Nous
devonsdémontrer(4.1).A l’aide descentresdechacundestroiscôtés,ondécoupeM en4 triangles
semblables,maisdeuxfois pluspetits.Deces4 triangles,nousenchoisissonsun, M Å , pourlequel
l’int égrale(4.1)estmaximale(envaleurabsolue).Ensuitenouscontinuonsdesubdiviser M Å dela
mêmefaçon etarrivonsàunesuite M=];M Å ];M ü ]2M B ]�ÈEÈ�È avec

��N � ���:�2�P� ·�ë ��N f
� ���:�2�P� ·�È�ÈEÈQ·�ë D �-N_^ � �¼�:�2�P� ·�È�È�ÈeÈ (4.2)

L’intersectiondecettesuitecontientun point � 9 , car les M 5 sontcompacts.Comme
� ���:� est ÷ø -

différentiableen � 9 , nousavons
� �¼�:�¬¦ � ��� 9 �J� � X ��� 9 ����� µ � 9 �J�&� ���:�Àó���� µ � 9 � où � ���?� estcontinue

en � 9 et � ��� 9 �Y¦�¶ . Cetteformule,inséŕeedansl’int égrale,donne

��N`^ � ���:�2�P�ñ¦ � �¼� 9 � ��N`^ �N�W� � X �¼� 9 � �-N_^ ��� µ � 9 �2�P�W� �-N_^ �è�¼�:��óQ��� µ � 9 �2�P�JÈ (4.3)

Lesdeuxpremìeresintégralessontnulles,car lesfonctions � et ��� µ � 9 � poss̀edentuneprimitive.
Estimonsencorela dernìere: la continuit́e de � ���:� en � 9 signifiequepour tout a�%S¶ il existeunÍb% ¶ tel que

Þ � ���?� Þ Ôca pour
Þ � µ � 9

Þ Ô×Í . Prenonsalors ' assezgrandpourque M D ?\E ô ��� 9 � .

M M Å
M ü

FIG. II.3: Preuve deGoursat–Pringsheimpourun triangle
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Alors
Þ � µ � 9

Þ ·ed�fhgSi6jªóQ¿ Ä D et
å �PRLM D �Ì· d�fhgSi6jªóQ¿ Ä D . On peutalorsmajorerla troisième

intégralede(4.3) à l’aide du Théor̀eme2.4et avecl’estimation(4.2)on obtient

�-N � �¼�:�2�P� ·�ë D óhaÙóSd�fhgSi6jòó:¿ Ä D óLd�fhgSi6j«óJ¿ Ä D È (4.4)

Le a étantarbitraire,cetteintégraledoit êtrenulle.

Noussommesmaintenantenpositiondedémontrerle résultatprincipaldecechapitre.

Théorème4.2(Cauchy 1825) Soit >\? ÷ø un domaineétoilé aveccentre
ø

, et soit
� �G> £ ÷ø

unefonctionholomorphedans > . Alors,
� ���:� poss̀edeuneprimitive <æ���:� , donńeepar

<÷�¼�:�÷¦ 5 T 7 \ 9
� �UOÀ�2�QO pour �V#W>gÈ

En particulier, ona ð � �UOÀ�2�QOÙ¦�¶ pourchaquecheminfermédans > .

Démonstration. L’affirmation est une conśequenceimmédiatedu lemme de Goursat(Théo-
rème4.1)et ducritèred’intégrabilit́e (Théor̀eme3.3).

>

�

�

> Å

> ü

� Å

� ü� B

FIG. II.4: Couperundomainenon-́etoilé endomaineśetoilés

Domainesplus généraux. Le fait qu’une fonction holomorphesatisfait ð � �POÀ�2�
O�¦ ¶ pour
chaquecheminfermé (et doncl’existenced’une primitive) restevalablepourun domainequi se
laissedécouperenun nombre fini dedomaineśetoilés(voir Fig.II.4). Il estnéanmoinsnécessaire
quele chemin� traversechaque“ligne decoupe”danschaquedirectionle mêmenombredefois.
Celaestvrai, si le domaine> estsimplementconnexe. Ainsi, l’int égralesur � selaissedécomposer
(pourlescheminsdela Fig.II.4) en

ð ¦ ð f
� ð h � ð ^

¦�¶��©¶��©¶ñ¦�¶ (4.5)

car � Å , � ü et � B sontchacundansundomaineétoilé.

Remarquonsencorequesansconditionssurl’ouvert > , l’ énonćeduThéor̀emedeCauchyn’est
pascorrecte.Consid́eronsparexemplela fonction

� ���:�¬¦�� Ä�Å surl’ensembleouvert > ¦ ÷ø F(ÚJ¶ÀÜ .
La fonction <æ���?� ¦ Log � estuneprimitive sur le domaineétoilé ÷ø F � � Ä (plancomplexe sans
l’axe réel négatif) mais passur > . En effet, la condition nécessaire ð � �¼�:�2�P� ¦ ¶ n’est pas
satisfaitepourle chemin���¤�6�Y¦2! � ³ (cercleautourdel’origine).
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Exemple4.3(int égralesde Fresnel) Commepremìereap-
plicationdu théor̀emedeCauchy, consid́erons

ð ! Ä \ h �P�ñ¦ ð f
� ð h µ ð ^

où le chemin� secomposedetroisparties:de ¶ à
�

le long
de l’axe réel,puis on monteverticalement,et retoursur la
diagonale(voir la figureà droite; lescourbesdeniveaudes
partiesréelleet imaginairede

� �¼�:��¦\kLäml�� µ � ü � sontaussi
dessińees).L’int égralesur � ü est

�
ü ¦

n
9 ! Ä .

n � � ³ 0 h �����Ã¦
n
9 ! Ä

n h � ³ h óo! Ä ü � n ³ ����� 0
�

� ��� �

� Å

� ü
� B

donc Þ �
ü
Þ ·2! Ä n h n

9 !
³ h ����·2! Ä n h n

9 !
n ³ ���e¦2! Ä n h �� �P! n h µ �O�g· �� È

Ainsi,
í ° â n I 7 �

ü ¦{¶ , et le Théor̀emede Cauchynousdonne
í ° â n I 7 �

Å ¦ í ° â n I 7 � B . Du
cours“AnalyseI” noussavonsque

í ° â n I 7 �
Å ¦ 7

9 ! Ä ³
h � �½¦ Ö Õ¬»?¿ [HW, p.346]. Ainsi nous

arrivonsà 7
9 ! Ä . Å � � 0 h ³ h �#�ª�4���2���Ã¦

Ö Õ
¿ È (4.6)

En partageantpartiesréelleet imaginaire,onobtient
7
9 E®:¯ ¿O� ü ���e¦ 7

9 ¯
°Å± ¿E� ü ����¦

Ö Õ
ë � (4.7)

et, à l’aide desubstitutions,7
9 E®:¯ � ü ����¦ 7

9 ¯
°²± � ü � ��¦ �

¿
Õ
¿ et

7
9 E®J¯ �Ö � ����¦ 7

9 ¯
°²± �Ö � ���Ã¦ Õ

¿ � (4.8)

formulesaffirméesen[HW, p.131] et démontŕeesdemanìereplusélégantequ’en[HW, p.350].

II.5 Formule int égraledeCauchy

“La plusbellecréationdeCauchy, et l’une desplusbellescréationsmath́ematiquesdetousles
tempsp-p-p ” (GeorgesdeRham,Discoursd’Installation,Lausanne1943)

La Révolution de juillet 1830entrâıne la chutede la dynastiedesBourbons. Cauchy, royaliste
et ultracatholique,quitte Paris, laissantfemmeet enfants,et s’exile à Fribourg. Là, il chercheà
fonderuneacad́emiecatholiqueet partpour l’Italie, où il pensetrouver le soutiendessouverains
réactionnaires.Finalement,soutenupar les jésuites,on lui offre à Turin unechairede“physique
suṕerieure”.Sonenseignement“ étaitdetouteconfusion,passanttoutd’un coupd’uneidée,d’une
formule à uneautre,sanstrouver le cheminde la transition. Sonenseignement́etait un nuage
obscurparfoisilluminépardeséclairsdegénie;maisil étaitfatigantpourdesjeuneśelèves,aussi,
bienpeupurentle suivre jusqu’aubout et de trentequ’ils étaientau début du cours,il restaitun
seulderniersurla brèche”(voir Belhoste, p.130).

À Turin, Cauchydécouvresacélèbreformule.Sapremìerepublicationestdansunarticleinti-
tulé Sur la mécaniquecélesteet sur un nouveaucalcul appeĺe calcul deslimites, lu à l’Académie
de Turin le 11 octobre1831. La formule estdevenueplus accessibleen 1841quandCauchyla
publiedansle tome2 desesExercicesd’analyseetdephysiquemath́ematique.
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Théorème5.1(formule int égralede Cauchy 1831) Soit > un domaineétoilé et � une courbe
ferméeparcourant RL> dansle senspositif. Soit

� ���:� holomorphedansun voisinage de l’adhér-
ence > ¦;>)q�RL> . Alorspour tout �D#X>� �¼�:�÷¦ �

¿EÕ � ð
� �POP�O µ � �QOPÈ (5.1)

>
ø �

�

�

�

µ�r

sµ s

FIG. II.5: Chemin�`t pour la preuve de la formuledeCauchy(à droite: manuscriptdeRiemann,
[Neuenschwander1996,p.120])

Démonstration. On fixe un ��#\> . La fonction OXu£ � �UOÀ�#»Q�UO µ �:� dansl’int égrale(5.1) est
holomorphepartouten > , saufen Oñ¦�� . Ondoit doncôtercepoint “chirurgicalement”.Soit

ø
le

“centre”dudomainéetoilé > (voir Fig.II.2), etsoit � la projectionde � àpartirde
ø

surle bordde> voir Fig.II.5 (si �ñ¦ ø
onchoisitpour � unpointarbitrairede RL> ). Le domaine> t ¦;>�F�� � � �

¢
estdoncétoilé (pourle mêmecentre

ø
).

La continuit́een � dela fonction
� �UOÀ� impliquequepourtout av%[¶ il existeun Íw%|¶ tel queÞ � �UOÀ� µ � ���:� Þ ·xa pour

Þ O µ � Þ ·ïÍ . Notons r le cerclecentŕe en � de rayon Í . Nousallons
démontrerque

ð
� �UOÀ�O µ � �QO¸¦ y � �UOÀ�O µ � �QO¸¦ � ���:��ó y �O µ � �QO��)zÓ�*aN�Y¦ � �¼�:�(óJ¿EÕ �(�,z§�{aN��È (5.2)

Pourmontrerla premìereégalit́e dans(5.2), nousprenonsle chemin � t ¦z��� s µ|r	µ s
dans>}t (Fig.II.5) etappliquonsle Théor̀eme4.2pourle chemin�`t . Celadonnele résultatdésiŕe,
carlesintégralessur � s et µ s s’annulent.

La deuxìemeégalit́ede(5.2)résultedu fait que
� ���?� estcontinue.Nousestimonsla différence

y � �UOÀ� µ � ���:�O µ � �QO · âÌãOä~ [ Ä \ ~ 8 ô
Þ � �POP� µ � ���?� Þ óAâÌãOä~ [ Ä \ ~ 8 ô

�O µ � ó å � r �g·,a �
Í ¿EÕ¬ÍÙ¦ ¿OÕ�a�È (5.3)

La dérnìereégalit́e dans(5.2) suit d’un calculdirect commedansl’Exemple2.3. La formule
(5.2)estvraiepourtout aw% ¶ . On obtientdoncl’affirmation(5.1)enconsid́eranta £ ¶ .

Le pouvoir extraordinairedela formuledeCauchy(5.1) résidedansle fait quela variable � à
gaucheseretrouve à droitedansla simpleforme �PO µ �:� Ä�Å ; touteslesbellespropríet́esdecette
dernìerefonction setransmettent,̀a travers l’int égrale,à n’importe quelle fonction holomorphe.
Elle vanousdonnerunesuitedeconśequencessurprenantes.

Propri été de la moyenne. En prenantcomme > un disquede rayon �B% ¶ avec centre � et���¤�6�¬¦��Â���"! � ³ avec ¶½·¹�W·�¿EÕ , la formuledeCauchydonne

� ���6�æ¦ �
¿EÕ

ü �
9

� �¼�ª���"! � ³ �2��� (5.4)

si
� �¼�:� estholomorphedansun voisinagede E}�:���6� . Cecisignifiequela valeur

� ���6� aumilieu du
disqueestla moyennedesvaleursde

� ���:� surle borddudisque.
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II.6 Dérivéessupérieuresd’une fonction holomorphe

L’applicationla plusspectaculairedela formuledeCauchyestle résultatsuivantqui montreque
chaquefonctionholomorphe(c.-à-d., ÷ø -différentiable)estinfiniment ÷ø -différentiableet peutêtre
repŕesent́eeparunesérieavecrayondeconvergencepositif.

Théorème6.1(ThéorèmedeCauchy–Taylor) Soit
� �¼�:� holomorphedansun ouvert > . Alors

pour tout ��#W> la fonction
� ���:� poss̀edeundéveloppementensérie

� ���:�g¦�� 9 �Ç� Å �¼� µ �6�è�Ç� ü ��� µ �6� ü �Ç� B �¼� µ �6� B �ÇÈEÈ�È�¦
7
5 8:9

� 5 �¼� µ �6� 5 (6.1)

aveccoefficientsdonńespar

� 5 ¦ �
¿EÕ � ð

� �POÀ�
�UO µ �C�#È 5 � Å �QOPÈ (6.2)

Le chemindanscetteintégrale est ���¤�6��¦º�Y�X�"! � ³ � ��#��Ä¶ � ¿EÕ
¢
où ¶æÔB��ÔcH et H�% ¶ esttel queE V ���6�&?�> . La série (6.1) poss̀edeun rayonde convergence ��H (H est la plus petitedistance

entre � et le bord RL> ) etelle repŕesente
� �¼�:� dansle disqueE V ���6� .

Démonstration. Onutilise l’identité �#� µ)� � Ä�Å ¦º�m� � �ÇÈ�È�È � � 5 � � 5 � Å »Q��� µ�� � pourobtenir

�O µ � ¦ �
�UO µ �C� µ �¼� µ �6� ¦ �O µ �

�
� µ \ Ä �[ Ä �

¦ �O µ � � � µ �
�UO µ �6� ü �ÇÈ�È�È?� ��� µ �6� 5

�UO µ �6� 5 � Å �
��� µ �C� 5 � Å

�UO µ �C� 5 � Å �UO µ �:� È
(6.3)

Inséŕeedansla formuledeCauchy(5.1),cecidonne

� ���:�æ¦ � 9 �¹� Å ��� µ �C�è�¹È�È�È?�¹� 5 ��� µ �6� 5 � �
¿OÕ � ð � µ �O µ �

5 � Å � �UOÀ�O µ � �QOPÈ (6.4)

Pourdémontrerle théor̀eme,il fautvoir quele restedela sériedans(6.4),qu’ondénotepar
� 5 ���:� ,

converge verszéro pour tout � #2E V ���6� . Fixonsun tel � et choisissons��%Ê¶ et ��Ô � tels queÞ � µ � Þ ·2����ÔI��ÔH . Alors pourtout OD#Ó� ona
Þ � µ � Þ ·2� Þ O µ � Þ . Avec 1 , unebornesuṕerieure

de
� ���?� surla courbe� , et l’in égalit́e

Þ O µ � Þ � Þ O µ � Þ µ Þ � µ � Þ �º��� µ �?�P� pour OV#§� , l’estimation
du Théor̀eme2.4donne Þ � 5 ���:�

Þ · �
¿OÕ
� 5 � Å óo1 ó å �H���

�#� µ � �U� (6.5)

où
å �¤���v¦S¿h� Õ estla longueurde la courbe.Ce termetenddoncverszérosi � £ �

et la série
convergevers

� ���:� .
En comparantla série (6.1) avec la sériedeTaylor du Théor̀emeI.6.3 on obtientuneformule

intégralepourlesdérivéesd’unefonctionholomorphe.

Corollair e6.2(formule de Cauchy pour la dérivée) Sousleshypoth̀esesdu Théor̀eme6.1ona

� . 5 0 ���6�Y¦ �"�
¿EÕ � ð

� �¼�:�
��� µ �6� 5 � Å �P�JÈ (6.6)

Le théor̀emede Cauchy–Taylor est la dernìere piècedansune théorie qui nouspermetde
démontrerl’ équivalencedetroisproporíet́esfondamentales.
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Théorème6.3 Soit > ? ÷ø un ensembleouvert et
� ��> £ ÷ø une fonction continue. Les

affirmationssuivantessontéquivalentes:

¥ � �¼�:� estholomorphedans > , c.-à-d., ÷ø -différentiabledans > ,¥ � �¼�:� estanalytiquedans > , c.-à-d.,pour tout �}#c> la fonction
� ���?� peutêtre dévelopṕee

enunesérieconvergentedansunedisqueE V ���6� avecH�%Ø¶ ,¥ � �¼�:� est localementintégrable, c.-à-d., pour tout ��#Z> il existe un voisinage où
� ���:�

poss̀edeuneprimitive.

Si > estun domaineétoilé, on peutsupprimerle mot “localement” dansla troisièmepropriét́e,
c.-à-d.,

� �¼�:� poss̀edeuneprimitive sur tout > .

Démonstration. Ce théor̀emeestun résuḿe desrésultatsdéjà démontŕes(voir Fig.II.6). Pour
la preuve de“int égrableimpliqueanalytique”on appliquele Théor̀eme6.1 auprimitive <÷�¼�:� de� �¼�:� .

holomorphe analytique

intégrable

Thm.I.6.1
Thm.II.

4.2
Thm.II.6.1

Exer. I.25

FIG. II.6: Équivalencedetroispropríet́esfondamentales

II.7 Théorèmefondamentalde l’alg èbre

Ce théor̀emeaffirme quechaquepolynômede degré ':%x¶ poss̀edeau moinsune(et, apr̀esdi-
vision, exactement' ) racine(s)dans ÷ø . Suiteà la Géoḿetrie de Descartes(1638),ce théor̀eme
a ét́e chaudementdiscut́e pendantdessiècles. Plusieursapplications(intégrationde fonctions
rationnelles(Joh.Bernoulli 1702),équationsdifférentielles̀a coefficientsconstants(Euler1743),
valeurspropres(Lagrange1770))ont toujoursréactualiśe le probl̀emeetconduitàplusieurstenta-
tivesdedémonstration.Finalement,Gauss(1799)a consacŕe toutesathèseà 4 démonstrationsde
ce“Grundlehrsatz”.Unerevuesurunecentainededémonstrations(correcteset fausses)̀a travers
l’histoire parE.NettoetR.Le VavasseursetrouvedansEncycl.desSc.MathématiquesT. I, vol. 2,
p.189–205,et vautla peined’êtreconsult́ee.

La démonstrationest baśee sur les inégalit́es de Cauchyet sur le Théor̀emede Liouville,
qui sontdesconśequencessimplesde la formule (6.6). Le fait quele théor̀emefondamentalde
l’algèbredevienneici un “jeu d’enfants”dequelqueslignes,nousmontreunefois deplusla puis-
sancedela théoriequenousvenonsdedécouvrir.

Théorème7.1(inégalitésdeCauchy) Soit
� ���:� holomorphedansle disqueE V ���6� . Avecla nota-

tion 1é�*���¬�Å¦Øâ�ãCä ~ \ Ä � ~ 8 � Þ � ���?� Þ ona pour ¶½Ô��ÌÔIH l’estimation

Þ � . 5 0 �¼�C� Þ · �"�Pó�1é�{���� 5 È (7.1)

Démonstration. Onobtientcesestimationsenappliquantl’estimation“standard”duThéor̀eme2.4
à l’int égraledans(6.6)et enutilisant

å �¤���¬¦ ¿OÕ�� pourle cerclederayon� .
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Le Théor̀emedeLiouville estdevenucélèbreapr̀esla publicationde“Leçons... faitesen1847
parM. J.Liouville” dansle Crelle Journal 88, (1879),p.277,parC.W. Borchardt.Cependantle
théor̀emeavait déjà ét́epubliéen1844parCauchy.

On appelleunefonction
� �¼�:� entìere si elle estholomorphesurtout le plancomplexe ÷ø . Des

exemplessontlespolynômes,lesfonctions kLä�l����:� , O®J¯ �¼�:� , ¯ °Å± �¼�:� .
Théorème7.2(ThéorèmedeLiouville) Chaquefonctionentìereet bornéeestconstante.

Démonstration. Par le Théor̀emede Cauchy–Taylor unefonction entìere
� ���:� peut être écrite

sousla forme d’une série
� ���:�¸¦ � 9 ��� Å �ñ��� ü � ü � È�È�È aveccoefficients � 5 donńespar (6.2).

Comme � 5 ¦ � . 5 0 �Æ¶J��»��"� , l’in égalit́edeCauchy(Théor̀eme7.1) impliqueque

Þ � 5
Þ · 1×�*���� 5 pour ��¦ ¶ � � � ¿ � È�È�È

pour tout ��%×¶ . Si on fait tendre� £ �
(parhypoth̀ese1é�*��� estmajoŕeepar 1 9 indépendant

de � ), onarrive à � 5 ¦�¶ pour ���º� .
La mêmepreuve montreaussiquesi unefonctionentìeresatisfait

Þ � ���:� Þ ·�d�fhgSi6j ó Þ � Þ D pourÞ � ÞÀ£ �
(donc 1é�*���g·�d�fhgSi6j«óh� D ), alorsla fonctionestun polynômededegréauplus ' .

Théorème7.3(ThéorèmeFondamentalde l’Alg èbre) Pour chaquepolynôme� ���?�g¦ � D � D �¹� D Ä�Å � D Ä�Å �¹È�È�È?�¹� 9 avec � 5 # ÷ø et � D (¦ ¶ (7.2)

il existeun �}# ÷ø avec� ���:�¬¦�¶ .

Démonstration. L’in égalit́edetriangleappliqúeeà � D � D ¦ � ���:� µ � D Ä�Å � D Ä�Å µ È�È�È µ � 9 donne

Þ � �¼�:� Þ �,� D ó Þ � D Þ µ
Þ � D Ä�Å Þ� �ÇÈ�ÈEÈ:�

Þ � 9
Þ

� D pour
Þ � Þ ¦��?È (7.3)

Ceciimpliquel’existenced’un � 9 % ¶ tel que
Þ � �¼�:� Þ �,� D Þ � D Þ »?¿ pour

Þ � Þ ¦����,� 9 .
La démonstrationdu théor̀emeest par l’absurde. Supposonsque � ���:� n’ait pasde racine

dans ÷ø . La fonction
� �¼�:�¬�Å¦º�O» � ���?� seraitdoncentìere.La minorationpréćedentede � ���:� montre

alorsque Þ � �¼�:� Þ · ¿Þ � D Þ � D pour
Þ � Þ ¦,�&�,� 9 È (7.4)

Par compacit́e de ÚÀ�w# ÷ø J Þ � Þ ·�� 9 Ü , la fonction
� �¼�:� estdoncborńeepartout(cf. [HW, p.289]).

Celacontreditle Théor̀emedeLiouville, car
� ���:� n’estpasconstante.

Si � Å estuneracinede � ���?�g¦ ¶ , onpeutdiviser � ���:� par ��� µ � Å � (algorithmed’Euclide)eton
obtient� ���:�g¦é�¼� µ � Å � � �¼�:� où � ���?� estunpolynômededegré ' µ � . En appliquantitérativement
le Théor̀eme7.3on arrivefinalement̀a unefactorisation� �¼�:�¬¦�� D ó2��� µ � Å �(óÀÈ�È�È?ó2��� µ � D � .

II.8 Principe du maximum

On doit cethéor̀emeà Riemann[1851,p.22] pourlesfonctionsharmoniques.D’après[Remmert
1991,p.259],l’auteurdecerésultatimportant,pourle casdesfonctionsholomorphes,estinconnu.
Lespremìerestracessemblent̂etreunarticledeSchottky (1892)et deCarath́eodory(1912).

Lemme8.1 Soit
� ���:� holomorphedansun ouvert > , continuedans > . Si un point ��#�> estun

maximumlocal de
Þ � ���:� Þ , alors

� �¼�:� estconstantedansun voisinagede � .
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�
��

�
1

� �¼�C�

rotationet
translation

1

FIG. II.7: DémonstrationduLemme8.1

Démonstration. Si
� �¼�C� ¦ ¶ , le lemmeest évident. Sinon, posons1 ¦ Þ � ���6� Þ . D’après

l’hypothèse,il existe ��% ¶ tel que
Þ � �¼�:� Þ ·:1 pour �½¦��(� �C! � ³ , ¶ ·¹�Ã·�¿EÕ . Regardonsl’image

decettecourbeplaćeedansledisquefermé Ew�Ï�¼¶:� . Avecunerotationparl’angle µ s ¦ µ ã�� î � ���6�
suivie d’une translationpar µ Þ � �¼�C� Þ , nous ramenonsle point

� ���6� sur l’axe réel et ensuiteà
l’origine. Aprèscettetransformationla courbeestdonńeepar ¨ª�¤�6�Y¦2! Ä ��� � �������"! � ³ � µ Þ � ���6� Þ ou¨ª�¤�6�Y¦2! Ä ��� � � �¼�ª���"! � ³ � µ � ���6�#� . Par la propríet́edela moyenne(formule(5.4))nousavons

ü �
9 ¨ª�¤�6�2���e¦ ¶ÀÈ (8.1)

La courbëª�H�6� étantdansE}�d� µ 1 � , nousavons Rëm�H�6��Ôé¶ saufsi ¨ª�¤�6��¦é¶ . La continuit́e de¨ª�¤�6� et (8.1) impliquentque Rëª�¤�6�W¦ç¶ pourtout � (cf. [HW, p.233,exercice5.5]). Mais le seul
point, où le cercleenquestiontouchel’axe imaginaire,est ¶ . Ainsi ¨ª�H�6� ¦S¶ pour �w# � ¶ � ¿EÕ

¢
et� �¼�:� estconstantesurle bordde E��J���6� . Le facteur

� �POÀ� peutdoncsortirdel’int égrale(5.1),cequi
entrâıneque

� �¼�:� estconstantepartoutdanscecercle.

Rappelonsqu’un ensemble>�? ÷ø s’appelleconnexe (plusprécisementconnexepar arcs) si
pour deuxpointsarbitraires� �E¡ #�> il existe un chemincontinu �ç�t�Ä¶ � �

¢�£ > dans > avec���¼¶J�Y¦�� et ���#�O�Y¦ ¡ .
Théorème8.2(Principe du Maximum, FonctionsHolomorphes) Soit > un ensembleouvert,
borné et connexe, et soit

� ���:� holomorphedans > et continuedans > . Si
Þ � �¼�:� Þ · 1 pour�}#YR�> , alors Þ � ���?� Þ ÔB1 pour tout �D#X> (8.2)

saufsi
� �¼�:�¬¦�d�fhgSi6j dans > .

Démonstration. Soit 1 X ¦ ¯ � l \ 3 ¡ Þ � ���?� Þ . Si les seulspoints maximauxsont sur RL> , alors1 X ·�1 et les autrespointssatisfont(8.2). Sinon,il existe ��#¢> (notonsque > estouvert et
donc �I(#£RL> ) avec

Þ � ���6� Þ ¦¤1 X
. Le clou de la démonstrationconsisteà regarderl’ensemble¥ ¦|ÚÀ�D#X>�J � ���:�g¦ � �¼�C�#Ü , qui estnonvide (car ��# ¥ ), fermé dans> (Théor̀emedeHausdorff

[HW97, p.295]),etouvert (Lemme8.1).
Pourmontrerque

¥ ¦�> , cequi compl̀etela démonstrationpar la continuit́e de
� �¼�:� sur > ,

nousprenonsun point ¡ #;> et un chemincontinu �Ç���Ä¶ � �
¢m£ > qui relie � avec ¡ (cechemin

existecar > estconnexe). Consid́eronsle nombre� 9 �²¦ ¯�� l2ÚE��#[� ¶ � �
¢ J ���¤�6��# ¥ Ü . Il existecar���¼¶J��¦Ê��# ¥ , on a ���H� 9 �¦# ¥ car

¥
estfermé, et � 9 nepeutpasêtrepluspetit que � car

¥
est

ouvert. Parconśequent� 9 ¦é� et ona ¡ ¦¹���#�O�K# ¥ .
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DanslesdémonstrationsduLemme8.1et duThéor̀eme8.2onn’a pasvraimentutilisé l’holo-
morphiede

� �¼�:� . On a seulementutilisé la propríet́e de la moyenne(qui est satisfaite par les
fonctionsholomorphes,maisaussiparleurspartiesréelleset imaginaires).

Rappelonsqu’unefonctionréelle§Ã�H� � �«� s’appelleharmonique(voir le Théor̀emeI.4.3)si elle
estdeuxfois continûment

� �
-différentiableetsi M¦§d¦,§�¨-¨Ã��§m©	©�¦Ø¶ .

Théorème8.3(Principe du Maximum, FonctionsHarmoniques) Soit > un ensembleouvert,
borné et connexe, et soit §��H� � �ò� harmoniquedans > et continuedans > . Si ª ·¢§��H� � �ò��·�1
pour �H� � �«�K#XRL> , alors

ª ÔI§��¤� � �ò�YÔB1 pour tout �H� � �ò�K#W> (8.3)

saufsi §��¤� � �ò�m¦\d�fhgSi6j dans > .

Démonstration. Par le Lemme8.4, la fonctionharmonique§��H� � �ò� estlocalementla partieréelle
d’unefonctionholomorphe.Donc,ellesatisfait la propríet́edela moyenne.Aveccetteobservation
lesdémonstrationsdeviennentidentiques̀a cellesdu Lemme8.1 et du Théor̀eme8.2. Commela
fonction §��H� � �ò� estréelle,on n’estpasobligédetravailler avecla valeurabsolueet on obtientles
majorationsdanslesdeuxdirections.

Lemme8.4 Une fonctionqui estharmoniquesur un domaine>�? ÷ø , est localementla partie
réelled’une fonctionholomorphe. En conśequence, chaquefonctionharmoniqueest infiniment
différentiable.

Démonstration. Soit §��¤� � �«� deux fois continûmentdifférentiablesatisfaisant §�¨-¨¸�)§�©	©�¦ï¶
sur > . On vérifie facilementquela fonction� ���:�¬¦ � �¤�}�4�Z�«�Y�Å¦I§�¨Q�¤� � �«� µ �U§m©N�H� � �ò� (8.4)

satisfait leséquationsdeCauchy–Riemann( �{§�¨?�«¨t¦Ê� µ §m© �+© et � µ §�© �«¨t¦ µ �*§�¨?�+© ). Elle estdonc
holomorpheparle CorollaireI.3.3,et localementintégrableparle Théor̀eme4.2deCauchy. Dans
un disqueautourd’un point fixé �½¦Á�ñ�]� ¡ il existealorsuneprimitive <÷�¼�:� qui estdonńeepar<æ���:�¬¦2<æ���6� � ð � �UOÀ�2�QO où � estunecourbearbitrairedansle disquequi rélie � avec � . Prenons
comme� le chemincompośeparlessegments� ����� ¡C� �}��� ¡

¢
et � �÷��� ¡C� �}����� ¢ . On adonc

<æ���:�Ó¦ <÷�¼�C�è� ¨
q §�¨��¤� ��¡ � µ �+§�©N�¤� ��¡ � ���Â� ©

r §�¨Q�H� � �6� µ �+§�©N�¤� � �6� �����
¦ <÷�¼�C�è��§Ã�H� ��¡ � µ §���� ��¡ �è��§��H� � �ò� µ §Ã�H� ��¡ �è��� ©

r §�¨Q�H� � �6�2��� µ
¨
q §m©N�H� ��¡ �2� �

et on voit qu’avecle choix <æ���6�W¦B§���� ��¡ � dela constanted’intégration,la fonction §��H� � �ò� estla
partieréelledela fonctionholomorphe<÷�¼�:� .
Remarque(interprétationphysiquedesfonctionshar-
moniques).Consid́eronsunemembranéelastiqueat-
tach́eeàunfil defer (courbeferméedans

� � B ). La sur-
facedela membraneestdécriteparunefonctionhar-
monique§��¤� � �«� dans>¬? � � ü qui pour �¤� � �«��#�R�>
décrit la courbedufil defer. Cetteinterpŕetationnous
permetdebiencomprendrele principedumaximum.

Le dessinde droite montrela partie réelle de la
fonction holomorphe

� ���?�¸¦x� w au-dessusdu carŕee

µ ��·¹�d·º� � µ ��·Ç�A·Á� .
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II.9 Prolongementanalytique et théorèmede l’image ouverte

Le théor̀emed’unicité, pośe comme“Exercice”par Abel dansle Crelle Journal, vol. 2, p.286,a
ét́e postuĺepourlesfonctionsholomorphessanspreuve rigoureuseparRiemann[1851,p.28]. La
démonstrationfacilesuivantedémontre,unefois deplus,la grandeutilit édessériesentìeres.

Théorème9.1(unicit é) Soient
�
Å ���?� et

�
ü �¼�:� deuxfonctionsholomorphesdansun ouvert > et

soit
�
Å ��� l �Ù¦ �

ü �¼� l � pour unesuite � Å � � ü � � B � ÈEÈ�È , qui converge vers �V#c> et qui satisfait � l (¦S�
pour tout  . Alors, il existeH�% ¶ tel que

�
Å ���:� et

�
ü ���?� sontidentiquesdansle disqueE V �¼�C� .

Démonstration. D’aprèsle Théor̀eme6.1, lesdeuxfonctionssontanalytiquesdansun voisinage
de � . Aprèsunetranslation,noussupposonsque ��¦�¶ etnousconsid́eronsla différence�

Å �¼�:� µ �
ü �¼�:�e¦ � 9 �¹� Å ���Ç� ü � ü �Ç� B � B �ÇÈEÈ�È�È (9.1)

Nousdevonsdémontrerque � 5 ¦|¶ pourtout � . Supposons,parl’absurde,quececin’estpasvrai
et soit � 5 le premiercoefficientnonnul. Alors�

Å ���?� µ �
ü �¼�:�e¦ � 5 óE¨ª���:� où ¨ª���:�Y¦�� 5 �¹� 5 � Å ���Ç� 5 � ü � ü �Ç� 5 � B � B �¹È�È�È�È (9.2)

On voit que ¨ª�¼¶J��(¦ ¶ . Commëª���?� estcontinue,il existeun voisinagede ¶ où ¨ª���:�®(¦�¶ . Ceciest
unecontradiction,carla suite ÚÀ� l Ü convergevers �Ã¦�¶ et ¨ª�¼� l �¬¦Ø¶ pourtout  .

Le prolongementanalytiqueestunprincipe,“vu” parRiemann,qui estdevenuunpointcentral
de la théoriede Weierstrass.Il permet,entreautres,d’étendrele théor̀emede l’unicit é à tout le
domaine> .

Théorème9.2(prolongementanalytique) Soient
�
Å ���:� holomorphedans l’ouvert > Å et

�
ü ���:�

holomorphedansl’ouvert > ü . Si l’intersection> Å°¯ > ü estconnexeet si
�
Å ���:�ñ¦ �

ü �¼�:� dansun
disqueE V ���6�±?2> ÅG¯ > ü , alors (voir Fig. II.8)�

Å �¼�:�¬¦ �
ü �¼�:� pour tout �V#W> ÅG¯ > ü È (9.3)

Démonstration. Soit ¡ un point quelconquede > Å²¯ > ü . Par connexité, il existe un chemin�����Ä¶ � �
¢�£ > ÅG¯ > ü reliant � avec ¡ , c.-à-d., ���¼¶J�¬¦|� et �����O�e¦ ¡ . Commedansla démonstration

du Théor̀eme8.2 nousposons� 9 �Å¦ ¯�� l2ÚE��#�� ¶ � �
¢ J � Å �¤��� Ò �#��¦ �

ü �¤��� Ò ��� pour Ò #|� ¶ � �
¢ Ü . Un tel� 9 %×¶ existecar

�
Å ���:��¦ �

ü ���?� sur E V ���6� . La continuit́e de
�
Å �¼�:� µ �

ü �¼�:� implique
�
Å �H�Ã�H� 9 �#�v¦�

ü �H���¤� 9 ��� , etgraceauThéor̀eme9.1le nombre� 9 nepeutpasêtrepluspetitque � . Parconśequent,� 9 ¦º� eton a
�
Å � ¡ �g¦ �

ü � ¡ � .

�H
> Å

> ü
> ÅG¯ > ü

FIG. II.8: Prolongementanalytique;̀adroiteuneillustrationdu coursdeRiemann
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Une situationtypiquedu prolongementanalytiqueest la suivante: soit
� �¼�:� donńeepar une

sériedansun disqueE V �Æ¶J� ; parexemple,
� ���:��¦x�¬������� ü ��� B ��ÈEÈ�È . Nousprenonsun point��#£E V �¼¶:� et nousconsid́eronsla série de Taylor de

� ���:� dévelopṕeeautourde ce point (voir
le Théor̀emeI.6.3). La série

� ���?��¦ � 9 ��� Å ��� µ �C�¬��� ü ��� µ �C� ü ��ÈEÈ�È ainsi obtenueconverge
certainementpour

Þ � µ � Þ Ô³H µ Þ � Þ . Mais, il est possibleque le rayon de convergencede la
nouvelle sériesoit plusgrandque H µ Þ � Þ et convergedoncdansun domaineplusgrand.Pourla
fonctionde notreexempleet avec �Ñ¦ µ ¶ÀÈ*´ , la nouvelle sérieposs̀edeun rayonde concergenceH}¦é�EÈµ´ .

La fonction
� ���:� a ét́e prolonǵeeen dehors du disqueinitial, et ceci de manìere unique. Ce

proćed́e peut être réṕet́e plusieursfois et permetde remplir un domainede plus en plus grand,
jusqu’̀aarriver, éventuellement,̀aunbordnaturel.L’unicitéestgarantieseulementsi l’intersection
du domaine > Å où la fonction est déjà définie avec le nouveaudisqueest connexe (un contre-
exempleestle logarithmeapr̀esuncontourdel’origine). Voir la Fig.II.8 pourundessinhistorique
illustrantcephenom̀ene.

Exemple9.3(fonction sansprolongement) Il existedesfonctionsqui convergentdansundisque
et qui nepermettentaucunprolongementendehorsdecedisque.L’exemplele plussimpleest

� ���:�¬¦����Ç� ü �Ç� ñ �¹�h¶��¹� Å w �¹È�È�È ¦
7
5 8:9

� ü�· (9.4)

ayantun rayondeconvergenceH}¦º� . Évaluéen �C! ��¸ avec�ÌÔé� prochede � , cettesériedonnepourla partieréelle(la
figuremontrela partieréelleau-dessusdu disqueE Å �¼¶J� )¹ ¦ ¶½� � �Y� ü �� ñ ��� ¶ ��� Å w �¹È�È�È¹ ¦¹Õ�� µ � �Y� ü �� ñ ��� ¶ ��� Å w �¹È�È�È¹ ¦ � ü � B �ü � ¶ µ � ü �� ñ ��� ¶ ��� Å w �¹È�È�È¹ ¦ � ñ � B �ñ �

` �ñ �
b �ñ � ��» Ö ¿���¶ µ � ñ ��� ¶ ��� Å w �ÇÈEÈ�È

etc. À part un nombrefini de termes,la série devient ¨ª�{����¦ 5»º D � ü · et pour �[Ô � on a¨ª�*���¸¦\� ü ^ �©¨ª�{� ü � . Cetterelationmontrequela limite
í ° â}� I Å ¨m�{��� ne peutpasêtrefinie et on

ne peutdoncpasprolongerla fonction
� ���?� en dehorsdu disque E Å �¼¶J� . Il parâıt paradoxalque

surtoutlessériesconvergeanttrèsvite ont cettepropríet́e.

Le théor̀emesuivantmontrequepourunefonctionholomorphel’image d’un ensembleouvert
estouvert (on dit quel’applicationestouverte).Cettepropríet́e topologiquea ét́edécouvertedans
uncadreplusgéńeralparL.E.J.Brouwerdanslesanńees1910,etdémontŕeedefaçon élémentaire
parStöılow (1938)et H.Cartan.

Pour mieux comprendrecettepropríet́e, étudionsd’abord la fonction
� � � � ü £ � � ü de la

Fig.II.9 (voir aussi[HW, p.295]) qui estinfiniment
� �

-différentiablemaispasholomorphe.Pr̀es
de chaquepoint � Å ¦ �¤� Å � � Å � où la matrice jacobienneest inversible, l’application

�
est un

difféomorphismelocal. Parconśequent,pourtoutvoisinage¼ de � Å l’image
� �P¼¸� estunvoisinage

de
� ��� Å � . Examinonsalorslespointsoù la matricejacobienneestsingulìere: cespointsforment

unecourbe2, le longdelaquellecetteapplicationformeun“pli”. Si onchoisitunpoint � 9 surcette
courbe,l’imaged’un disque> centŕe en � 9 seraplié à cetendroit,et neserapasouverte.

2Pourl’exempledela Fig.II.9 cettecourbeestdonńeeparla formule ½D� �{¾-¿�ÀGÁV¾�Â�¿»ÃAÁVÄ-¿�Å �Æ� ��Ç8�{ÈÆ¾-¿�ÃmÁ � È��
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−1 1

−1

1

−1 1

−1

1

� 9� Å

�

�

>¼
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FIG. II.9: Contre-exemple: §§¦¹�æ� ©ü � Ê ¦é�H�}�©¿J��� B µ B

ü �¤�æ���O�¼�Ñ� ¨ ñ
Théorème9.4(théorèmede l’image ouverte) Soit > unouvertet

� ���?� unefonctionholomorphe
qui estnullepart localementconstante. Alorspourchaqueouvert ¼:?2> l’image

� �P¼¸� estouverte
(on dit que

�
estune“application ouverte”).

Démonstration. Soit ¼³?Ë> et � Å #@¼ un point avec
� X ��� Å �Ì(¦ ¶ . La fonction estlocalement

biholomorpheprèsde � Å (CorollaireI.7.7) et parconśequent
� ��� Å � estun point intérieurde

� �P¼¸� .
Il resteà consid́ererlespoints � 9 #;¼ avec

� X ��� 9 � ¦S¶ . Par le Théor̀eme9.1 cespointssont
isolés, car

� �¼�:� n’estpaslocalementconstante.Dansun voisinaged’un tel point, la fonction
� ���:�

s’enroule,similairement̀a la fonction � 5 , quenousavonsétudíe dansle ChapitreI (voir Fig.I.5).
L’ensemble

� �U¼½� contournetotalementle point
� �¼� 9 � (voir Fig.II.10) et estdoncouvert.

−1 1

−1

1

−1 1

−1

1

� 9
� Å

�

� É
� �¼� Å �

§

Ê

FIG. II.10: Illustration de la preuve du Théor̀eme9.4, Í ¦ ���Ñ��¶ÀÈ*Î2�#���¾���#����� µ � 9 � ü µ ¶ÀÈ¤´ ;� 9 ¦�¶ÀÈ¤ë��©¶ÀÈ¤´E� , � Å ¦ µ ¶ÀÈ ì �©¶ÀÈµÏO� .
La preuve rigoureuseutilise les séries: apr̀es des translations,noussupposons� 9 ¦ ¶ et� �¼� 9 �¬¦�¶ . Soit � 5 ( ����¿ ) le premiertermenonnul dela sériepour

� ���:� :� �¼�:�¬¦�� 5 � 5 �¹� 5 � Å � 5 � Å �ÇÈEÈ�È ¦�� 5 � 5 �#�m� ¡ Å ��� ¡ ü � ü �ÇÈEÈ�È²�#È (9.5)

Pour
Þ � Þ suffisammentpetit, �Y� ¡ Å �v� ¡ ü � ü �¾ÈEÈ�È peutêtreécritecomme ���¬��� Å ����� ü � ü ��ÈEÈ�ÈH� 5

(utiliser la sériebinomiale)et la fonction
� ���:� de(9.5)devient� ���?�g¦�� 5 ��� �#�Y�Ç� Å ���¹� ü � ü �¹È�È�È¤�#� 5 ¦ � 5 �¤¨ª�¼�:�#� 5 È (9.6)

La fonction
� �¼�:� estdoncla compositiond’une fonctionbiholomorphëm�¼�:� et de la fonction ÍÙ5

bienconnue.Notreinspirationgéoḿetriqueestdoncvérifiéeet chaquepoint prochede
� ��� 9 �g¦�¶

poss̀ede� préimagesde
� ���:� qui sontprochede � 9 .
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II.10 Exercices

1. Consid́eronsledemi-disqueÆ,¿·òjÛhô�ÁPÇPò ü á¬ô ü$Ð Ó,Û�ôÑs��,Ì . Donnerunchemincontin̂umentdifférentiable
parmorceauxqui décrit le borddecetensemble.

2. Donnerdeuxparaḿetrisationśequivalentesmaisdifférentesdel’ellipse

¿·ò�Ûhô.ÁjÇ ò üÊ ü á
ô ü� ü ¼�Ó p

3. Démontrerendétail quela longueurd’unecourbeestindépendentedela paraḿetrisation(consid́erer
descheminsqui sontcontin̂umentdifférentiablesparmorceaux).

4. Calculerla longueurd’arcdela cyclöıde á ¿ à Á ¼�¿ à ÉùëXï ð à Á<áóí%¿�Ó É1éhê,ë à Á pout � Ð à Ð à�Ñ . Dessiner
cettecourbe.

5. Intégrerla fonction ¾�¿�À�Á?¼ i \ surlesdeuxcheminsá Å ¿ à Á£¼ à á©í à ü (pour
à � Ú �,ÛÜÓ�Ý ) et á ü ¿ à Á ¼ à ü áKí à

(aussipour
à � Ú �,ÛÜÓ�Ý ) ainsiquesurle cheminá Å É á ü .

Fairele mêmecalculpourla fonction ¾�¿�À�Á?¼ÏÈ ÀÑÈ ü .
6. Soit ÒÔÓ le bord(avecuneparaḿetrisationqui estcontin̂umentdifférentiableetorient́eepositivement)

d’un ensemblecompactÓ=Õ ×Ø . Sonaireestdonńe par

aire¿�ÓîÁù¼ Óà
í ��Ö À  À�p (10.1)

Démontrercerésultatd’abordpouruntriangleetensuitepouruneunionfinie detriangles(parexem-
ple,un rectangle).

7. À l’aide de la formule (10.1)calculerl’aire de l’ensemblefini limit é par la courbe á ¿ à Áw¼ÇR.¿ à Á i � ³
(pour � Ð à Ð à�Ñ ) où R.¿ à Á?¼�ÓKá U ëvï ð à . Faireun dessin.
Quelairerepŕesentel’in égrale ¿

à
í%Á!Ä�Å ð À  À si l’on intègresuttout l’intervalle

Ú �,Û à�Ñ Ý .
8. En vousaidantdu calculde ð

 À
ÀKá}Ê avec á ¿ à Á ¼ i � ³ pour

à � Ú �,Û à�Ñ Ý , montrerque

ü �
9

Ó©á�ÊBéhê,ë à
Ó©á

à
ÊÐéhê,ë à á�Ê ü 

à ¼�� pour È Ê.ÈXÒ�Ó,Û Ê��A+ -�p
Indication.Montrerque ¾�¿�À�Á ¼�¿�ÀKá}Ê^Á!Ä�Å poss̀edeuneprimitive surle disqueÎWV�¿)�,Á avec Rþ¼ÏÈ Ê�È .

9. En utilisantlestechniquesfamilièrespourle calculdans+ - , calculerlesprimitivespour:

À i \ h Û À i \ Û À ü ëvï ð ¿ <�À�Á�p
10. Si á est l’arc de courbede l’ équation ô ¼ ò B É U ò�ü5áÏ<,òîÉ`Ó joignantles points ¿�Ó,ÛÜÓ,Á et ¿

à
Û U Á ,

trouver la valeurde

ð Ó
à
À ü á}<,í%À  À�p

11. En évaluant ð i \  À surle cercle È ÀÑÈ,¼�Ó , montrerque

ü �
9

iØ×PÙ�Ú6³ éhê,ëX¿ à á1ëvï ð à Á  à ¼	� et
ü �
9

i	×4Ù�Ú6³ ëvï ð ¿ à á1ëvï ð à Á  à ¼	�»p
12. Enutilisantla formuledeCauchypourl’int égrale ð À Ä�Å  À où á et le contourd’uneellipse,montrer

la formule ü �
9

 à
Ê ü éhê,ë ü à á4� ü ëvï ð ü à ¼

à�Ñ
Ê?� p
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13. En s’inspirantdu calculdesintégralesdeFresnel(Exemple4.3)démontrerque7
9

i Ä . Å � � q 0 h ³ h  à ¼ � Ñà 1 Ó©Ésí%ÊÓ©á�Ê ü pour Ê��,+ - avec È Ê�È Ð Ó»p
14. PourÛÑÛ-ÜW�A+ - , Û¸s�� et Ë ¼ Û ü áÝÜ ü démontrerque7

9
i Ä�Þ ¨ éhê,ëX¿�Ü%òjÁ� ò  ò1¼ � Ñ

Ë
ËVávÛà

et
7
9

i Ä�Þ ¨ ëvï ð ¿�Ü%ò�Á� ò  òs¼ � Ñ
Ë

Ë5ÉvÛà p
Indication.Utiliser la substitutionò1¼ à ü dansl’int égraledel’exercice13.

15. Soit Ê ¼ ò 9 u ò Å u p-p-p u ò D ¼	� unesubdivision del’intervalle
Ú Ê^Û��=Ý et notons

»gD�¿�À�Á£Ô#¼�¿�ÀâÉ1ò 9 Á�¿�À Éîò Å ÁQ1�p-p-pp1�¿�ÀKÉsò�D�Á�p
Consid́eronsunecourbefermée á autourdu segment

Ú Ê^Û��=Ý , orient́eepositivement,et satisfaisantles
conditionspourpouvoir appliquerla formuledeCauchy. Pourunefonction ¾�¿�À�Á qui estholomorphe
dansl’int érieurdela courbeet dansun voisinagedela courbe,démontrerque

Û?D�¿·ò�Á Ô#¼ Óà�Ñ
í ð ¾�¿�À�Á

ÀKÉ1ò 1 »gD�¿�À�Á É1»gD�¿·ò�Á»gDÑ¿�À�Á  À
estun polynômede degré ~ qui satisfait Û?D�¿·ò 5 ÁV¼H¾�¿·ò 5 Á pour 3s¼��,ÛÜÓ,Û-p-p-pvÛZ~ (polynômed’inter-
polation;voir le cours“AnalyseNumérique”).

16. Soit ¾�¿�À�Á holomorphedansÎ V ¿)�,Á etsoit á ¿ à Á ¼¸Ë i � ³ , � Ð à Ð à�Ñ avec � u Ë u R . Calculer

ð ¾�¿��[Á
¿�� É�Ê<Á�¿�� É���Á  �

endépendancedela positionde Ê et � parrapportaucercleá .

17. Soit ý�Õ ×Ø ouvert et � � ý . Si ¾¯Ô�ýßÖ ×Ø estcontinuedansý et holomorphedansý Ù Æ � Ì , alors¾�¿�À�Á estholomorphedanstout ý .
Indication. Démontrerquela fonction ÿ ¿�À[ÁwÔ#¼H¿�ÀVÉ � Á�¾�¿�À�Á est ×Ø -différentiableen � et doncaussi
dansý . Appliquerensuitele Théor̀eme6.1 à la fonction ÿ ¿�À[Á .

18. Soit ¾�¿�À�Á holomorphedansÎ V ¿)�,Á avec RþÒ�Ó . Calculerlesintégrales

ð
àKß

ÀKá Ó
À

¾�¿�À[Á
À  À

avec á ¿ à Á ¼ i � ³ pour
à � Ú �,Û à�Ñ Ý dedeuxmanìeresdifférentesetendéduirelesformules

ÓÑ ü �
9 ¾�¿ i � ³ Á©éhê,ë ü ¿ à o à Á  à ¼�¾�¿)�,Á6á ¾ X ¿)�,Áà

et
ÓÑ ü �

9 ¾�¿ i � ³ Á�ëvï ð ü ¿ à o à Á  à ¼�¾�¿)�,Á�É ¾ X ¿)�,Áà p
19. LesnombresdeBernoulli j 5 sontlescoefficientsdela série

Ài \ É�Ó ¼	j 9 á j ÅÓ 0 ÀKá j üà 0 À ü á j BU 0 À B á j ñ< 0 À ñ áÝp-p-p_p (10.2)

En utilisantle Théor̀emedeCauchy–Taylor et le résultatdel’exercice17,démontrerquele rayonde
convergencedecettesérieestRÕ¼ à�Ñ

.

20. Démontrerquela fonction

¾�¿�À�Á?¼ Ài \ É�Ó á
à

ÓKá�À ü o#<
Ñ
ü

estholomorphedansle disqueÎWV,¿)�,Á avec Rl¼d< Ñ . EndéduirequelesnombresdeBernoullisatisfont
pour 3 Öx� ,

j ü 5�à ¿�ÉwÓ,Á/5 � Å ¿
à 3PÁ 0

¿
à�Ñ
Á ü 5 p
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21. Différentiationnuḿeriqued’unefonctionholomorphe. Si ¾�¿�À�Á estholomorphedansle disqueÎWV[¿ � Á
etsi � u Ë u R , on aque

¾ . 5 0 ¿ � Áó¼ 3 0à�Ñ
Ë 5

ü �
9 ¾�¿ � á1Ë i � ³ Á i Ä � 5 ³À à p

Démontrerquel’approximationnumérique

¾L. 5 0 ¿ � Á à 3 0á Ë 5
Û Ä�Å
l 8:9

¾�¿ � á1Ë i � ³ãâ Á i Ä � 5 ³ãâ avec
à l ¼

à�Ñ ná
donnele résultatexactsi

á Ò�3 etsi ¾�¿�À�Á estunpolynômededegré u 3wá á .

22. Pourla fonction ¾�¿�À[Á ¼�À ü á�ÀâÉ�Ó calculerle maximumde È ¾�¿�À�Á;È dansle disque È ÀÑÈ Ð Ó .
23. Consid́eronsla fractionrationnelle

-V¿�À�Á ¼ ÓKá ÅB À
ÓâÉ ü B ÀKá Åw À ü

p
En appliquantle principedu maximumsurun demi-disqueÆ,ÀÐÇ Re À Ð �,ÛÐÈ ÀÑÈ Ð -VÌ avecun - très
grand,démontrerque È -V¿�À�Á;È Ð Ó pour Re À Ð �»p

24. Soit ¾�¿�À�Á holomorphedansÎWV,¿)�,Á . Pour � Ð Ë u R , ondéfinit

ä ¿·ËÍÁ Ô#¼�Gñ!#c È ¾�¿�À�Á;ÈhÇÐÈ ÀÑÈC¼ Ë p
Montrer quela fonction Ë¹ÞÖ ä ¿·ËÍÁ estcontinueet croissante.Elle eststrictementcroissantesi et
seulementsi ¾�¿�À�Á n’estpasuneconstante.

25. Soit ¾�¿�À�Á unefonctionholomorphedansle disqueÎ Å ¿)�,Á . Montrerqu’il existeun entierpositif ~ tel
que ¾�¿�Ó o#~£Áe�¼�Ó o,¿ ~ á à Á .

26. Surle disqueÎ Å ¿)�,Á consid́eronsla fonctiondéfinieparla série

¾�¿�À�Á?¼
7
5�8:9

3 ü ÀC5åp
Déterminerle domainemaximaloù ¾�¿�À�Á peutêtreprolonǵeecommefonctionanalytique.Donnerla
valeurde ¾�¿

à
Á deceprolongement.

Indication.En dérivant l’identité ¿�ÓâÉ�À�Á Ä�Å ¼°ÓKá�Àâá}ÀÜüKá}À B á�p-p-p deuxfois, essayerd’exprimer
la fonction ¾�¿�À�Á commefractionrationnelle.

27. Soit ¾�¿�À�Á ¼�À ü É U À á à . Calculerexplicitementlesimages¾�¿�ý�Á pourlesdisquesouverts

ý°¼�Î 9O� ` ¿�Ó,Á et ý�¼�Î Å ¿�Ó»p @ Á�p
Montrerdanschacundescasque ¾�¿�ýÂÁ estouvert.
Indication.Ecrire ¾�¿�À�Á sousla forme ¿�ÀâÉ � Á üKá  , et le bordde ý sousla forme � ásËP¿ à Á i � ³ .

28. Démontrerle “principedumaximum”à l’aide du théor̀emedel’image ouverte.



Chapitr e III

Singularit éset fonctionsméromorphes

“Les singularit́essontextrêmementimportantescaron peutentirer quelquechoseenanalyse
complexe, cettebranchedesmath́ematiquesqui étudieles fonctionsdéfiniessur un domaine
du plancomplexe p-p-p ” (www.techno-science.net, Astrophysique)

Desfonctionsréellesavec dessingularit́esnoussont familières(coursAnalyseI), par exemple,�E»O� , ¯
°Å± ��»O� , � ¯

°²± �#�E»C�(� , etc. Pour des fonctionscomplexes, l’ étudedessingularit́es est très
différenteet on peut obtenir desclassificationsintéressantesqui ne sont paspossiblesdansle
casréel.Lessingularit́esjouentun rôle importantdansle calculdesintégrales(résidus).

III.1 Le point à l’infini et la sphèrede Riemann

Dansle casréel, il estfréquentde“compactifier” l’axe enajoutantun point µ � et un deuxìeme
point � � ; en géoḿetrieprojective, on introduit une“droite à l’infini”. En analysecomplexe, il
estplusnatureldeconsid́erertout l’infini commeun seulpoint.

Unepremìeremotivationpourcetteconventionsontles fonctionsrationnellescomme �E»:� , la
transformationdeCayley (I.2.7) ou celledeJoukovski (I.2.10). On voit, parexemple,enFig.I.6,
que les deux “tachesblanches”,repŕesentantl’extérieurde la figure d’à côté, se rapetissentau
point � , si l’on imagineque l’extérieurs’agrandità l’infini. Donc, le “point � ” correspondau
“point

�
” parcetteapplication.

Unedeuxìememotivationestfournieparla projectionst́eréographique(Fig.III.1), qui projette
unesph̀ere æ ü à partir du “pôle nord” ª surun planparall̀eleà l’ équateur. Elle estbijectiveentre
le planet la sph̀ere,sansle point ª . Cepoint ª correspondjustementau“point

�
” duplan.Cette

identificationde ÷ø ¦ ÷ø q§Ú � Ü avecunesph̀ereestconnuesousle nomsph̀eredeRiemann.

æ ü
ª

÷ø ª

ç

øè

s Å
s ü
s B
s ñ

FIG. III.1: Projectionst́eŕeographique
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On sait depuisl’Antiquit é (Hipparchus,Ptolemaios)quecetteprojectionpréservelescercles
(coursGéoḿetrieI, voir aussiFig.III.1). Sṕecialementintéressantenanalysecomplexeestle fait
(connudepuisle 17èmesiècle,Halley 1696)quela projectionst́eŕeographiquepréservelesangles,
c.-à-d.,elleestconforme. Celaestdû aufait quechaquerayondeprojectionª ç ø traversele plan
tangent

ç è
sousle mêmeangleque le plan de projection

è ø
(voir Fig.III.1, à droite: on as Å ¦ s ñ , car

è ø
estparall̀eleauplantangent̀a ª , puis s Å ¦ s ü et s ü ¦ s B , donc s B ¦ s ñ ).

Les propríet́es d’un point complexe ou d’une fonction complexe en un point peuvent être
étenduesaupoint

�
à l’aide del’application �Du£ �E»J� qui envoie

�
aupoint ¶ .

C’estainsiqu’onpeutdéfinir qu’unesuite ÚÀ� 5 Ü convergevers le point
�

, c.-à-d.,

í ° â5 I 7 � 5 ¦ � � (1.1)

si la suite Ú2�E»:� 5 Ü convergevers ¶ , c.-à-d.,si pour tout aé%Á¶ il existe ê tel que
Þ �E»J� 5

Þ Ô;a pour�W�ëê (ou, en posant
� ¦ï�O»Æa , si pour tout

� %Ê¶ il existe ê telque
Þ � 5

Þ % �
pour �X�ìê ).

La suitesur la sph̀eredeRiemannqui correspond̀a unetelle suitedans ÷ø , convergeversle pôle
nord ª . Parexemple,la suite ¶ � � � µ ¿ � µ ´E� � ë �

ì � � µ�í � µ ÎE� � Ï � È�È�È convergevers
�

dans ÷ø . La suite¶ , µ � , ¿ , µ ´ , ë , µ
ì
� ÈEÈ�È convergeaussivers

�
dans ÷ø , maiselle neconvergepasdans

� �
.

Si unefonctioncomplexe
� �¼�:� estdéfiniepour

Þ � Þ % �
, onnote

� � � �Y�²¦ í ° â\ I 7 � ���:�¬¦ í ° â5 I 7 � �¼� 5 � pour ÚÀ� 5 Ü satisfaisant
í ° â5 I 7 � 5 ¦ �

si cettelimite existeet nedépendpasdela suite ÚÀ� 5 Ü . Aveccettenotationon peutdéfinir qu’une
fonction

� ���:� estholomorphe(analytique)aupoint
�

, si la fonction
� �{ÍÑ� �²¦ � �#�O»ÆÍÑ� estholo-

morphe(analytique)aupoint ÍÊ¦S¶ . La fonction
� �¼�:� ¦ �E»J� pour laquelle

� �*Í ��¦¢Í estalors
holomorpheen

�
. La fonctiondeCayley

� �¼�:�v¦ �¼���[�O�#»Q��� µ �O� satisfait
� � � ��¦x� et elle est

holomorpheen
�

carla fonction
� �{ÍÑ�Y¦ � �#�E»ÆÍ �Y¦é���Y��ÍÑ�#»Q�#� µ Í � estholomorpheen Í|¦�¶ .

III.2 Le développementdeLaur ent

“L’extensiondonńeeparM. Laurent p-p-p nousparâıt dignederemarque.”
(Cauchy1843,voir Remmert1991)

Si unefonctionholomorphetendversl’infini oucessed’êtreholomorphedansunerégion,onpeut
néanmoinssauver la série entìere, à conditiond’admettre aussidespuissancesnégatives. Cette
extensiona ét́e présent́eeparP.A. Laurent(1813-1854,ingénieurde l’armée)à Cauchy, qui ena
parĺe à l’Académie(voir citation),maisqui nel’a pastrouvée“digne” depublication.

Théorème2.1 Soit
� �¼�:� unefonctionholomorphedansun ouvertqui contientla couronnecircu-

laire
ø°î 7 V �¼�C�¬�²¦�ÚÀ�V# ÷ø JGïÓÔ Þ � µ � Þ Ô�H�Ü . Alors,pour �D# ø°î 7 V ���6� on a

� �¼�:�¬¦�È�È�È?� � Ä ü�¼� µ �6� ü � � Ä�Å� µ � �©� 9 �¹� Å ��� µ �6�è�¹� ü ��� µ �6� ü �ÇÈEÈ�È�¦
7

5�8 Ä 7
� 5 ��� µ �6� 5 (2.1)

où � 5 ¦ �
¿OÕ � ð

� �UOÀ�
�PO µ �6� 5 � Å �
O � ��¦ È�È�È µ ´ � µ ¿ � µ � � ¶ � � � ¿ � ´ � ÈEÈ�È (2.2)

estla mêmeformuleque(II.6.2),maisaussivalableici pourles � négatifs.Lechemind’intégration
est �Ã�H�6�¬¦��ª��ðm! � ³ , �$#¾�Ä¶ � ¿EÕ

¢
avec ï�ÔIð�ÔIH (lesvaleurs ï�¦Ø¶ et H}¦ � sontadmises).

La série 5»º:9 � 5 ��� µ �C� 5 convergepour
Þ � µ � Þ Ô�H , et la série 5�ñ?9 � 5 ��� µ �6� 5 pour

Þ � µ � Þ %;ï .
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�
�Ô� � .

� �
Í Å

Í ü

Í B

Í ñ
Í `

� �

FIG. III.2: PreuveduThéor̀emedeLaurent

Démonstration. Nous suivons de très près les idéesde la démonstrationdu Théor̀emeII.6.1
de Cauchy–Taylor qui estbaśeesur la formule inégrale(II.5.1) de Cauchy. Commela couronneø°î 7 V �¼�C� n’estpasun domaineétoilé,on nepeutpasdirectementappliquercetteformuleintégrale.
On estalorsobligédediviserla couronneenplusieurspartiesétoilées(voir la Fig.III.2).

Pourun � fixé à l’int érieurde la couronne
ø°î 7 V �¼�C� nouschoisissons� � Ò %ï¶ et �]Ô � tels

que ï¹Ô Ò Ô Ò »���· Þ � µ � Þ ·ë����Ô¬��Ô¬H et nousconsid́eronsles chemins�"�:�¤�6�½¦x����C! � ³ ,� . �¤�6�¬¦��ª� Ò ! � ³ et Í Å �¤�6� � È�È�È � Í D �¤�6� , dessińesdansla Fig.III.2 pour '4¦ ì
. La formuleintégralede

Cauchy(II.5.1) appliqúeeauchemin Í Å , et le Théor̀emeII.4.2 appliqúe auxautresÍ l (notonsque
la fonction ODu£ � �UOÀ�#»Q�UO µ �:� estholomorphedansl’int érieurde Í l pour é(¦é� ) donnent

� ���:�¬¦ �
¿OÕ � ô

f
� �UOÀ�O µ � �
O et

�
¿OÕ � ô â

� �POÀ�O µ � �QO¸¦Ø¶ pour Ñ¦�¿ � È�È�È � ' . (2.3)

En additionantles intégralessur les Í l , la contribution dessegmentsreliant lescercles�Ô� et � . se
simplifie,eton obtient ô

f � È�È�È?� ô ^ ¦ ð-ò µ ð�ó . Ainsi

� �¼�:�¬¦ �
¿EÕò� ð-ò

� �UOÀ�O µ � �QO�� �
¿EÕò� ðÆó

� �UOÀ�
� µ O �QONÈ (2.4)

La premìereintégraledans(2.4) peut êtretrâıtéecommedansla preuve du Théor̀emeII.6.1
et donnenaissanceauxtermesavec ���º¶ dans(2.1). Commel’int égrantdesintégrales(2.2) est
holomorphedansla couronne,le chemin �Ô� peut êtredéplaće librementvers � sanschangerla
valeurdel’int égrale.

Pourla deuxìemeintégrale,nouséchangeonsODô � dans(II.6.3), ainsila sériedevientconver-
gentepour

Þ O µ � Þ Ô Þ � µ � Þ . Celadonne

�
� µ O ¦ �

� µ � � O µ �
��� µ �6� ü �ÇÈ�È�È � �PO µ �6� 5

�¼� µ �6� 5 � Å �
�UO µ �6� 5 � Å

��� µ �C� 5 � Å �¼� µ OÀ� � (2.5)

et inséŕe dansla deuxìemeintégralede(2.4)créelestermesavec �AÔ�¶ . Le restepeutêtreestiḿe
dela mêmemanìere,car

Þ O µ � Þ » Þ � µ � Þ ·2�ñÔ � pour O sedeplaçantsurle chemin� . .
L’in égalit́edeCauchy(voir (7.1))

Þ � 5
Þ · 1é�*���� 5 avec 1é�{���¬¦ âÌãOä~ \ Ä � ~ 8 �

Þ � ���:� Þ (2.6)

( ï�ÔI��ÔH ) restevalablepourles � positifset négatifs.
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Exemple2.2 Consid́eronsla fonction
� �¼�:�¬¦é�E»Q���(�	� ü � etcherchonsle développementdeLau-

rentautourdupoint �Ã¦�¶JÈ²ë��¹¶JÈ í � . Pourcalculerlescoefficients,lesformulesintégrales(2.2)ne
sontpastoujourspratiques.On essayeraplutôt d’utiliser dessériesdeTaylorconnues.

La fonction
� ���?�v¦x�O»Q�#�¬��� ü � estholomorphepartoutsaufaupoints õ�� qui sontà distanceïdÝ|¶ÀÈ ì í�í et H�ÝÊ�EÈ í ì de � (voir la Fig.III.3). Pourcalculerle développementdeLaurentdansla

couronneentrecesdeuxrayons,nousdécomposonsla fonctionenfractionssimples,

� ���:�¬¦ �
�m�¹� ü ¦ �

¿E�
�

� µ � � �
µ � µ � È (2.7)

On suit la démonstrationpréćedenteet on remplacelesdeuxfractionssimplespar lesdeuxséries
géoḿetriques(2.5) et (II.6.3), une fois avec O remplaće par � et l’autre fois par µ � , en faisant
attentionà la convergence.Ainsi, on obtientpour(2.7)

�
�m�Ç� ü ¦ �

¿E� ÈEÈ�È:� �¤� µ �6� ü
�¼� µ �6� B � � µ �

��� µ �C� ü � �
� µ � � �

µ � µ � � � µ �
� µ � µ �6� ü � �¼� µ �6� ü

� µ � µ �6� B �ÇÈ�ÈEÈ È
La valeurabsoluedecettesérietronqúee( µ ¿Jë¸·2��·�¿Jë ) peutêtreadmiŕeeenFig.III.3.

1 2

1

2

−1

−1

�

FIG. III.3: Domaineet modulede õñ¿Jë termesd’unesériedeLaurentpour �O»Q�#�ª�¹� ü � .

III.3 Singularit ésisolées

Si unefonction
� �¼�:� estholomorphedansun disqueépoint́e (Hv% ¶ )

E tV ���6�Y�Å¦�ÚÀ�}# ÷ø JÃ¶½Ô Þ � µ � Þ Ô�H�Ü¸¦BE V �¼�C�GF�ÚÀ�OÜ � (3.1)

nousappelons� unesingularité isolée. Le but de ce paragrapheestde classifierles singularit́es
isoléeset d’étudierlesfonctionsholomorphesprochesdeleurssingularit́esisolées.

Le disqueépoint́e E�tV �¼�C� estunecouronne
ø°î 7 V �¼�C� avec ï|¦ ¶ . On peutdoncappliquerle

Théor̀eme2.1et consid́ererle développementdeLaurent

� ���:�¬¦�ÈEÈ�È?� � Ä ü��� µ �C� ü � � Ä�Å� µ � �Ç� 9 �Ç� Å ��� µ �C�è�¹� ü ��� µ �C� ü �ÇÈ�È�È�¦
7

5 8 Ä 7
� 5 �¼� µ �6� 5

pour �}#XE tV ���6� . Ondistinguelestroispossibilit́essuivantes:

1. singularitésupprimable, si � 5 ¦�¶ pourtout �æÔ ¶ ;

2. pôled’ordre ö³% ¶ , si � 5 ¦�¶ pour ��Ô µ ö , mais � Ä É:(¦�¶ );

3. singularitéessentielle, si unnombreinfini de � 5 avec �ÌÔ ¶ sontnonnuls.
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1) Singularit éssupprimables
Unesingularit́e supprimables’appelleaussisingularit́e virtuelle ou singularit́e effaçable.Comme
le théor̀emesuivantnousmontre,il nes’agit pasd’unevraiesingularit́e.

Théorème3.1 Soit
� ���:� holomorphedansun disqueépoint́e E tV ���6� . Lespropositionssuivantes

sontéquivalentes:

1.
� �¼�:� poss̀edeunesingularitésupprimableen � ;

2.
� �¼�:� seprolongeholomorphiquementaudisqueentier E V ���6� ;

3. la limite
í ° â \ I �

� ���:� existedans ÷ø ;
4.

� �¼�:� estbornéeau voisinagede � .
Démonstration. L’implication �#�O�K÷ �¼¿J� suitdudéveloppementdeLaurentenposant

� ���6�Y�Å¦�� 9 .
La condition(2) entrâıne(3),carchaquefonctionholomorpheestcontinue.L’existencedela limiteí ° â \ I �

� ���:��¦é� impliquequepour tout � dansun voisinagede � la valeurde
� �¼�:� estprochede�w# ÷ø , donc �¼´:�K÷ �ÆëJ� .

Il resteà démontrer �¼ëJ�Ý÷ �#�O� . Si
Þ � �¼�:� Þ · 1 9 dansun voisinagede � , alors 1é�{�����²¦âÌãOä ~ \ Ä � ~ 8 � Þ � �¼�:� Þ ·�1 9 . Par conśequent,les inégalit́esde Cauchy(2.6), pour � £ ¶ , montrent

que � 5 ¦�¶ pourtout ��ÔØ¶ . Ainsi, le développementdeLaurentdevientunesérieentìere.

2) Pôles
Si

� ���?� poss̀edeun pôle d’ordre ö en � , on peutmettreenévidencele facteur ��� µ �6� Ä É dansle
développementdeLaurentet onobtient� ���:�¬¦×��� µ �C� Ä É � Ä É �¹� Ä É � Å �¼� µ �6�è�Ç� Ä É � ü ��� µ �6� ü �ÇÈ�È�È È (3.2)

Théorème3.2 Soit
� ���:� holomorphedansun disqueépoint́e E�tV ���6� . Lespropositionssuivantes

sontéquivalentes:

1.
� �¼�:� poss̀edeen � un pôled’ordre ö³% ¶ ;

2.
� �¼�:�¬¦é�¼� µ �6� Ä É ¨ª���:� où ¨ª���:� estholomorphedansle disqueentier E V ���6� ;

3. la limite
í ° â \ I �

� ���:�¬¦ � existedans ÷ø .

Démonstration. Les implications �#�O�D÷ �¼¿J�D÷ �¼´J� sontuneconśequenceimmédiatede (3.2).
Supposonsmaintenantque

í ° â \ I �
� ���:��¦ � . La fonction

� ���?� estalorsnonnulle dansun voisi-
nagedu point � et l’inverseø����:�W¦ �E» � �¼�:� estbiendéfinieet holomorphedansun disqueépoint́eE�t� �¼�C� avec ¶}ÔB�Ó·:H . Comme

í ° â \ I � øÂ�¼�:��¦é¶ , on déduitdu Théor̀eme3.1 que ø��¼�:� estholo-
morphedansle disqueentier E��J�¼�C� et que øÂ�¼�C��¦ç¶ . Par conśequent,øÂ�¼�:�W¦ ��� µ �6� É ø 9 ���:� avec
un ö %{¶ et avec ø 9 �¼�C��(¦ ¶ . La fonction

� ���:��¦ �E»�ø����?� poss̀ededoncun développementde
Laurentdela forme(3.2).

Un pôle d’ordre ö esttypiquementpré-
sentdansunquotient

� ���:�¬¦ �
Å ���:�#» � ü �¼�:� de

deux fonctionsholomorphesoù
�
Å ���6��(¦ ¶

et le dénominateur
�
ü �¼�:� poss̀edeun zérode

multiplicité ö en � .
Uneillustrationestdonńeepour la fonc-

tion �J»Q�P!�\ µ �O� , qui poss̀ededespôlessim-
ples en �	¦ õñ¿E�ZÕK� , �x(¦ ¶ et une singu-
larité supprimableen ��¦ ¶ . La figuremon-
tre la valeurabsolueau-dessusdu domaine� µ Ï � Ï ¢�ù � µ � í � � í ¢ .
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3) Singularit ésessentielles
Dansle casd’unesingularit́eessentielle,le comportementde ú_ûUü�ý , quandü serapprochede þ , est
caract́eriśe parle théor̀emesuivant.

Théorème3.3(Casorati 1868,Weierstrass1876) Soit ú°ûUü�ý holomorphedansun disqueépoint́eÿ��� ûPþ�ý . Lespropositionssuivantessontéquivalentes:

1. ú°ûPü�ý poss̀edeen þ unesingularitéessentielle;
2. pour tout � avec

��� ���
	 , l’ensembleú°û ÿ��� ûUþ�ý�ý estdensedans � ;
3. la limite ������������ú_ûUü�ý n’existepasdans � .

Démonstration. L’implication û���ý�� û���ý estévidentecar, aucasoù �����������Sú°ûUüåý��! #" � existe,ú°ûPü�ý estprochede  si ü estprochede þ et ú°û ÿ �� ûUþ�ý�ý nepeutdoncpasêtredensedans � .
Si la limite �����������Lú°ûPü�ý n’existepasdans � , le point þ nepeutpasêtreunesingularit́e sup-

primableni un pôle. Donc,l’implication û$��ý�� û&%Æý estvraie.
Pourdémontrer û'%Æý(� û$��ý , supposonsque þ estunesingularit́e essentielleet (par l’absurde)

qu’il existe ��) � tel que ú°û ÿ��� ûUþ�ý�ý n’estpasdensedans � . Il existealors  *"+� et ,*) � telsque- ú_ûUü�ý/.0 -21 , pourtout ü�" ÿ �� ûUþ�ý . Cecinouspermetdeconsid́ererla fonction

3 ûPü�ý�4�� %ú°ûUüåý/.0 c.-à-d. ú°ûUüåý��! 65 %3 ûPü�ý87 (3.3)

Elle est holomorpheet borńee (
- 3 ûPü�ý - � %:9:, ) dans

ÿ �� ûUþ�ý . D’après le Théor̀eme3.1, 3 ûUü�ý se
prolongeholomorphiquement̀a

ÿ � ûPþ�ý . Si 3 ûPþ�ý<;� �
, alors %=9 3 ûUüåý estholomorphedans

ÿ � ûPþ�ý et si3 ûUþ�ý�� � (zérodemultiplicité > ), alors %=9 3 ûPü�ý aunpôled’ordre > en þ . Onendéduit(voir (3.3))
que ú°ûUüåý estholomorpheou que ú°ûPü�ý a un pôle d’ordre > en þ . Ceci contreditle fait que ú_ûUü�ý
poss̀edeunesingularit́eessentielleen þ .

UneillustrationestdonńeeenFig.III.4, pourla fonction

?A@CBED ��F �G%�. %ü=H 5 %
�oü=I . %J ü=K 5 %

�8L�ü=M�N 7=7O7
unefonction qui, dansle casréel, estsi aimable(voir [HW, p.253]). Les deuxtoursqui appa-
raissentformentunesingularit́e, les lignesdeniveaude

- ú°ûUü�ý - sontdeslemniscates(Exercice7).
L’argumentde ú°ûUü�ý se comportebeaucoupplus violemment,avec une infinité de rotationssur
chacunedeceslemniscates.La validitédu Théor̀emedeCasorati–Weierstrassestévidenteici.

−.4 .0 .4

−.4

.0

.4

FIG. III.4: Fonction ? @CBED � F avecsingularit́eessentielle;la valeurabsoluèa gaucheet leslignesde
niveauavecvaleursPRQ ( P�� �TSOU % SOU � S 7O7O7 ) de V8W'X±ú°ûPü�ý à droite.
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III.4 Théorèmedesr ésidus

“ r ésidu [ré-zi-du] n.m. (du lat. residuus, qui estdereste).Cequi resteYZYZY ”
(LarousseDictionnaireUniversel)

Le Théor̀emedesrésidusgéńeralisele théor̀emedeCauchyII.4.2 auxfonctionsayantdessingu-
laritésisoléesà l’int érieurduchemind’intégration.Il fut pourCauchyl’instrumentprincipalpour
trouverdesvaleursd’intégralesdéfinies.

Définition 4.1 Soit ú°ûPü�ý holomorphedansundisqueépoint́e
ÿ��� ûPþ�ý . La quantit́e

 @CB � %
�=Q\[ ] ú°û�^oý2�_^`�a4 ResûUú S þ�ý (4.1)

où b ûdc�ý#�ëþe5
� ?Zfhg pour
� �icj�k�=Q et

�l� � � 	 , estappeĺee le résidude ú°ûUüåý au point þ
(c.-à-d.la seulechosequi restede ú°ûPü�ý apr̀esintégration).

Le résiduestle coefficientde ûPü6.�þ�ý @CB du développementdeLaurent.On peutle calculerpar
développementenséries.Pourdespôlessimples,on a lesformulescommodes

ResûUú S þ�ý��!������:��� ûUüm.)þ�ý ú°ûPü�ý et ResûUú S þ�ý�� ú B ûUþ�ýúonH ûUþ�ý (4.2)

si ú_ûUü�ý��2ú B ûUü�ý'9�ú H ûPü�ý avec ú B ûUþ�ý6;� � et si ú H ûUüåý poss̀edeunzérosimpleen ü(�Bþ .
Si þ estunpôled’ordre > de ú_ûUü�ý , onpose3 ûUü�ý��\ûPüp.þ�ýrq�ú_ûUü�ý . Alors, le résidude ú°ûPü�ý en þ

estle >
.s% -ièmetermedela sériedeTaylor de 3 ûPü�ý , c.-à-d.

ResûPú S þ�ý�� %ûd>t.u%Æý&v 3\w q @CByx ûUþ�ý 7 (4.3)

Théorème4.2(Cauchy 1826) Soit z un domaineétoilé et b unecourbeferméeparcourant {|z
dansle senspositif. Soit ú°ûPü�ý holomorphedansun voisinage de l’adhérence z}�}z�~�{�z , à
l’exceptiond’un nombrefini desingularitésisoléesþ B S þ H S 7O7O7 S þ&� dans z . Alors,

%
�:Q�[ ] ú_û�^oý2��^<�

�
��� B ResûUú S þ � ý 7 (4.4)

Démonstration. La preuve est très similaire à celle du Théor̀emeII.5.1 (formule intégralede
Cauchy).La seuledifférencerésidedansle fait quenousavonsmaintenantplusieurs pointssin-
guliersà contournerpar de petitscercles(voir Fig.III.5). Commeauparavant, celamarchesans
autrecomplicationsi le domainededéfinition estétoilé. On projettelessingularit́esversle bord

þ B
.�� B

þ H.�� H

þ��
.��|�



b

FIG. III.5: Preuvedu théor̀emedesrésidus
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et on appliquele Théor̀emeII.4.2 deCauchyà un cheminb � qui comprendb , lescerclesautour
dessingularit́eset lesconnections.Lesintégralessurlescheminsalleret retourdisparaissent,il ne
resteque

] ú°û�^Qý2��^�.
�
�'� B �:� ú°û�^oý2��^`�

�
(4.5)

où les � � sontlescerclesqui contournentlespointssinguliersdansle senspositif. On obtientla
formule(4.4)enremplaçantlesdernìeresintégralespar(4.1).

Si unefonction ú_ûUü�ý estholomorphedansun domainez et si ü*"�z estun point fixé,alorsla
fonction 3 û�^oý�� ú°û�^Qý

^6.�ü (4.6)

poss̀ede ü commeseul point singulier avec Resû 3 S ü�ý0� ú°ûPü�ý (voir (4.2)). Dans ce cas, le
Théor̀eme4.2desrésidusdevient la formuleintégraledeCauchy(II.5.1).

III.5 Calcul d’int égralespar la méthodedesr ésidus

“La théoriedesrésidusseprêteavecunemerveilleusesimplicité à la recherchedesintégrales
définies,et voici comment:” (H. Laurent,ThéoriedesRésidus, 1865)

Noussommesmaintenantderetourà la toutepremìeremotivationdeCauchypourentreprendreses
recherchesenanalysecomplexe,àsavoir la justificationetla géńeralisationdescalculsd’intégrales
entreprisparEuleret Laplace.

“L’art” detrouver desintégralesdéfiniesa ét́e cultivé tout aulong des18èmeet 19èmesiècle,
Dirichlet et Kronecker ont donńe descours(jusqu’̀a 6 heureshebdomadaires)sur le sujet. Au-
jourd’hui, il existedelonguestables(parex. cellesdeGröbner–HofreiterouGradstein–Ryshikqui
témoignentd’un travail incroyable)et desprogrammesinformatiques(par ex. Maple ou Mathe-
matica),qui “crachent”cesintégralesenquelquesmillisecondes.Mais,pourunespritscientifique,
il est,encoreet toujours,intéressantdevoir commentcestrésorsdu savoir ont ét́e trouvés.

L’id ée est très simple: on choisit une fonction ú°ûPü�ý , on choisit un chemin b et on évalue
l’int égrale(4.4)encalculantlesrésidus;ensuiteon la partageenpartiesréelleet imaginaire,et on
trouve deuxformulesd’intégrales(dont uneestsouvent triviale). Discutonsquelquessituations
typiquesqui conduisent̀adesintégralesintéressantes.

1) Int égralesimpr opres. Consideronsdesintégrales
�
@ � ú°û��Gý|�O� þ Bþ Hþ�� �

b

�. �où la fonction ú°ûUü�ý n’a qu’un nombrefini de singularit́es
(aucunesurl’axe réel)et satisfait �����(��� � ü6�oú°ûPü�ý�� � .

Commechemind’intégrationon prendl’intervalle réel ��. � S �<� , suivi d’un granddemi-cercle� � ? f�g , � ��c���Q (voir la petitefigure).Sousla condition ��������� � üm�oú°ûPü�ý�� �
, l’int égralesurle

demi-cercletendvers
�

pour
��� �

et on trouve
�
@ � ú°ûd�Gý|�O� ���:Q�[ Im ��¡'¢R£ ResûUú S þ&�6ý S (5.1)

où la sommeestsurtouteslessingularit́es þ�� de ú_ûUü�ý dansle demi-plansuṕerieur.
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Exemple. Decettemanìereonobtient �
@ �

�O�
� K 5¤% �

�=Q
�

sansavoir besoinde calculerune primitive de la fonction ú°û��Gý¥� %=9Sûd� K 5k%Æý . En effet, les
singularit́esconcerńeessont þ B � ?§¦©¨ª , þ H �«[ et þ���� ?C¬E¦©¨ª . Les résiduscorrespondantssontþ @2� 9 J par la deuxìemeformule de (4.2). Ainsi, ResûUú S þ B ý�� ?¯® ¬E¦°¨ª 9 J , ResûPú S þ H ý��«.�[�9 J et
ResûUú S þ��hý�� ? ® ¦°¨ª 9 J dontla sommeest .a�=[Z9 J .
2) Int égralestrigonométriques. Pouruneintégraledela forme

H²±£ ³ û�´:µ8¶8c S ¶&��·�c�ý|�Oc
on consid̀erele cercleunité b û�c�ý�� ? f�g avec

� �0ce�¤�=Q et on observeque

H²±£ ³ û$´=µ8¶8c S ¶'��·�c�ý|�Oce� ] ³
ü�5)ü @CB
�

SCüm.)ü @CB
�=[

�Qü
[-ü 7 (5.2)

Il suffit alorsdecalculerlessingularit́eset leursrésiduspourla fonctiondela deuxìemeintégrale
dans(5.2).Si ³ ûd¸ S�¹ ý estunefonctionrationnelle,l’int égrantde(5.2)estaussirationnel.
Exemple. On obtientlesformules(pour º»"¥¼ � )

H²±£ �Oc
%�.��=ºm´=µ2¶8c½5¾º H �

%
[ ]

�QüûPü6.¿ºCý»û'%�.�ºLüåý � �=Q
%�.�º H si

- º - � % (5.3)

et H²±£ �Oc
º(5À´=µ8¶8c �

�
[ ]

�Qüü=He5À�=ºLüÁ5¤% �
�=QÂ ºTHe.!% si ºÃ)Ä% 7 (5.4)

Pourle deuxìemeexemple,il y a un pôle þ B �k.Áº»5 Â ºTH�.u% à l’int érieurdu cercleunité b de
résiduResûUú S þ B ý��G%=9Sû�� Â º H .u%Æý .

L’int égrale H²±£ �Ocû�º�5À´=µ8¶8c�ý�H � �:Q�ºû Â ºTH�.¤%Æý � si º»)G% (5.5)

nécessitele calculdu résidud’un pôle double. Pouréviter cela,on peutdériver l’int égrale(5.4)
parrapportauparam̀etreº .

3) Transformation deFourier. Il s’agitdesintégrales
impropresdela forme �

@ � 3 ûd�Gý ? fhÅ�Æ �Ç� S þ B
þ H b B

b H
b_�

.Á� Èoù la fonction 3 ûUüåý n’a qu’unnombrefini desingularit́es(au-
cunesurl’axe réel)et satisfait �������:� � 3 ûUü�ý�� � .

Commecheminnousconsid́eronsle bord du carŕe (voir la petitefigure) où ��) �
et È ) �

sontsuffisammentgrandspourquetouteslessingularit́essoientdansl’int érieurdu carŕe. NotantÉ ûd�"ý�4��!�ÊV:Ë�Ì � ÌÎÍ � - 3 ûUüåý - quiconvergeverszéropour� � �
, l’int égralesur b H û�c�ý��!.Ác�5m[»û��§5 È ý ,cÁ"��°. È S � � peutêtremajoŕeepar(pour  #) � )

] F
3 ûPü�ý ? fhÅ � �
ü � É û��a5 È ý ? @ Å w �ZÏ8Ð x ûd�`5 È ý � �

si �`5 È � �
7

Pourl’int égralesur b B û�c�ý�� È 5¿[�c , cÁ"0� �TS È 5¿c � on obtient

]=Ñ 3 ûPü�ý ? fhÅ � �
ü � É û È ý �ZÏ8Ð
£ ? @ Å&g �OcÁ�

É û È ý
 %�. ? @ Å w �ZÏ8Ð x �

É û È ý
 

� �
si È � �

et l’int égralesur b_�Qûdc�ý peutêtremajoŕeedela mêmemanìere.Ainsi nousobtenons
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�
@ � 3 ûd�Gý ? fhÅ�Æ �Ç�s�!�=Q�[ Im � ¡ ¢R£ ResûPú S þ���ý si  #) � (5.6)

où ú°ûUüåýÒ� 3 ûUü�ý ?ZfhÅ � et la sommeest sur toutesles singularit́es þ�� de 3 ûUü�ý dansle demi-plan
suṕerieur.

Exemple. On obtientalorssanscalculscompliqúesque,pour  #) � et pour Óp"}� avec Re Óp) � ,�
@ �

? fhÅ&Æ
�Ã.�[�Ó �O� ���=Q�[ ?A@ Å�Ô et

�
@ �

? fhÅ�Æ
�j5¿[ZÓ �O� �

�
7

Uneadditionresp.soustractiondecesdeuxintégralesdonnele formulesdeLaplace(1810)�
@ �

Ó�´=µ8¶»û� O�Gý
�|H�5
ÓyH �O� � �

@ �
��¶&��·Aû� O�Gý
�|H�5�ÓyH �O� �
Q ?A@ Å�Ô 7

4) Transformation deMellin. Consid́eronsavec  #"Õ�
et
�(�

Re  � % l’int égraleimpropre�
£ 3 û��Gý�� Å @CB �O�

b �
.Áb Ð

où la fonction 3 ûUü�ý n’a qu’un nombrefini desingularit́es(au-
cunesur l’axe réel) et satisfait ����������£ 3 ûUü�ý�ü Å � �

ainsi que��������� � 3 ûPü�ý ü Å � � .
Rappelonsque la puissanceü Å esten géńeral multivaluéeet donńeepar ü Å �×Ö²Ë¯Ø û� ���µ8X±ü�ý .

Pourobtenirunefonctionholomorpheil fautfixer unebranchedu logarithme.Nousconsid́erons��µ8X üa�!��µ8X - ü - 5Ù[|V8W'X±ü où l’argumentestchoisipourque
� �!V2W'X ü � �:Q . Par le Théor̀emeI.8.2

la fonction ��µ8X±ü et alors aussi ü Å sont holomorphesdansle plan complexe privé de l’axe réel
positif. Pourun réel �l) � et pour ü � � , la limite d’en hautet celled’en bassontdifférentes;on
a respectivement� Å et ? H²± fhÅ � Å .

Pourdéfinir le chemind’intégration,nousprenonsun È ) �
trèspetit et un �Ú) �

trèsgrand,
et nousconsid́eronslesdeuxcerclesderayonsÈ et � reliéspardessegmentshorizontauxproches
del’axe réelpositif (voir la petitefigure). Avec

É û��Ôýp4����ÊV:Ë Ì � Ì � � - 3 ûUüåý ü Å - , les intégralessurles
cerclespeuventêtremajoŕeespar

]ZÛ 3 ûUü�ý�ü Å @CB �Qü �¤�=Q É û��Ôý et ]�Ü 3 ûUü�ý�ü Å @CB �Qü �!�=Q É û È ý (5.7)

et convergentverszéropour � � �
et È � �

(parhypoth̀esesur la fonction 3 ûUü�ý ). Le théor̀eme
desrésidusimpliquealorsque,dansla limite � � �

et È � �
, ona

�
£ 3 û��Gý�� Å @CB �O��. ? H²± fhÅ �

£ 3 û��Gý�� Å @CB �O�s���=Q�[ ���� B ResûUú S þ � ý
où þ B S 7O7O7 S þ�� sontlessingularit́esde 3 ûPü�ý et les résidussontcalcuĺespour ú°ûUüåý�� 3 ûPü�ý ü Å @CB . En
utilisantle fait que %�. ? H²± f�Å �¤. ? f ± Å �=[|¶&��·Aû�Q� oý cetteformuledevient

�
£ 3 ûd�Gý�� Å @CB �O�s�¤. Q ? @ f ± Å¶&��· ûdQ� oý

�
��� B ResûUú S þ � ý 7 (5.8)

Exemple. Avec 3 ûPü�ý��i%=9Cû'%½5)üåý onobtientla formule(pour
�(�

Re  � % )�
£ � Å @CB

%�5¿� �O� �
Q

¶&��·GûdQ� oý S
carle résidude ú_ûUü�ý��2ü Å @CB 9Sû&%Ý5ü�ý en þ B �¤.»% est û�.j%Æý Å @CB � ? w Å @CByxrÞÎßyà w @CByx � ? w Å @CByx f ± �¤. ? f ± Å .
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5) Une formule d’Euler. Pourdémontrer
�
£ ¶'��·��

� �O� � Q
�
S b �

b Ð
�.Á� È. Ènousposonsú°ûPü�ý�� ? f � 9�ü etnousconsideronslechemin

dela figureavec È petit et � grand.
Le petit demi-cercleest nécessairepour éviter le pôle à l’origine. L’int égralesur le grand

demi-cercleb � û�c�ý��
� ? fhg , ce"á� �TS Q � peutêtreestiḿeeà l’aide de ¶&��·�c 1 �:c�9:Q sur � �TS Q�92� � par

] Û
? f �
ü �Qü � ±£ ?A@ �OâäãÎå g �Çcp�!� ± D H£ ?A@ �Çâ�ãÎå g �Oce�!� ± D H£ ?A@ H � g D ± �Oc�� Q

� %�. ?A@ � � Q
�Á7

Elle convergeverszérosi � � �
. Commela fonction ? f � 9�ü estholomorphedansl’int érieurdu

cheminfermé,uneintégrationsurcechemindonnepour � � �
@ Ð
@ �

?ZfhÆ
� �O�Ã.�[ ±£ ? Ð wÎæ ß â g Ï f â�ãÎå g x �Oc½5 �

Ð
?ZfhÆ
� �O� � � 7

L’int égraleaumilieu convergeversQ si È � �
. Enéchangeant� par .Á� dansla premìereintégrale

et enutilisant ?Zf�Æ . ? @ f�Æ �ç�=[|¶'��·�� nousobtenonsla formulecherch́ee.

6) Encoredesint égralesimpr opres. Cherchons̀acalculer�
£ ú°ûd�Gý|�Ç�

où la fonction ú°ûPü�ý n’a qu’un nombrefini desingularit́es(aucunesur l’axe réel positif, l’origine
incluse)et satisfait �����(��� � ü6��ú°ûUü�ýè�8��µ8X±ü(� � .

L’id ée est de consid́erer la fonction 3 ûPü�ý¾4�� ú°ûPü�ým����µ2X ü et le mêmecheminque pour la
transformationde Mellin. Commedans(5.7) on démontreque l’int égralede 3 ûUü�ý sur le grand
cercledisparâıt si � � �

. Cellesurle petit cercleavecrayon È , peutêtreestiḿeecommesuit:

] Ü 3 ûUüåý|�
ü �u�:Q È �8�ÊV:ËÌ � Ì � Ð - ú°ûPü�ý - �Lû - ��µ2X È - 5À�=Q°ý 7
Elle converge aussivers zéro pour È � �

, car ú_ûUü�ý n’a pasde singularit́e à l’origine. Pour
l’int égralesurle cheminentieril restealors(pour � � �

et È � �
)�

£ ú°ûd�GýC��µ2X/���O�Ã. �
£ ú°û��Gý ��µ8Xé�j5
�=Q�[ �Ç�

et le théor̀emedesrésidusdonne

�
£ ú°û��Gý|�O�Ú�¤. �

��� B Resû 3 S þ � ý 7 (5.9)

Exemple. Commeapplicationconcr̀ete,calculonsl’int égralesuivante:

�
£ �O�

%�5¿� � �
�=Q Â �ê 7

Pourlestrois singularit́es þ B � ? f ± D � , þ H �Ä.»% , þ²��� ? @ f ± D � lesrésidusde 3 ûUü�ýÁ�ë��µ8X ü89Sû&%�5|ü � ý
sont respectivement .Á[rQ�û'%m5�[ Â ��ý'9C%:ì , [�Q�92� et .aí=[�Q²û'%m.0[ Â ��ý'9C%:ì . La formule (5.9) donnela
valeuraffirméedel’int égrale.
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III.6 Fonctionsméromorphes

“ î�ïð$ñoò&ó , partie” et “ î ò&ñoô ïõ , forme” (DictionnaireGrecFrançais,Hachette)

Lesfonctionsméromorphessontdesfonctionsqui ont presque(enpartie)la formedesfonctions
holomorphes.Plusprécisementona:

Définition 6.1(Briot–Bouquet 1875) Une fonction ú°ûUüåý est méromorphedansun ouvert z , si
elle estholomorphedansz saufendespointsisolésoù elle peutavoir despôles.

Les fonctions méromorphesdansun domaine z peuvent être additionńees,multipliéeset
dérivéessanssortir de l’ensembledesfonctionsméromorphes.L’avantagepar rapportaux fonc-
tionsholomorphesestquelesfonctionsméromorphespeuventaussiêtrediviséesentreelles.

Théorème6.2 Si ú°ûUüåý et 3 ûUü�ý sontméromorphesdansz , leur quotientú°ûUü�ý'9 3 ûUü�ý estaussiméro-
morphe. L’ensembledesfonctionsméromorphesdans z formealorsun corps.

Démonstration. Lessingularit́esde ú°ûPü�ý�9 3 ûPü�ý sontlespôlesde ú°ûPü�ý et 3 ûPü�ý et leszérosde 3 ûPü�ý .
Pourun tel point þ on a ú°ûUüåým�£ûUü<.|þ�ý q ú B ûPü�ý avec >ö� �

et ú B ûPþ�ý�;� �
et 3 ûUüåýÁ�ìûUü6.cþ�ýø÷ 3 B ûUü�ý

avec ùÄ"Gúhú et 3 B ûUþ�ý ;� �
. Le quotient ú°ûUü�ý'9 3 ûUü�ýÊ� ûPü�.:þ�ý q @ ÷
ú B ûUü�ý'9 3 B ûPü�ý poss̀edeen þ une

singularit́esupprimable(si > 1 ù ) ou unpôle d’ordre ùÙ.�> .

Exemples.Toutesles fonctionsholomorphes,maisaussiles fonctionsrationnellesainsi queles
fonctionsûÇV8·�ü���¶&��·�ü89�´=µ8¶Lü , ´=µ:û ü���´=µ2¶Lü89�¶'��·®ü , ú_ûUü�ý��2ü89Cû ? � .!%Æý , etc.,sontméromorphes.

Décompositionen fractions simples. Pourles fonctionsrationnelles,la décomposition
enfractionssimplesestsouventtrèsutile. Nousreprenonsun exemplede[HW, p.119–120]:

ú°ûPü�ý�� J ü I .�� � ü H 5
LoüÁ5¤% êü  5)ü=I�.�íoü � .)ü=H�5
ìoü�.�L �
J ü I .�� � ü H 5ÀLoüÁ5¤% êûUü�.u%Æý � ûUü�5
��ý�H (6.1)

Nousavonsun pôle d’ordre 3 en üü�+% et un d’ordre2 en üü�ý.�� . La fonction ú°ûPü�ý���ûPü�.þ%Æý �
n’a plus de pôle en ü�� % . Nousdévelopponscettefonction en série de Taylor et obtenonsle
développementdeLaurent(qui convergepour

�(� - ü�.u% - � � )
ú_ûUü�ý�� %ûPü6.¤%�ý � . �ûUüm.u%Æý H 5 �ü6.¤% 5

ìê .
ÿ
� ÿ°ûUüm.u%Æýé5 �

� ÿ°ûPü6.¤%�ý H 5 7O7O7 (6.2)

et similairementpourl’autrepôle (cettefois pour
�(� - üÁ5
� - � � )

ú°ûUüåý��!. %ûPüm5À��ýrH 5 �ü�5
� . �8L
� ÿ .

%�L
� ÿ ûUü�5
��ý/. % ÿ

ì|% ûPüm5À��ý H 5 7=7O7e7 (6.3)

Idée: Si ondénoteles“parties principales” decesdéveloppementspar

� B ûPü�ý�� %ûUüm.u%Æý � . �ûPü6.!%ÆýrH 5 �üm.u% et
� H ûPü�ý���. %ûPü65À��ýrH 5 �ü�5
� S (6.4)

alors ú°ûUüåýÁ. � B ûPü�ýÁ. � H ûPü�ý n’a plus de pôle et, par le Théor̀eme3.1, est holomorphedans � .
Comme�����(��� � ú_ûUü�ý�� � , il suit duThéor̀emeII.7.2 deLiouville quecettedifférenceestzéroet

ú°ûUü�ý�� %ûPü6.!%Æý � . �ûUüm.u%Æý�H 5 �ü6.!% . %ûPüm5À��ýrH 5 �üm5À� (6.5)

(cf. [HW, formule(II.5.11)]).

Rappelonsque ú°ûUüåý poss̀edeun pôled’ordre > en þp� � , si ú_û��wý��;ú°û'%=9��wý enaun aupoint
�+� �

. Ceci signifie que ú_û��Dý#��� @ q ú B û��Dý où ú B û��Dý estholomorpheproche
�

et ú B û � ýÙ;� �
.

Alors, ú°ûPü�ý��=ü q ú B ûPü�ý où ú B ûUüåý estholomorphedansun voisinagede üÊ� �
et ú B û � ý�;� �

. Par
exemple,un polynômededegré > poss̀edeen

�
un pôled’ordre > .
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Théorème6.3 Si ú°ûUü�ý estunefonctionméromorphesur � � � ~�� ��� , alors ú°ûPü�ý neposs̀ede
qu’unnombrefini depôleset estunefractionrationnelle.

Démonstration. Commelessingularit́es(ici le point infini estinclus)d’unefonctionméromorphe
sontisolées,il existe

� ) � tel que ú_ûUü�ý neposs̀edepasdesingularit́e à l’extérieurde 	�
$û � ý (sauf
éventuellementen üa� �

) et seulementunnombrefini dans	�
 û � ý . Soientþ B S 7O7O7 S þ�� lespôlesdeú°ûPü�ý situésdans � . Si > � estl’ordre de þ � , on consid̀erela fonction
3 ûUü�ý�4��\ûUüm.�þ B ý q Ñ � 7O7O7 �LûPüm.�þ��åý q ¡ �oú°ûUü�ý

qui estholomorphedanstout � . Si ú°ûPü�ý aunpôled’ordre >+) � en
�

ousi ú°ûPü�ý estholomorphe
dansun voisinagede

�
(> � �

), on a
- 3 ûUüåý - ���������� - ü - q Ï q Ñ Ï������ Ï q ¡ . Par la remarquesuivantle

Théor̀emeII.7.2 deLiouville, la fonction3 ûPü�ý estunpolynômededegréauplus > 5�> B 5 7O7O7 5a>Ù� .Parconśequent,ú°ûPü�ý estunefonctionrationnelle.

Casd’une infinit é depôles. Soit,parexemple,ú°ûUü�ý��!´:µ:û üa�!´=µ8¶Lü29�¶&��·²ü . Il y adespôles
simplesauxpoints ü��¤P Q , P�"¥úhú , avec ResûUú S PRQ°ý��i% . La formuleanaloguèa (6.5)seraitici

´:µ:û ü�� ´:µ8¶Lü
¶&��·�ü � ����� ���  � ���

� 7=7O7 5
%ü�5
�=Q 5 %üm5¾Q 5 %ü 5 %üm.�Q 5 %üm.
�=Q 5 7O7=7

(6.6)

formuletrouvéeparEuler, à l’aide desonproduitpour ¶'��·®ü (voir Introductio1748,Chap.X, ! 178).
Voici d’autresexemples:

%
¶'��·�ü � ����� ���  � ���

� 7=7O7 .
5
%ü�5
�=Q . %ü�5¿Q 5 %ü . %üm.�Q 5 %üm.��=Q .
5 7=7O7

(6.7)

ou encore

%
¶&��· H ü � �"��� ���  � ���

� 7O7O7 5 %ûUü�5
�=Q°ý�H 5 %ûUü�5¿Q_ýrH 5 %ü=H 5 %ûPü6.�Q_ýrH 5 %ûPü6.
�:Q°ýrH 5 7O7=7
(6.8)

et

´:µ8¶Lü
¶&��· H ü � �"��� ���  � ���

� 7O7O7 .
5
%ûPüm5À�=Q°ýrH . %ûPü�5¾Q°ýrH 5 %ü:H . %ûPü6.�Q_ýrH 5 %ûPü6.��=Q_ýrH .
5 7=7O7

(6.9)
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Notrebut estdedémontrercesformules.Tout d’abordremarquonsquelesséries(6.6)et (6.7)
neconvergentpassansautreprécision(sérieharmonique).Pourdonnerunesens̀a cesformulesil
fautgrouperensemblelestermesûUü�5�PRQ_ý @CB 52ûPü6.0PRQ_ý @CB �!�oü89CûUü H .�P H Q H ý .

Pourunefonction méromorpheavec pôle þ � nousnotonspar
� � ûPü�ý la partie principale dans

le développementde Laurentautourde þ � (c.-à-d., les termesavec indicesnégatifs). Pourune
courbefermée b autourdel’origine, nousnotonspar ��ûdb ý la distancede b à l’origine et par #²û�b ý
salongueur.

Théorème6.4(Mittag-Leffler) Soit ú°ûUüåý méromorphedans � avecpôles þ B S þ H S þ²� S 7O7O7 ( þ � ;� �
).

Consid́eronsunesuite �=b � � decourbesferméescontournantl’origine et satisfaisant ��û�b ��ý � �
pour P � �

et #²ûdbo�6ý�98��ûdbo��ý�� 
, sur lesquelles- ú°ûPü�ý - � É

pour ü�"Ùbo� et P��G% S � S � S 7O7O7�7 (6.10)

Alorsona

ú°ûPü�ý��2ú°û � ý�5+������Ç� � � �%$ Int w�] ¡ x
� � ûPü�ýè. � � û � ý �2ú°û � ý�5 �

�'� B
� � ûPü�ýè. � � û � ý (6.11)

où Int ûdb �åý désignel’int érieurdela coubebo� .
Si þ�£#� �

estun pôle de ú°ûUüåý , il faut remplacerú°û � ý dansla formule(6.11)par
� £
ûUü�ý plus le

termeconstantdansle développementdeLaurentautourde þ�£m� � .

−2

2

−3π −2π −π 0 π 2π 3π

b B b H

FIG. III.6: Illustrationdela preuvedu“Théor̀emedeMittag-Leffler” pour ú°ûPü�ý��!´=µ:û ü
Démonstration. Cethéor̀emeestuneversionsimplifiéedu cel̀ebre
théor̀emede Mittag-Leffler, qui fut publié dansActa Math. vol. 4,
1884.

Commelessingularit́esde ú°ûUü�ý sontisolées,il n’y aqu’un nom-
bre fini des pôles à l’int érieur de b � (voir Fig.III.6). L’id ée est
d’enlevercessingularit́eset deconsid́ererla fonction

ú_ûUü�ý/. � �%$ Int w�] ¡ x
� � ûPü�ý

qui estholomorphedansunvoisinagede Int ûdbo��ý (voir Fig.III.7). La
formuleintégraledeCauchydonnealors

ú°ûPü�ý§. � �&$ Int w°] ¡ x
� � ûUü�ý�� %

�:Q�[ ] ¡
ú_û�^oýé. � �'$ Int w�] ¡ x � � û�^oý

^m.�ü ��^ (6.12)

pour ü dansl’int érieur de b � et différentde pôles. Danscettesituation, la fonction 3 � û�^oý¾�� � û�^oý�9Sû�^ .�ü�ý poss̀edelespôles ü et þ � avecrésidusResû 3 � S ü�ý�� � � ûUü�ý et Resû 3 � S þ � ýÁ�þ. � � ûUü�ý .
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2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

PÊ� � P����

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

2

4

−4

−2

−4π −3π −2π −π 0 π 2π 3π 4π

PÊ�!L P*�i%��

FIG. III.7: Courbesdeniveaupourla valeurabsoluede ú°ûUü�ý��!´:µ:û üm. ��'� £ � � ûUüåý
Le théor̀emedesrésidusdonnealorsque

%
�=Q�[ ] ¡

� � û�^oý
^m.�ü �_^a� � (6.13)

et la formule(6.12)(appliqúeeunefois pour ü et unedeuxìemefois pour üa� � ) impliqueque

ú°ûPü�ý/.�ú°û � ý/. � �%$ Int w�] ¡ x
� � ûUüåý/. � � û � ý � %

�=Q�[ ] ¡ ú°û�^oý %
^m.�ü . %

^ �_^�� %
�=Q\[ ] ¡

ú°û�^QýLü
^�û�^m.)ü�ý ��^ 7

Nousmajoronscettedernìereintégraleenutilisant(6.10))et l’hypothèsesur b � , cequi donne

ú°ûPü�ýè.)ú°û � ý/. � �%$ Int w�] ¡ x
� � ûUü�ý/. � � û � ý �

É - ü - #²û�b �åý
�=Q»��û�b �»ý|��û�b � S ü�ý �

É - ü - 
�=Q���û�b � S ü�ý (6.14)

où ��û�b � S ü�ý estla distanceminimaleentre ü et la courbeb � . Pour ü fixé, cettedistancetendvers
l’infini pour P � �

et la majorationdans(6.14)tendverszéro.
Dansle casoù l’origine estun pôle de la fonction ú°ûPü�ý , on appliquecettedémonstratioǹa la

fonction ú°ûUü�ý/. � £QûPü�ý qui estholomorpheprèsdel’origine.

Exemple6.5(formulesd’Euler) Consid́eronsla fonction ú°ûPü�ýj�+´:µ:û ü (voir la formule (6.6)).
Pourla courbeb � nousprenonsle bordducarŕeavecsommetsû�P65 %=92��ý�Q²û U % U [�ý . Ona ��û�b ��ý��û�P`5!%=92��ý�Q � �

et #�ûdb �6ý���ì8��ûdb �6ý . La fonction ú°ûPü�ý peutêtremajoŕeeà l’aide de- ´=µ8¶8û��Ã5¾[)(�ý - H �ç´=µ8¶ H �»5
¶&��·+* H ( S - ¶&��·Aû��»5¿[)(�ý - H �!¶'��· H �j5À¶'��·,* H ( 7
Sur les partiesverticalesde bo� on a

- ú_ûUü�ý - � % et sur les partieshorizontales
- ú°ûPü�ý - � Â � car- ¶'��·,*-( -�1 % pour

- ( -C1 �=Q�92� . La formule (6.11)du Théor̀emedeMittag-Leffler impliquealors
que

´=µ:û ü¿� %ü 5
�
��� B

%ü�5�.AQ . %
. Q 5 %ü6./.AQ 5 %

.AQ � %ü 5
�
��� B

�oüü=Hp.0.RH�Q�H
cequi justifie d’unepartla formule(6.6). D’autrepart,enmultipliant cetteformulepar ü , la série
devient (avec 1By@ 1 �

�� � B,2 � )
üm�8´=µ�û ü��i%�.
�

�
�'� B

��F� F ± F%�. � F� F ± F
�i%�.
�

�
��� B

�
� � B

ü H �
. H � Q H � �i%�5

�
� � B

�
��� B

%
. H �

.��
Q H � ü H � 7 (6.15)
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Cettesérie,compaŕeeà (I.9.5),donnelesformules�
�'� B

%
.RH � �=û�.»%Æý � @CB û��=Q°ý H

�
�Lû$�TP"ý'v 	 H � pour P*�i% S � S � S 7=7O7

S
(6.16)

l’un desplusformidablestriomphesd’Euler. Mêmele cas PÙ�k% fut uneénigmepourLeibniz et
Joh.Bernoulli pendantundemi-sìecle(pluspréciśement:de1673à1740).

La formule (6.7) peutêtre justifiéede la mêmemanìere. Pourla fonction ú_ûUü�ý*� %=9�¶'��· H ü
(voir la formule(6.8))onadespôlesd’ordre � et le Théor̀emedeMittag-Leffler donne

%
¶&��· H ü � %ü=H 5 %

� 5
�
��� B

%ûUüÁ5�.AQ°ý�H . %û3.AQ°ýrH 5 %ûUüm.�.AQ°ýrH . %û3. Q_ýrH 7
En utilisant la formule (6.16) pour P�� % et 	 H � %=9 J , les termesconstantss’annulentet on
retrouve la formule(6.8). La formule(6.9)peutaussîetrevérifiéedecettemanìere.

III.7 Principe de l’ar gument

À l’aide du théor̀emedesrésidusnousdémontronsici le célèbre“principe de l’argument”. La
premìereapplicationdeceprincipeestdueàRiemann(1859,Werkep.148,pourestimerle nombre
de zérosde sa“fonction ^ ”), unedeuxìemepar E.J.Routh(1877,dansun travail sur la stabilité
d’un syst̀eme).

Théorème7.1(Principe de l’ar gument) Soit z un domaineétoilé et b la courbefermée par-
courant {|z dans le senspositif. Si ú°ûPü�ý est méromorphedans un voisinage de l’adhérencez��¤z
~s{|z et sanszéro ni pôlesur b , alors

%
�:Q�[ ]

ú n û�^Qýú°û�^oý �_^a�¤úbûPúmýé.�4�ûUúmý (7.1)

où úwûUúmý et 4�ûUúmý sont, respectivement,le nombre de zéros et le nombre de pôles de ú°ûPü�ý à
l’int érieurde b , compt́esavecleur multiplicité.

Démonstration. La fonction ú n ûUü�ý'9�ú°ûUüåý estméromorpheet poss̀ededespôleslà où ú°ûPü�ý estsoit
zérosoit infinie. À l’aide de(4.2),onvoit que

si ú°ûPü�ý��\ûUüm.�þ�ý q 3 ûUü�ý S 3 ûUþ�ým;� � alors Res
ú n ûUüåýú°ûPü�ý S þ �
>

si ú°ûPü�ý�� 3 ûUü�ýûUüm.�þ�ý q S 3 ûUþ�ým;� � alors Res
ú n ûPü�ýú°ûPü�ý S þ �¤.Á> 7

Le théor̀emedesrésiduspourcettefonctiondonnel’affirmation(7.1).

Inter pr étation géométrique du principe de l’ar gument. Le quotient ú n ûUü�ý'9�ú°ûUüåý estla dérivée
de ��µ8X�ûUú_ûUü�ý ý . Aussilongtempsquela valeurde ú_ûUü�ý restedansundomaineoù ��µ8X5� estdéfinieet
analytique,ona trouvéuneprimitivede ú n ûPü�ý�9�ú_ûUü�ý etparconśequentona

]76
ú n û�^Qýú°û�^oý ��^(����µ8X ú°ûdb û�c�ý�ý .���µ8X ú°û�b û � ý�ý (7.2)

où b g �ib -98 £;: g=< dénoteunepartiede la courbeb . Si on veut appliquercetteformule à la courbe
entìere b , il faut interpŕeter ��µ8X>� commefonction multi-valuée. Néanmoinsla partie réellede��µ8X>� (qui est ��µ2X - � - ) estle mêmepour �u�Bú°û�b û&%Æý�ý��2ú_û�b û � ý ý (la courbeb estfermée).Ainsi
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2

4

−2

b_£ b B b H b_� ?

FIG. III.8: Le principedel’argumentpourla fonction ú°ûUüåý���¶'��· ûUü892��ý�9Sû ? Å � .0Ó-ý

]
ú n û�^oýú°û�^Qý ��^a�!��µ8X ú°ûdb$û&%Æý�ý .���µ8X ú°û�b û � ý�ý �
[ V8W'X�ûPú°û�b û&%Æý�ý ý/.
V8W'X�ûPú°û�b û � ý�ý ý 7 (7.3)

Ceciestunmultipleentierde �=Q�[ etcomptele nombredetoursqu’effectuele vecteurú°ûUü�ý , quandü parcourtb dansle senspositif.

Exemple. Dansla FigureIII.8 sontdessińeslesvecteursú°ûPü�ý attach́esaupoint ü pourla fonctionú°ûPü�ýa� ¶'��· ûUü292��ý�9Cû ? Å � .çÓ�ý où  Ú�«% 7
ÿ í et Ó��}%8% 7 L . Cettefonctionposs̀ededeuxzéros( üü� �

et üj�G�=Q ) et deuxpôles( üÃ�ëû$��·mÓ-ý�98 et ü»�Ëû$��·mÓ�5á�=[rQ_ý�98 à l’int érieurdu cheminb . On peut
observer quel’entier (7.1)vaut

�
pourlescourbesb_£ , b B et b H , il vaut .j% pour b_� et denouveau

�
pourla courbeb .

Ce théor̀emeposs̀eded’innombrablesapplications,entreautresle “théor̀emede Rouch́e” et
uneùÁ5s% -èmepreuvedu théor̀emefondamentaldel’algèbre.

Théorème7.2(théorèmede Rouché) Soient ú°ûUüåý et 3 ûPü�ý desfonctionsméromorphesdansun
ouvert z et soit b unecourbetellequele principedel’argumentpeutêtreappliqúe. Si

- ú°ûUüåý/. 3 ûPü�ý - � - 3 ûUü�ý - pour tout ü�"sb S (7.4)

alors úbûPúmý/.@4�ûUúmý��«úbû 3 ýé.�4�û 3 ý 7
En particulier, quand ú°ûUü�ý et 3 ûPü�ý sontholomorphes,alors ellesont le mêmenombre dezéros à
l’int érieurde b .
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Démonstration. En conśequencede(7.4),lesfonctionsú_ûUü�ý et 3 ûUüåý n’ont ni zérosni pôlessur b .
Il existealorsun voisinageA dela courbeb où le quotient B ûUü�ý��@ú°ûUüåý�9 3 ûUüåý estholomorpheet
tel que - B ûPü�ý/.u% - � % pour ü�"CA 7
Ceci implique quela fonction Log ûDB ûUüåý�ý estbien définiedansA et qu’elle estuneprimitive de
B n ûPü�ý�9EB ûPü�ý . Pour la courbefermée b on obtientdonc ] B n ûUü�ý'9EB ûUü�ý|�Qü�� �

. L’ égalit́e B n 9EB0�ú n 9�úÊ. 3 n 9 3 et le principedel’argumentpermettentdeconclure.

Donnonsencorequelquesapplicationstypiquesdecerésultat:

F Unedémonstrationduthéoremefondamentaldel’alg èbre. Soit º ûUüåý��� ÷ üO÷�5 7O7O7 5j B ü�5j A£un polynômede degrée ù . Sur un cerclede rayon
�

(avec
�

suffisammentgrand)on a- º ûUü�ýR.ü ÷ üO÷ - � -  ÷ üO÷ - . Le théor̀emedeRouch́e impliquequeº ûUü�ý poss̀edele mêmenombre
de zérosdans

ÿ 
 û � ý que 3 ûPü�ýs�  ÷ ü=÷ (c.-à-d., exactementù zéros,compt́esavec leurs
multiplicités).

F Continuit́e deszérosd’un polynôme. Soit º ûPü SHG ý(�  ÷ û G ý üO÷�5 7O7O7 5! B û G ý ü`5� A£
û G ý un
polynômeà coefficientsdépendantcontinûmentd’un param̀etre

G
. Si üÃ��þ estuneracine

de º ûPü SHG £8ý demultiplicité > , alorspour , et
- G . G £ - assezpetits,le polynôme º ûPü SHG ý a >

racinesdansle disque
ÿJI ûPþ�ý . Cecisuitdu théor̀emedeRouch́e,caril existeun �() � tel que

- º ûUü SHG ý/.¾º ûUü S�G £»ý - � ��� - º ûUü S�G £»ý - pour
- ü�.�þ - �
, 7

Un �ü) �
satisfaisantla deuxìemeinégalit́e existe,parcequeleszérossontisolés. La pre-

mièreinégalit́eestdueà la continuit́edescoefficients,si
G

estsuffisammentprochede
G £ .

F LemmedeHurwitz. Soit �oú ÷ ûUü�ý � ÷ Í B unesuitede fonctionsholomorphesdans z qui con-
verge localementuniformémentversunefonctionholomorpheú°ûUü�ý (c.-à-d.,convergeuni-
formémentsurchaquesous-ensemblecompactde z ). Supposonsque ú_ûUü�ý nes’annulepas
sur le bord { ÿ � ûPþ�ý d’un disque. Alors, pour ù suffisammentgrand, ú ÷ ûPü�ý et ú_ûUü�ý ont le
mêmenombrede zérosdans

ÿ � ûPþ�ý . Pourla démonstrationde ce lemmeon remarqueque- ú ÷ ûUü�ý/.�ú°ûPü�ý - � �#� - ú°ûPü�ý - sur { ÿ � ûPþ�ý .
III.8 Exercices

1. Calculerleslimites suivantesdans KL (si ellesexistent)

M3N3O��� �QP I-RTS P �QUWV M3N3O�:� �
� R P
P H � S

V M3N3O��� � P �TXS P R X
V M3N3O��� �ZY\[^]_P V M3N3O��� �Z`�a�b

X
P Y

2. Lesquellesdesfonctionssuivantessontholomorphesdansun voisinagede P"ced :

� P � R P � S V
X R P�-� S P

V f N b_P V Y\[g] PX R P H Y
3. Soit hji V õ V\k^l un point de la sph̀ere de Riemann,c.-à-d., i H R õ H R k H c X

. Calculersa projec-
tion st́eŕeographiquePnm à partir du pôle nord h  V  V\Xol sur le plan passantpar l’ équateur. Calculer
égalementsaprojection P%p à partir du pôle sud h  V  V\�"Xol . Montrerque

Pnm0q Pnprc X Y
Cecimotive l’ étudedel’infini à l’aide dela transformationP�st Xou P .
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.0.0

FIG. III.9: Fonction ? BED � avec singularit́e essentielle;la valeurabsolueà gaucheet les lignesde
niveauavecvaleursPRQ ( P�� �TSOU % SOU � S 7O7O7 ) de V8W'X±ú°ûPü�ý à droite.

4. Pourla fonction v�h P l cwY\[g] h Xou P l , démontrerparuncalculdirectquepourtout x�yzKLw{>|  o} etpour
tout ñ�~  il existeun P y�� � h  l avec v�h P l c x (voir la Fig.III.9).

5. La fonction

v�h P l c
�

P h P R Xol h P �0�ol
estholomorphedans KL�{,|  V\�"XoV\� } . CalculerlestroisdéveloppementsdeLaurent:pour

 "��� P �o� X ,
pour

X ��� P �H� � etpour
� ��� P ��� d .

6. Lesfonctionssuivantesposs̀edentunesingularit́e aupoint � c  . Déciders’il s’agitd’unesingularit́e
supprimable,d’un pôle (quelordre)où d’unesingularit́e essentielle:

S�R P
P I h'� RTS P H l

V X
`�a�b_P

V f N b�P
P
V �)�of X

P
V P� � �TX�� P � P H uo� Y

7. Pourla fonction v�h P l c � @CBED �:F , démontrerqueleslignesdeniveaude
� v�h P l � etde a��&� v�h P l sontdes

lemniscates(voir la Fig.III.4).
Rappel.La célèbre“lemniscate”deJac.Bernoulli estdéfiniepar hj� H R�� H l H c�� H hj� H � � H l (voir
[HW, p.314,315et329).

8. Pourchacunedesfonctionssuivantesdéterminerlespôleset lesrésidusencespôles:� P R X
P H � P ���

V P R X
P �TX

H V f N b�P
P H

V �)�of Pf N b_P Y
9. En utilisantle théor̀emedesrésiduscalculerl’int égrale

]
� � R � @ �
P � � P

où � parcourtle bordducarŕe desommets� � � ��� dansle senspositif.

10. Calculerl’int égrale �
@ � � �� I R � H R X Y

11. Démontrerquepourdesentiers� V)� satisfaisant
 "� � � �

�
£ � q @CBX R � ÷ � � c

�>u��
f N b h � � u��>l Y � f ± D ÷F ¨7���  Indication. Consid́ererle chemindela figure.
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12. Soit ¡¢h P l un polynômededegrée
��£¤�

. Démontrerquela sommedesrésidusdela fonction
Xou ¡¢h P l

estzéro.

13. Par la méthodedesrésidus,montrerque�
£

�)�of h � � lX R � H � � c
�
� � @ Å V H²±£

�)�of S�¥
� �¦U��)�of ¥ � ¥ c

�
Xo� V H²±£ � ¥h'� � S f N b ¥ l H c

� �S � Y
14. Calculerl’int égrale �

£
�)�of � �TX
� H � ��Y

Indication.Utiliser lesmêmesidéesquepourl’int égraledu type(5) dansle paragrapheIII.5.

15. Démontrerque �
£

M � � �X R � H � � c
 Y

Indication. Prendreun chemin commedansl’int égraledu type (5) dansle paragrapheIII.5 et
unedéterminationdu logarithmequi estune fonction holomorphedans KL privé de la demi-droite
d’argument

���>uo�
.

16. Vérifier la formule �
£

M � � �hj� R � l hj� R�§ l � � c
M � � H � � M � � H §� h � � § l pour � ~ § ~  Y

17. Calculerlesintégralessuivantes�
£ � �� H R � � R X S

V �
£

f N b H h'¨�� l� H � � V
�
£

M � � �hj� R Xol � � �\Y
18. En applicantle théor̀emedeMittag-Leffler démontrerla formule

`�a�b�P"c � P
X

h �>uo�ol H � P H R
X

h S �>uo�ol H � P H R
X

h'� �>uo�ol H � P H R YZYZY Y
En déduireque X

X H R
X
S H R

X
� H R

X
© H R YZYZY c

� Hª Y
19. Démontrerquetouteslesracinesdu polynôme v�h P l c�P�« � � P � R Xo� sontsituéesentrelescercles� P � c X et

� P � c � .
Indication. Appliquer le théor̀emedeRouch́e avec ¬¢h P l c Xo�

sur le petit cercleet avec ¬¢h P l c�P^«
surle grandcercle.

20. Soit v�h P l holomorphesurle disqueunité ¯® c � B h  l etcontinuesurl’adhérence etsupposonsque° h  l�±  . Démontreralors(à l’aide du théor̀emedu Rouch́e) que v�h P l c²P poss̀edeexactement
unesolution P y� .

21. Soit v�h P l unefonctionholomorpheetsupposonsquele borddel’ensemble³ c | P y´KL¶µ � v�h P l � ~ X }
soit paraḿetŕe parun chemin�·h ¥ l ausenspositif. Rappelonsque ¸��cº¹�»h ¥ l estle vecteurtangent̀a
cettecourbeet ¸� c �-� ¹�·h ¥ l le vecteurnormalorient́e versl’extérieur.
a)Expliquerpourquoiona ¼ M � � � v�h P l � u ¼�¸�w½  danscettesituation;
b) En utilisantleséquationsdeCauchy–Riemannpour

M � � h'v�h P l'l , montrerque ¼ a��&� v�h P l'u ¼¾¸� ½  .
c) Montrerque a��%� v�h P l eststrictementdécroissantlelongde � (dériver v�hj�·h ¥ l'l c ��f'¿'À àgÁ w�]Aw g x�x ).
Cerésultatestillustré dansla Fig.III.10 pourla fonction

v�h P l c
X R P h X��T� � l R P H h Xouo���T� � R � H lh X�� �gP l H Y\[g] h P l Y (8.1)
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 ���û$�m. Â ��ý'9 J  ��=û���5 Â ��ý�9 J

FIG. III.10: L’ensemble Â0�²�oü("}�/Ã - ú°ûPü�ý - )Ä% � pourla fonction ú_ûUü�ý de(8.1).

22. Dansla Fig.III.101 sontdessińeslesvecteursv�h P l attach́esaupoint P_c �»h ¥ l surla courbequi décrit
le bord de l’ensemble

³ c | P yÄKL�µ � v�h P l � ~ X }
(pour la fonction v�h P l de (8.1)). Uniquement

en regardantcettefigure, décidercombiende zérosou pôles sont danschacunedescomposantes
connexesborńeesde

³
etde

³ � .
23. En utilisant le théor̀emedeRouch́e, démontrerle résultatsuivantqu’on appelleaussile “lemmede

Zarantonello”:soit
� � � ~   etsoit ¡¢h P l unpolynômededegré ¨ satisfaisant¡+h'� l c X . Alors, on a

O a�[Ì � Ì � �
� ¡¢h P l � £

 � � � Y
Indication. Comparerla fonction v�h P l c h P u � l � � ¡+h P l avec ¬¢h P l c h P u � l � .

1Cettefigureestprisedu livre “Solving OrdinaryDifferentialEquationsII” deHairer& Wanner.
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Chapitr e IV

Sériesde Fourier

La théoriede ce chapitrenouspermetde mieux comprendretoutesortede phénom̀enespério-
diques. Elle a sonorigine au 18èmesiècledansl’interpolation de fonctionspériodiquesen as-
tronomie,dansl’ étudede la cordrevibranteet du sonavantd’entreren forceensciencesgrâceà
la Théoriedela ChaleurdeFourier(1822),voir le chapitreV.

Commeexemple,consid́eronsla digitalisationd’un son(Fig. IV.1). Onaenregistré �8� �8�8� im-
pulsionsparseconde,dont % � �8L sontdessińees(cecicorrespond̀a % � �8LT9R�8�ÆÅ!L J 7 í millisecondes).
Il n’y a pasde doutequecesdonńeesrepŕesententun phénom̀enepériodique. On est souvent
intéresśe par l’ étudedu spectred’un tel signal,par les fréquencesdominantes,par la suppression
d’un bruit defond éventuel,etc.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. IV.1: Digitalisationdu son“o” prononće parMartin

A part la résolutionde certaineśequationsaux dérivéespartielles,on utilise aujourd’huides
sériesde Fourier (saversiondiscr̀eteFFT, voir le cours“AnalyseNumérique”; un des“Top 10
Algorithmsof the20thCentury”)et desmodifications(ondelettesou “wavelets”)dansbeaucoup
d’applicationseninformatique(compressiondesons,compressiond’image,JPEG).

IV.1 Définitions mathématiqueset exemples

Fonctionspériodiques. Les fonctions ¶'��·�� , ´:µ8¶T� , maisaussi¶&��·��=� , ´:µ8¶Cí=� sontdesfonctions�=Q -périodiques, c.-à-d.ellesvérifientla relation

ú°û��j5
�=Q°ý��Bú°û��Gý pourtout � "¥¼ � 7
Polynômestrigonométriques. Lescombinaisonslinéairesde ¶'��·mPR� et de ´:µ8¶|PR� ( PÚ"�ú�ú ) sont
desfonctions�:Q -périodiques.Ellessontdela forme

 Ç£
� 5

m
� � B  A�½´:µ8¶|PR�Ã5

m
� � B Ó²��¶'��·6P �

S
(1.1)

où les  A� et Ó²� sontdescoefficientsréels.On appelle(1.1)un polynômetrigonoḿetrique.
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ππ 2π2π0

−1

1

ππ 2π2π0

−1

1

ππ 2π2π0

−1

1

. � 7 %:í�5
�
7 L�´=µ2¶2�Ã5

�
7
J ¶&��·�� 7O7O7 .

�
7 í�´:µ8¶§�=�Ã.

�
7 L�¶&��·��=� 7O7O7 5

�
7 �8í�´=µ2¶C�=�Ã.

�
7 í�¶'��·Á�=�

FIG. IV.2: Plusieurspolynômestrigonoḿetriques

Formule d’Euler et représentationcomplexe. La formuled’Euler? fhÆ �!´:µ8¶8�Ã5¾[|¶'��·�� (1.2)

nouspermetdesimplifier l’expression(1.1).Eneffet, enadditionnantetensoustrayantla formule
(1.2)et ? @ f�Æ ��´=µ8¶ û�.��Gý/5¿[|¶&��·Vû�.��Gý���´:µ8¶8��.�[|¶&��·�� , on endéduit

´:µ8¶T� � ?ZfhÆ 5 ? @ fhÆ
�

S ¶'��·��s� ?ZfhÆ . ? @ fhÆ
�=[ 7 (1.3)

Le polynômetrigonoḿetrique(1.1)peutdoncêtreécrit sousla forme
m

� � @ m þ��
? f � Æ (1.4)

où þ&�<� BH û� A�Á.�[ZÓ²�åýþ @ �<� BH û� A�p5¿[�Ó��6ý ou,demanìereéquivalente,
 A�`�;þ��p5)þ @ �
Ó²�`�À[»ûUþ��Á.�þ @ �6ý 7

Avec cesformules,on peutpasserde la repŕesentationréelle(1.1) à la repŕesentationcomplexe
(1.4)et vice-versa.

Coefficients de Fourier d’une fonction �=Q -périodique. Consid́eronsd’abord un polynôme
trigonoḿetriqueú°û��Gý�� m� � @ m þ�� ? f � Æ , multiplions-lepar ? @ f=Ç°Æ et intégronsde

�
à �=Q :

H²±£ ú°û��Gý ? @ fÈÇ©Æ �O� � m
� � @ m þ��

H²±£ ? f w � @ Ç x Æ �Ç�s�!�=QKþ Ç S
car H²±£ ? f q Æ �O� � Bf q ? f q Æ

- H²±£ � � pour > ;� �
et l’int égraleestégaleà �=Q pour >+� � . On obtient

alors þ��<� %
�=Q

H²±£ ú°û��Gý ?A@ f � Æ �O�
 A�<�2þ��p5)þ @ �<� %

Q
H²±£ ú_û��GýC´=µ2¶|PR�#�O�

Ó²�`�À[�ûPþ&�Á.�þ @ ��ý�� %
Q

H²±£ ú°ûd�GýC¶'��·mPR�#�O� 7
(1.5)

Commelesfonctionssont �:Q -périodiques,on peutécrire ±@ ± ou H²± Ï ÅÅ aulieu de H²±£ .
Si ú°û��Gý est �=Q -périodique,maispasnécessairementun polynômetrigonoḿetrique,on appelle

(1.5) lescoefficientsdeFourier dela fonction ú°û��Gý .
Définition 1.1(Série deFourier) Soit ú°ûd�Gý une fonction �:Q -périodiquetelle que les intégrales
dans(1.5)existent.On appelle“s érie deFourier de ú_û��Gý ” la série�

� � @ � þ�� ? f
� Æ où þ��<� %

�=Q
H²±£ ú°û��Gý ?A@ f � Æ �O� (1.6)

et on écrit ú°ûd�Gý�É �� � @ � þ�� ? f � Æ . La série deFourier peutégalement̂etre écritesousla forme

ú°ûd�Gý�É  Ç£
� 5 � Í B  A�½´:µ8¶|PR�Ã5 � Í B Ó²��¶'��·6P �

avec � S Ó�� donńespar (1.5).
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Pour le moment,on sait seulementqu’on a égalit́e dans ú°ûd�Gý � �� � @ � þ�� ? f � Æ pour des
polynômestriogonoḿetriques.Le sujetdecechapitreestd’étudierla convergencedecettesérie
et la questionquandcetteidentité restevraiepourdesfonctions�=Q -périodiquesarbitraires.

Exemple1.2 Étudionscommentune fonction ú°û��Gý estapproxiḿeepar sasérie de Fourier. La
Fig. IV.3 montresix fonctions �=Q -périodiquesainsi queplusieurstroncaturesde leurssériesde
Fourierassocíees.Lessix fonctionssont:

ú°û��Gý��
Â ��´:µ8¶C�=� si

- � - �
Q�92L�
si Q�92L�� - � - �!�=Q�92L

. Â ��´=µ8¶o�=� si �=Q�92La� - � - �
Q ú°û��Gý�� �
� si

- � - � Q

ú°û��Gý�� Q H
%:� .

� H
L si

- � - � Q ú°û��Gý��ç��µ8X ��´:µ8¶ � � si
- � - � Q

ú°û��Gý�� Q�92L si
� ��� �
Q.�Q�9RL si .�Q���� � � ú°û��Gý�� Q

�
- ¶&��·�� -

−2 0 2 4

−1

1
n = 1n = 1

n = 8n = 8 ππ
0 1 2 3 4 5 6 7

−2

−1

1

2

n = 1n = 1
22

33

n = 24n = 24

−2 0 2

−2

−1

1 n = 1n = 1

n = 8n = 8

ππ
−2 0 2 4

−2

−1

1 n = 1n = 1

n = 12n = 12

ππ

0 2 4

−1

1

n = 12n = 12

0 1 2 3

1

ππ

n = 12n = 12

(��ç´=µ8¶8�j5 BH ´=µ8¶C�:�Ã. B'ÊÎBH Ê I ´=µ8¶
ÿ �j5 7O7O7 (Ã�!¶&��·���. BH ¶&��·m�=�»5 B� ¶'��·m�:��. 7O7=7

(��ç´=µ8¶8�Ã. BI ´=µ8¶C�=�j5 BË ´=µ8¶C�:�Ã. 7O7=7 (Ã�!´:µ8¶8��. BH ´=µ2¶C�=�Ã5 B� ´:µ8¶C�=�j. 7O7O7

(��ç¶'��·��Ã5 B� ¶'��·��=�Ã5 B ¶'��·6í=�»5 7=7O7 (Ã�i%�. HB'Ê � ´=µ8¶C�:��. H� Ê  ´=µ8¶CL:��. H�Ê « ´=µ8¶
J ��. 7O7=7

FIG. IV.3: Quelquesfonctions
���

-périodiquesavecdessériesdeFouriertronqúeesassocíees



74 ŚeriesdeFourier

Vérifions,parexemplepourla fonction ú°û��Gý��
�è9R� (
- � - � Q ), quela sériedeFourierestcelle

donńeedansle dessincorrespondantdela Fig. IV.3. Un calculdirectdonne:

 A�<� %
Q

±
@ ±
�
� ´=µ8¶|PR���O� �

�
(parceque�(´=µ2¶¯P � estimpaire),

Ó²�`� %
Q

±
@ ±
�
� ¶'��· PR���O� �

%
�=Q .Á� ´:µ8¶|PR�P ± @ ± 5

%
P

±
@ ± ´=µ8¶|P �#�O� � û�.»%Æý � Ï BP 7

Remarquonsque,engéńeral,on a

F  A�<� � si la fonction ú°ûd�Gý estimpaire,c.-à-d.si ú°û�.��Gý��¤.}ú°û��Gý (sériedesinus),F Ó²�`� � si la fonction ú°ûd�Gý estpaire,c.-à-d.si ú°û�.��Gý��2ú°ûd�Gý (sériedecosinus).

0

1 0

1

.�Q Q �=Q

pair

.ÁQ Q �=Q
impair

FIG. IV.4: Illustrationdesfonctionspaireset impaires

Exemple1.3 Étudionsencorela fonctiondudébut decechapitrequi estla digitalisationd’un son
(Fig. IV.1). Surl’intervallecomprenanttousles % � �8L pointselle n’estvisiblementpaspériodique.
Par contre,les premiers

ê L8L points(reliéspar dessegmentsde droite) repŕesententunefonction
qui peutêtreprolonǵeepériodiquement.Sapériodeest Ìt� Ë IyIHyH £y£y£ secondes.Si on dénotecette
fonctionpar ³ û�c�ý (c ensecondes),la fonction ú°û��Gý�� ³ û�c�ý avec � �ç�=Q�c�9;Ì devient �=Q -périodique
et onpeutappliquerlesformulesdeceparagraphe.On cherchedoncunerepŕesentation

³ ûdc�ý�É
�

� � @ � þ&� ? f
� Æ avec � � �=Q�c

Ì 7
La Fig. IV.5 montrelesmodulesde þ�� enfonctionde P . On lescalculenumériquementparFFT,
voir le cours“AnalyseNumérique”. Commeú°û��Gý estréelle,on a þ @ �j� þ�� . On observe queles
coefficientsdeFourierdominantscorrespondenttousàdesmultiplesde í . La fréquencedominante
decesonestdoncde íT9;Ì��!ím�8�8� �8�8� 9 ê L8LÍÅi%8% J 7 í Hz.

Essayonsderetrouver le sondela Fig. IV.1 à partir desonspectre(c.-à-d.à partir descoeffi-
cientsdeFourier þ�� ). Quelquesvaleursde þ&� sontdonńeesdansle tableauIV.1. Dansla Fig. IV.6
nousdessinonsquelquessériesde Fourier tronqúees.D’abord nousprenonsuniquementles ter-
mesavec P � 5»%:í et Ps� .j%�í , c.-à-d. la fonction þ @CBä ? @CBä f�Æ 5�þ Bä ? Bä fhÆ . Cecidonnela fonction

0 50 100 150

10−1

100

101

FIG. IV.5: Le spectre(valeuralsoluede �ø� enfonctionde ¨ ) pourle sondela Fig. IV.1
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P þ�� - þ�� -í í 7
J %�. �

7 �8íé[ í 7
J �% � L 7 �

ÿ . ì 7
ÿ %o[ ê

7
ÿ �

%:í .j%�� 7 í2�m5!%:� 7 ì8�é[ %�ì 7
J L

P þ�� - þ�� -� � í 7 L8í�.u% 7
ê �é[ í 7

ÿ ì�2í �
7 �|%�.u% 7 %

ê [ % 7 �2�� � . ÿ 7 ì8Lm.�� 7 %:ìé[ ì 7 %�L
TAB. IV.1: CoefficientsdeFourierpourle sondela Fig. IV.1

pointilléedansla Fig. IV.6 (unsinuspur). Si ontientenpluscomptedescoefficientsavec P�� U % �
et P � U � � on obtientla fonction traitill ée,et enajoutantles termescorrespondant̀a P � U í etPÊ� U � � onobtientla courbesolide.Elle estdéjàunetrèsbonneapproximationdusonactuel.On
voit qu’avectrèspeud’informationonpeutreconstituerle signaloriginal.

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. IV.6: Approximationparun polynômetrigonoḿetrique

IV.2 LemmedeRiemannet fonctionsà variation bornée

Si l’on sedonneunefonction“arbitraire” ú°û��Gý sur � �TS �=Q � , et si l’on calculelescoefficients  A� , Ó²�
respectivementþ�� par(1.5),on peutsedemander:F la sériedeFourierva-t-elleconverger?,convergeruniformément?F aucasoù elle converge,va-t-elleconvergervers ú°ûd�Gý ?
Cesquestions,affirméesdansun élandejeunesseparFourierà partir de1807,sesontavéŕeespar
la suiteplusdifficilesqueprévues.

Une premìereapprochepour étudierla convergencede la série de Fourier consisteà dériver
desmajorationspour

- þ�� - et d’utiliser le fait que
- þ�� ? f � Æ - � - þ�� - .

Lemme2.1 Soit ? 4�� �TS �=Q ��� ¼ � unefonctionenescaliersur un nombre fini d’intervalles,alors
lescoefficientsdeFourier (1.5)sontmajoŕespar

-  A� - � ��������- P -
S - Ó�� - � ��������- P -

S - þ�� - � ��������- P - pour tout P . (2.1)

Démonstration. Pourdesfonctionsenescalier(voir lepetitdessin)
on peutexplicitementcalculerlescoefficientsdeFourier. On ob-
tient,parexemple,

þ��
� %
�=Q

H²±£ ? ûd�Gý ? @ f � Æ �O�¤� %
�=Q

÷
�'� B ( �

Æ �
Æ � ® Ñ

? @ f � Æ �O�
� %
�=Q�[ZP ( B 5 ?A@ f � Æ Ñ û�( H ./( B ýé5 ?A@ f � Æ F û3(8��./( H ýé5 7O7O7 ./( ÷ S � � B � H �|� �=Q

( B
( H

(8�
( I

- þ�� - � %
�=Q - P -

- ( H .�( B - 5 - (2��.�( H - 5 7O7O7 5
- ( ÷ ./( B - � ��������- P - 7

Lesestimationspour  A� et Ó²� sontobtenuesparleur relationavec þ�� et þ @ �
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Lemme2.2 (Lemmede Riemann)Soit ú�4è�� S Ó �|� ¼ � intégrable(au sensdeRiemann),alors

������O� �
Ô
Å ú°ûd�GýC¶'��·mPR�#�O�s� �TS ������Ç� �

Ô
Å ú°û��GýC´:µ8¶|PR���Ç�s� �TS ������Ç� �

Ô
Å ú°û��Gý ?�Î f � Æ �O� � � 7

CeciimpliquequelescoefficientsdeFourier satisfont  A� � �
, Ó²� � �

et þ&� � �
.

 Ó

³ �

ú � Ï �

� � @CB � �
? ûd�Gý

Démonstration. Soit , ) �
. Par hypoth̀ese,il existe un

partage
ÿ

de l’intervalle �° S Ó � tel que(dansla notationde
[HW, p.222],voir le dessiǹadroite)

Ð û ÿ ý/. È û ÿ ý�� ÷
�'� B û ³ � .�ú � ý

Ï � � , 7 (2.2)

Notons ? û��Gý la fonctionenescalierqui assumelesvaleursú � sur û�� � @CB S � � ý . Pourcettefonctionnousavonspar (2.1)
quepour Ñ suffisammentgrand,

Ô
Å ? ûd�Gý ?�Î f � Æ �O� � , si P 1 Ñ 7 (2.3)

Danschaqueintervalle û�� � @CB S � � ý on a
- ûPú°û��Gý½. ? ûd�Gý�ý ? Î f � Æ - �ëû ³ � .�ú � ý , et l’on trouve par (2.2)

que la différencedesintégralessur ú°û��Gý ? Î f � Æ et ? ûd�Gý ? Î f � Æ est plus petite que , . Ainsi, on a
l’estimation

- ÔÅ ú°û��Gý ? Î f � Æ �O� - � �=, pour P 1 Ñ .

Le Théor̀eme2.4ci-apr̀esestle résultatd’un long développementcommenc¸antparS.D.Pois-
son (Th. math.Chaleur1835,p.185), G.G. Stokes (1849), jusqu’̀a F. Riesz(Math. Zeitschr. 2,
1918,p.312). Il est inspiré par l’estimationde la démonstrationdu Lemme2.1, laquellenous
amèmeà la définitionsuivante(C. Jordan,Cours d’Analyse, TomeI) :

Définition 2.3(Variation totale et fonctionsà variation bornée) Lavariationtotaled’unefonc-
tion úü4è�� S Ó �|� ¼ � estdéfiniepar

A 8 Å : Ô�< ú�4�� ¶nÒ§ØÅ � ÆHÓ&Ô2Æ Ñ Ô ����� Ô2Æ � � Ô
÷ @CB
f � £

- ú°û�� f Ï B ý/.,ú°û�� f ý - 7
On dit que ú està variation bornéesi A 8 Å : Ô�< ú � � .

Afin demieuxcomprendrelesfonctionsà variationborńee,voici quelquespropríet́es:

F Une fonctionestà variation bornéesi et seulementsi elle estdifférencede deuxfonctions
monotonescroissantes(voir Fig. IV.7).
Pourunefonctionmonotonȩ 4e�° S Ó �Ý� ¼ � on a A 8 Å : Ô�< ¸�� - ¸ û�Ó-ý½.�¸ û� oý - . Elle estdonca
variationborńee.Comme A 8 Å : Ô�< û�.Á¸ ý��ÕA 8 Å : Ô�< ûd¸ ý et A 8 Å : Ô�< û�¸Ã5 ¹ ýe�ÕA 8 Å : Ô�< ¸j5�A 8 Å : Ô�< ¹ , aussila
differencededeuxfonctionsmonotonesestà variationborńee.
Soit ú 4Á�° S Ó ��� ¼ � à variationborńee. Avec la notation

¹ û��Gýa4��ÖA 8 Å : Æ×< ú on a la relation- ú°û�(�ýe.@ú°û��Gý - � A 8 Æ : Ø < úë� ¹ û�(�ýe. ¹ ûd�Gý pour � � ( . Par conśequent,
¹ û��GýÁ.@ú°û��GýÚ�¹ û�(�ýÝ.cú°û3(mý et aussi

¹ û��Gý½5�ú°ûd�Gý<� ¹ û3(mýè5�ú°û�(�ý . Lesdeuxfonctions ú Ï �Ëû ¹ 5cú�ý�92� etú @ 4�� û ¹ .2úmý�92� sontalorsmonotonescroissanteset leur différencedonnela fonction ú
(dansFig.IV.7 ona ajout́e la constanteú°û � ý�92� auxdeuxfonctions ú Ï et ú @ ).

F Si úÙ4é�° S Ó ��� ¼ � està variationbornée, alors ú estintégrable(ausensdeRiemann).
Ceci estuneconśequencedu fait quechaquefonction monotoneest intégrableau sensde
Riemann([HW] p.228).
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ú°û��Gý

ú Ï û��Gý

.Vú @ û��Gý
FIG. IV.7: Fonctionà variationborńeecommesommedefonctionsmonotones

F Si ú estcontinûmentdifférentiable, alors ú està variationbornée.
Surl’intervallecompact�� S Ó � ona

- ú n û��Gý - � É
. Le théor̀emedeLagrangenousdonnealors

÷
��� B

- ú_û�� � ý/.)ú°û�� � @CB - � ÷
�'� B

- ú n û3Ù � ý - � - � � .�� � @CB - � É û�Ó�.
 Qý 7
F Unefonction ú peutêtre à variationbornéesansêtrecontinue.

Consid́erons,parexemple,desfonctionsenescalier.
F Unefonction ú peutêtrecontinuesansêtre à variation bornée.

Uneexempleestla fonction ú°ûd�Gý��
�¥¶&��· û&%=9:�Gý surl’intervalle � �TS % � .
Théorème2.4 a) Si úç4�� �TS �:Q ��� ¼ � est à variation bornée, alors les coefficientsde Fourier
satisfontpour PÚ;� � - þ�� - � ��������- P - (demêmepour  A� et Ó²� ). (2.4)

b) Si úÚ4�¼ �!� ¼ � est �=Q -périodique, º�.u% fois continûmentdifférentiableet º fois différentiable
par morceauxavec ú wÛÚ x - 8 £;: H²± < à variationbornée, alors

- þ�� - � ��������- P - Ú Ï B (demêmepour  A� et Ó²� ). (2.5)

Démonstration. a) Pourun P fixé, nousapprochonsú°ûd�Gý deplusenplusfinementpardesfonc-
tionsenescalier? û��Gý , ainsilesintégrales

Ô
Å ? û��Gý ?�Î f � Æ �O� convergentvers

Ô
Å ú°û��Gý ?�Î f � Æ �O�

(voir la démonstrationdu Lemmede Riemann).Mais, par la démonstrationdu Lemme2.1, ces
premìeresintégralesrestenttoujoursmajoŕeespar A 8 £;: H²±EÜDÜ)Ü)Ü < ? 9Sû��:Q - P - ýÃ�ÝA 8 £;: H²±gÜ)Ü)ÜDÜ < ú�9Cû��=Q - P - ý»���������y9 - P - avecuneconstantequi nedependpasdela fonction ? ûd�Gý .

b) Si ú°û��Gý estdifférentiableparmorceaux,on fait uneintégrationparparties

þ��<� %
�=Q

H²±£ ú°ûd�Gý ? @ f � Æ �O�s� ú°û��Gý ? @ f � Æ.��TP Q�[
H²±
£ 5 %

�TPRQ\[
H²±£ ú n û��Gý ? @ f � Æ �Ç� 7 (2.6)

Le termeintégŕe disparâıt grâceà la périodicit́e de ú_û��Gý . Le deuxìemetermeest le coefficient
de Fourier de la fonction dérivée ú n ûd�Gý avec un facteur û�[ZPÔý @CB en plus. On peutdoncappliquer
l’estimation(2.4) à ú n û��Gý . Si ú°û��Gý poss̀edeplusderégularit́e on peutreṕetercetteintégrationpar
partiespourobtenir(2.5).
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Exemplesde la Fig. IV.3. La deuxìemeet la cinquìemefonctionde la Fig.IV.3 sontà variation
borńee,maiselles ne sontpascontinuessur tout l’intervalle. On comprendalors pourquoiles
coefficientsdeFourierdiminuentcomme��������²92P . La quatrìemefonctionn’estpasborńeeetdonc
pasà variationborńee.Celan’emp̂echepaslescoefficientsdediminueraussicomme ��������y98P .

La troisièmeet la sixièmefonction de la Fig.IV.3 poss̀edentunepremìeredérivéequi est à
variationborńee,d’où uncomportementen ��������y98P H . La premìerefonctionestàvariationborńee,
maissadérivéenel’est pas.On peutdémontrer(par le produitdeWallis) quelescoefficientsde
Fouriersecomportentcomme ��������²92P B �  .

IV.3 Etude élémentairede la convergence

Comme
- ?Zf � Æ - �Ä% , noussavonsparle critèredeWeierstrass([HW], p.217)quela sériedeFourier

(1.6)estuniformementconvergentesi la sériedetermesþ�� convergeabsolument.Par conśequent,
sousla condition(b) duThéor̀eme2.4,il estcertainquela sériedeFourierconvergeuniformément
sur � �TS �=Q � versunefonctioncontinue.Mais, on nesaitpasencoresi elle convergevraimentvers
la fonction ú°ûd�Gý . Dansle casoù

- þ&� - Å  98P (cas(a) du Théor̀eme2.4), ceraisonnementnepeut
pasêtreappliqúe.

Pour étudierla convergencevers ú°û��Gý de la série de Fourier, nousconsid́eronsles sommes
partielles Ð ÷ û��Gý�� ÷

� � @ ÷
þ�� ? f � Æ où þ&�<� %

�:Q
H²±£ ú°ûd�Gý ?A@ f � Æ �O� 7 (3.1)

Un résultatintéressantavecunepreuveextrêmementsimplea ét́epubliéeparP.R.Chernoff, Amer.
Math.Monthly, vol. 87,No.5 (1980),p.399–400.

Théorème3.1 Soit ú°û��Gý intégrablesur � �TS �=Q � et différentiableau point �|£Ã"�û �TS �=Q°ý . Alors les
sommespartielles

Ð ÷ ûd�|£8ý convergentvers ú_û��|£»ý si ù � �
.

Démonstration. Après soustractiond’une constante,nouspouvons supposerque ú°û��|£8ýs� �
.

Commeú_û��Gý estdifférentiableen �|£ , onaparCarath́eodoryque ú°ûd�Gý��¤Þbûd�Gýo�åû��`.��|£hý avec Þwû��Gý
continueen �|£ . L’id éegénialeestdeposer

3 ûd�Gý�4�� ú°û��Gý? f w Æ @ ÆHÓ x .u% �
Þbûd�Gý
[ � [»û���.��|£hý? f w Æ @ ÆHÓ x .u%o7 (3.2)

La fonction ü29Sû ? � .ý%Æý nousest bien connu(voir les “Nombresde Bernoulli” dans(I.9.3)) et
poss̀edeunesingularit́e supprimableen ü¥� �

. Donc 3 û��Gý estcontinueen �|£ et intégrablesur
l’intervalle � �TS �=Q � . Notons þ�� lescoefficientsdeFourierde ú_û��Gý et �A� lescoefficientsdeFourier
de 3 û��Gý . Par (1.6)nousavonsalors

þ��<� %
�=Q

H²±£ ú°û��Gý ?A@ f � Æ �O� � %
�=Q

H²±£ 3 ûd�Gý»û ? f w Æ @ ÆHÓ x .u%Æý ?A@ f � Æ �O� �!�A� @CB ?A@ fhÆHÓ .0�A� 7 (3.3)

Aveccetteformule,lessommespartielles
Ð ÷ ûd�Gý , évaluéesen �s�
�|£ , deviennent

Ð ÷ û��|£»ý�� ÷
� � @ ÷

þ&� ? f � Æ Ó � ÷
� � @ ÷

�A� @CB ? f w � @CByx Æ Ó .0�A� ? f � Æ Ó ��� @ ÷ @CB ? f w @ ÷ @CByx Æ Ó .�� ÷ ? f ÷ Æ Ó S (3.4)

ce qu’on appelleunesérie téléscopante. Le Lemmede Riemann,appliqúe à la fonction 3 û��Gý ,
montreque � ÷ � �

si ù � �
. Nousavonsalors ����� ÷ � � Ð ÷ û��|£8ý�� � �;ú_û��|£»ý .
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IV.4 NoyaudeDirichlet et convergenceponctuelle

“L’auteur de ce travail (Cauchy)avoue lui mêmeque sa démonstrationse trouve en défaut
pourcertainesfonctionspourlesquellesla convergenceestpourtantincontestable.Un examen
attentif du Mémoirecité m’a port́e à croire quela démonstrationqui y estexpośeen’est pas
mêmesuffissantepourlescasauxquelsl’auteurla croit applicable.”

(Dirichlet, CrelleJournal, vol. 4 (1829),p.157)

JohannPeterGustav LejeuneDirichlet (pour plus de précisionsvoir H. Minkowski, Jahresber.
DMV XIV, 1905,p.149–163),né en Allemagneen 1805de parentsémigŕes français, passeles
anńees1822–1827̀a Paris; cettevisite auradesconśequencesbouleversantespour lesmath́ema-
tiques.Il fait la connaissancedeFourier, PoissonetCauchy. Poissonapubliéunepremìerepreuve
deconvergencedessériesdeFourier, où Cauchydécouvreunefaute. Cauchypublieensuiteune
deuxìemepreuve,où Dirichlet découvreunefaute(voir citation). AprèssonretourenAllemagne
(à 22 ans,sur initiative d’Alexandervon Humboldt à Breslau,puis à Berlin) il écrit un chef-
d’oeuvre(CrelleJournal1829), qui donnela premìerepreuverigoureusedeconvergencedesséries
deFourier. Deplus,cetarticleestà l’origine duconceptmoderned’unefonction.Dirichlet devient
ensuitelepèrespiritueldujeuneRiemannetlui transmetlapassiondessériestrigonoḿetriques,qui
donneranaissance,entreautres,̀al’int égraledeRiemann.DeRiemann,l’int ér̂etdecessériespasse
à Weierstrass(sonexempled’unefonctionsansdérivéeestunetelle série)et à sesélèves(Heine),
qui proposeen 1870au jeuneCantord’étudierla convergencedessériestrigonoḿetriques.Ces
recherchesde Cantorl’amènentà la théoriedesensembles,sanslaquelleles math́ematiquesdu
20esiècleseraientimpensables.

Consid́eronslessommespartielles
Ð ÷ û��Gý d’unesériedeFourier, commeellessontintroduites

dans(3.1). Si on écrit les intégralespour þ&� avec unenouvelle variabled’intégrationc , on peut
insérercesformulesdansla sérieet échangersommeet intégration.On obtientainsi

Ð ÷ ûd�Gý�� Ì � Ì�ß ÷
%
�=Q

H²±£ ú°ûdc�ý ?A@ f � g �Oc½� ? f � Æ � H²±£ ú°û�c�ý %
�=Q Ì � Ì�ß ÷

? f � w Æ @ g x �Oc�� H²±£
ÿ ÷ û��j.�c�ý ú_û�c�ý|�Oc

où ÿ ÷ ûd�Ã.�c�ý�4�� %
�=Q Ì � Ì�ß ÷

? f � w Æ @ g x (4.1)

estle noyaudeDirichlet. Uneformulepluscompacteestdonńeedansle lemmesuivant.

Lemme4.1(Noyaude Dirichlet) LenoyaudeDirichletestdonńepar

ÿ ÷ û È ý�� %
�:Q �

¶&��·Vûdùü5¤%=92��ý È
¶&��· È 92� (4.2)

et la sommepartielledela sériedeFourier satisfait

Ð ÷ ûd�Gý�� ±£ ú°û��»5 È ýé5)ú_û��j. È ý ÿ ÷ û È ý|� È 7 (4.3)

Démonstration. En écrivant (4.1) sousformed’unesérie géoḿetrique,on obtientà l’aide de la
formuled’Euler

�=Q ÿ ÷ û È ý!� ?A@ f ÷ Ð %�5 ? f Ð 5 ? H f Ð 5 7=7O7 5 ? H ÷ f
Ð � ?A@ f ÷ Ð %�. ? w H ÷

Ï Byx f Ð
%�. ? f Ð

� ? @ f ÷ Ð . ? f w ÷ Ï Byx Ð
%�. ? f Ð � ? @ f w ÷ Ï BED H x Ð . ? f w ÷ Ï BED H x Ð? @ f Ð D He. ? f Ð D H � ¶'��·DûdùÙ5¤%=92��ý È

¶&��· È 92� 7
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FIG. IV.8: NoyauxdeDirichlet � ÷ h'à l avecl’enveloppe
Xou h ����f N b h'à uo�ol'l enpointillée.

La formulepourla sommepartielleestdonńeeparle calculsuivant:

Ð ÷ ûd�Gýs� H²±£ ú°ûdc�ý ÿ ÷ û��j.�c�ý|�ÇcÃ�
Æ
Æ @ H²± ú_û���. È ý

ÿ ÷ û È ý|� È � ±
@ ± ú°ûd�Ã. È ý

ÿ ÷ û È ý|� È
� ±£ ú°ûd�Ã. È ý ÿ ÷ û È ý|� È 5

£
@ ± ú°ûd��. È ý

ÿ ÷ û È ý|� È � ±£ ú°û��»5 È ýé5,ú°û��j. È ý ÿ ÷ û È ý|� È 7
Dansla premìereligne on a utilisé la �=Q -périodicit́e de

ÿ ÷ û È ý et de ú°û��Ã. È ý et dansla deuxìeme
ligne le fait que

ÿ ÷ û È ý�� ÿ ÷ û�. È ý .
Nous sommesici à un point, où K. Knopp écrit (voir page362): “Durch diesenSatzsind

zwar die Fragen7O7=7 nochkeineswegs 7=7O7 erledigt, 7O7O7 aberesist jedenfalls einewesentlichneue
Angriffsmöglichkeit zu ihrer Erledigunggeschaffen.” Lesfonctions

ÿ ÷ û È ý ressemblentfort à une
suitede Dirac (voir [HW, p.266]) et on pourraits’attendreà ce quela convolution H²±£ ÿ ÷ û��s.c�ý ú_û�c�ý|�Oc tendvers ú°ûd�Gý si ù � �

. Malheureusement,les
ÿ ÷ û È ý neformentpaspréciśementune

suitedeDirac,carlesconstantesdeLebesgue

G ÷ 4�� H²±£
- ÿ ÷ û È ý - � È � �

pour ù � �
. (4.4)

On doit soigneusement́etudierl’int égraledans(4.3) et profiterdesannulationsduesauxchange-
mentsdesignedans

ÿ ÷ û È ý .
Pour le résultatsuivant, l’hypothèseessentielleseraque ú_û��Gý est à variation borńee. Rap-

pelonsqu’unefonctionàvariationborńeeestla différencededeuxfonctionsmonotones.Pourune
fonctionmonotonela limite à droite ú°ûd�|£Ç5�ýÁ4��Ä����� Æ � ÆHÓ Ï ú°ûd�Gý et la limite à gauche ú°ûd�|£A.}ý�4������� Æ � Æ Ó @ ú°û��Gý existent.Doncellesexistentaussipourlesfonctionsà variationborńee.

Théorème4.2(Dirichlet 1829) Soit ú°ûd�Gý unefonction�:Q -périodiqueet ú - 8 £;: H²± < à variationbornée.
Alors la série deFourier convergepour tout �|£6"¥¼ � et

F si ú estcontinueen �|£ , on a ����� ÷ � � Ð ÷ ûd�|£»ý��2ú°û��|£»ý ,F si ú estdiscontinueen �|£ , on a

�����÷ � �
Ð ÷ û��|£8ý�� %

� ú°û��|£Ç.�ý/5)ú°ûd�|£O5�ý 7 (4.5)

(le premiercasestenfait uncasparticulier du deuxìeme).
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Démonstration. Nousutiliseronsla propríet́e ±£ ÿ ÷ û È ý|� È �Õ%=92� du noyaudeDirichlet qui est
uneconśequencede

ÿ ÷ û�. È ý�� ÿ ÷ û È ý etde ±@ ± ÿ ÷ û È ý|� È � ±@ ± BH²± Ì � Ì�ß ÷ ? f � Ð � È �G% . La formule
(4.3)noussugg̀eredeconsid́ererl’expression

±£ ú°ûd�|£�5 È ý ÿ ÷ û È ý|� È . ú°ûd�|£O5�ý� � ±£ ú°ûd�|£�5 È ý/.�ú°û��|£O5�ý ÿ ÷ û È ý|� È (4.6)

� ±£ 3 û È ý ¶'��·Vû�ûdùü5¤%=92��ý È ý
È � È où 3 û È ý�� %

Q ú°û��|£�5 È ý/.�ú°ûd�|£O5�ý È 9R�
¶&��· È 92�é7

Le but estde démontrerquecettedernìereintégraletendverszéro pour ù � �
. Comme ú_û��Gý

està variationborńee,on peutsupposersanspertedegéńeralit́e que ú°ûd�Gý et doncaussi3 û È ý sont
monotonescroissantes.

Par définition de 3 û È ý on a ����� Ð ��£ Ï 3 û È ýÁ� �
. Ceci impliqueque,pourun ,ü) �

arbitraire,il
existe

Ï ) � tel que � � 3 û È ý � , pour
�(� È � Ï

7 (4.7)

Nouspartageonsalorsl’int égrale(4.6)en(enutilisantl’abbreviation >Õ4�� ùÚ5!%=92� )
á
£ 3 û È ý ¶'��·�> ÈÈ � È 5 ±á 3 û È ý ¶&��·�> ÈÈ � È 7 (4.8)

L’int égralesur l’intervalle � Ï S Q � tendverszéro par le Lemme2.2 (Lemmede Riemann),car la
singularit́e en È � �

est écart́ee. Tout l’art (de Dirichlet) résidedansuneestimationsoigneuse
del’int égralesur l’intervalle � �8S Ï � . Ici nousavonsbesoindela monotoniede 3 û È ý , cequi estune
conśequencedel’hypothèsesurla variationborńeede ú°û��Gý .

� ,

â�ãÎå q ÐÐ 3 û È ý

? B
? H

? �

Ï¼ B ¼ H ¼&�

L’id éeestderemplacerla fonction 3 û È ý parunefonctionen
escalier ? û È ý , qui prendla valeur ? �¥� 3 û	û��TPj. %Æý�Q�9:>Ýý sur
l’intervalle �Î�Lû�Pe.
%Æý�Q�9:> S �8PRQ�9:> � . Comme3 û È ý estmonotone
croissante,on a ? û È ý 1 3 û È ý si ¶'��·�> È ) �

et ? û È ýÊ� 3 û È ý si¶'��·�> È ��� . Ainsiá
£ 3 û È ý ¶'��·�> ÈÈ � È �

á
£ ? û È ý ¶'��·�> ÈÈ � È

� ? B �T¼ B 5 ? H �T¼ H 5 7O7=7 �
,`�
á
£ ¶'��·�> È

È � È ��, É

car ¼ B S ¼ H S 7O7O7 sontdesintégralesavecvaleurpositive. La con-
stante

É �G% 7 ì8íC%
ê

majorel’int égrale
á
£ ¶'��·�> È

È � È � q á£ ¶'��·ãâ
â �äâü� Ð [�ûd> Ï ý

(voir FigureIV.9àdroite).Pourobteniruneminorationdelamêmeintégrale,nourremplacons3 û È ý
parunefonctionenescalierqui prendla valeur 3 û �TPRQ�9�>Ýý sur l’intervalle �µû��TP(.þ%�ý�Q�9:> S û��TP�5%Æý�Q�9:> � . Les deux estimationsensemblesmontrentque la premìere intégralede (4.8) devient
arbitrairementpetite.Cecidémontrequel’expression(4.6)convergeverszéropour ù � �

.
De la mêmemanìere,on démontre

±£ ú°û��|£�. È ý ÿ ÷ û È ý|� È . ú_û��|£Ç.�ý�
� �

et enutilisantla formule(4.3)onendéduit(4.5).
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IV.5 Le phénomènedeGibbs

“Willard GIBBS, 1839-1903,wardergrössteThermodynamikerAmerikasundzugleich,neben
BOLTZMANN, derBegründerderstatistischenMechanik.”

(A. Sommerfeld,Part. Diffgln. derPhysik, 1947,p.10)

Proched’unediscontinuit́e å�æ d’unefonction ç�è�å5é , la sériedeFourier tronqúeenedonnepasune
bonneapproximation(voir les ê ièmeet ë ièmedessinde la figure IV.3). Bien quepour chaque
åíìî å�æ (où ç estcontinue)lessommespartiellesï�ðñè�å5é convergentvers ç-è�å5é , l’erreur maximale
estindépendantede ò (pour ò0ó ô ). Mais l’endroit où l’erreurestmaximaletendversla discon-
tinuité å�æ ; voir le dessinde gauchede la figure IV.9. Cettepropríet́e s’appellele phénom̀enede
Gibbs(1899).

1−1

1

5 10

.5

1.0õ�ö¤÷

õ�öeøoù ï·ú�è3å5é î êû
ü
æ
ýnþ ÿ �
� � �

���������
	�����	 ø

����	�
�


FIG. IV.9: Sommespartielles� ð����� pourunefonctionenescalier(gauche)et la fonction ��� ����� (droite)

Cas particulier . Pour expliquer le phénom̀enede Gibbs, consid́eronsd’abord la fonction en
escalier(dessindegauchedela figureIV.9)

� è�å5é î � si ���¯å�� û� � si � û �¤å������
Lessommespartiellesdela sériedeFourierassocíeeà cette
fonctionsatisfontpour å �"!#��$ û&% ê(' (voir le lemme4.1)

ï�ðñè�å5é î )æ
� è�å+*-,oé.* � è3å � ,oé /Æðñè0,oé � ,

î ê
ü
æ /Æðñè0,oé

� , � ê )
)(1 ü
/Æðñè0,oé � ,2�

ù

3 ù

	 � 4 3 � 4 5

6 ���87 5 �97 6 ��� 3 5 �

Supposonsmaintenantque è�ò *;:< éDå>=@? (parexempleavec ?BA � � ). La deuxìemeintégraleest
majoŕeepar C è�ò 1 : é parceque DE/Æðñè0,oé2DF= è û&G êEé 1 : AH����ê(I pour ,J�K! û&% ê�$ û ' et parceque la
longueurde l’intervalle d’intégrationest å î C è�ò 1 : é . En utilisant ýnþ ÿML< î L< è � *NC¶èO, < é�é et la
substitution� î è�òP* :< éQ, , la premìereintégraledevient

ê
ü
æ /Æð»èO,oé

� , î �û
ü
æ
ýnþ ÿ è3òP* � % êgéQ,ýnþ ÿ , % ê

� , î êû
R ð(S :UT <WV üæ

ý�þ ÿ �
� � � *-C è�ò 1 < éQ�

Avecla fonction ï·ú�è3å5é , définiedansle dessindedroitedela figureIV.9, nousavonsdonc

ï�ðñè�å5é î ï·ú òP*YXZ å *>C¶è3ò 1 : é[�
Celadémontreque,pour ò grand,la fonction ï�ðñè�å5é estmaximalepour è�ò�*\:< é å]A^I���ê et quela
valeurmaximalede ï�ðñè�å5é estd’environ � � �`_(a , c.-à-d.presque�`b(c tropgrand.
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Casgénéral. Consid́eronsunefonction ê û -périodiqueç-è�å5é
qui poss̀edeunediscontinuit́e (sautdehauteurê�d ) aupoint
å�æ . Définissonsunefonctioncontinuee è�å5é afinque

ç-è3å5é î e�è3å5é�*-d � è�å � å�æoé9$ å�æ å

f �����f �����
g ����� h

h

où
� è�å5é est la fonction du casparticulier. Supposonsque les sommespartiellesde la série de

Fourierassocíeeà la fonction e è�å5é convergentuniformémentverscettefonctiondansunvoisinage
de å�æ . Nousavonsdoncque,prochede å�æ , lesfonctionsï�ð»è3å5é assocíeesà ç-è3å5é satisfont

ï�ðñè�å5é î e è�å5é�*-d�ï·ú òi* XZ å *>C¶è3ò 1 : é[�
Ceciexpliquel’erreurprochedela discontinuit́edansle ê ièmeet le ë ièmedessindela figureIV.3.

IV.6 Fonctionscontinues,ThéorèmedeFejér

“Fejér avait l’habitudedetravailler couch́e sur le dospar terre,et enregardantle plafond. Sa
femmede ménages’en est étonńee,et pensaitd’abordqu’il était malade.LorsqueFej́er l’a
rassuŕe qu’il étaitenbonnesant́e, elle a explośe : Monsieurle Professeur! Vousallezdonner
quelquesheuresà l’universit́e, puis vousrentrezet vousvouscouchezpar terre. Mais enfin,
quandtravaillez-vous?”

(SainMárton,A matematikaẗorténetiABC, trad.et comm.parE. Bayer)

Un desgrandsmyst̀eresdu 19esièclea ét́edesavoir si, pourchaquefonctioncontinue, la sériede
Fourierconvergevers ç . Malgré lesdéfautsdela preuvedeCauchy(1826)pourcerésultat,il a ét́e
géńeralementaccept́e(parDirichlet etRiemann).Un contre-exemplededuBois-Reymond(1873)
a mis fin à cetespoiret,versla fin du 19esiècle,le seulrésultatrigoureusement́etabliconcernant
la convergencedescessériesa ét́e la preuve de Dirichlet de 1829,suivie de quelquesvariantes
(Dini, Jordan).

Danscettesituationmorose,unesensatiońeclate:un jeuneHongroisde 20 anspublie dans
les ComptesRendusde 1900(p.984) sur 4 pagesla preuve que,pour chaquefonctioncontinue
périodique,les sommesde Ces̀aro convergentuniformémentvers ç . Fej́er estun desprincipaux
architectesd’une écolemath́ematiquehongroisede tout premierordre(Lanczos,Erdös,Erdélyi,
F. et M. Riesz,Turán,Pólya,Szegö, J.vonNeumann,Kalmár, Kàrmàn,Halmos,Haar, Wigner).

Sommesde Ces̀aro. Danslesanńees1890,denombreuxchercheurs(Stieltjes,Ces̀aro,Poincaŕe
et E. Borel) ont tent́e de “dompter” dessériesirrégulìeresen théoriedesnombresou desséries
divergentespardesprocessusde “lissage”ou “sommation”. La méthodela plussimpleestcelle
deCes̀aro(voir aussiCauchy1821,p.59): on remplaceunesuite ,\æ2$j, : $k, < $j,ml�$j�j�j� par

� ð î ,\æ&*-, : *>, < *>�j�j�n*>,7ð 1 :ò � (6.1)

Un exercice“must” pour tout coursde premìere anńee (voir [HW, p. 187]): si la suitedes ,7ð
converge, alors la suitedes � ð converge aussiet vers la mêmelimite. Mais cettedernìerepeut
converger, mêmesi la premìereneconvergepas.Parexemple, o�,7ðp î o � $`��$ � $k�($ � $k��$k�j�j�qp .

Si l’on appliquecetteidéeà la suitedesommespartiellesï�ð»è3å5é de(3.1),on aurala formule

� ðñè�å5é î �ò
ð 1 :r[s æ ï r è�å5é î �ò

ð 1 :rQs æ t u�t#v r ? uxwmy
u ü î t u�t{z ð � �

DE|}D
ò ? uxwmy u ü � (6.2)
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FIG. IV.10: NoyauxdeFej́er �ñð»èO,�é
En exprimant les sommespartielles ï�ð»è3å5é à l’aide du noyeaude Dirichlet /Æð»èO,oé de (4.2), on
obtientpourla sommepartielledeCes̀aro

� ð»è3å5é î
< )æ �ñð»è3å �J� é�ç-è � é � � (6.3)

où le noyeaudeFej́er �»ðñè0,oé estdonńepar

�ñð»èO,�é î /ÆæWèO,oé.*-/ : è0,oé.*>�j�j�x*>/Jð 1 : è0,oéò � (6.4)

Lemme6.1(Noyaude Fejér) LesnoyauxdeFejér satisfontpour ,��-! � û $ û ' ,
�»ðñè0,oé î �ê û ò

ý�þ ÿ ð < ,ý�þ ÿML<
<
� (6.5)

Démonstration. L’identité ê ý�þ ÿ��Cý�þ ÿ�� î��k� ý è � � � é � �`� ý è � * � é impliqueque

ê ýnþ ÿ ,ê
ð 1 :rQs æ

ý�þ ÿ � * �ê , î ð 1 :rQs æ �`�
ý è � ,oé � �`� ý è�è � * � éQ,oé î � � �`� ý è3ò�,oé î ê ý�þ ÿ < ò�,ê �

La définition (6.4)ensembleavecla formule(4.2)pour / r è0,oé donnent(6.5).

Lemme6.2(Suitede Dirac) LesnoyauxdeFejér formentunesuitedeDirac,c.-à-d.,ils satisfont

�»ð»è0,oé&����$ )
1()
�»ðñè0,oé � , î � pour tout ò (6.6)

et,pour ����� et û �N����� arbitraire, il existe � tel que

LQ�� R 1(��� � V
�ñð»èO,oé � ,�=>� pour ò��N� . (6.7)

Démonstration. L’affirmation (6.6) estuneconśequenceimmédiatede (6.5), de (6.4) et du fait
que )1() / r è0,oé

� , î � . Pourdémontrer(6.7),fixons ���N� et û ���B��� arbitraire.On peutdonc
trouverun � tel quepour òJ��� et pour ��=�DE,D�= û l’estimation �»ðñè0,oé = :< ) ð è":¡�¢#£�¤¥ é

< � ¦< ) est

vraie.Cecidémontre(6.7).Notonsqu’ona aussi

� � ��� �
1(�
�ñð»èO,oé � ,�= � $ (6.8)

car )1() �ñð»èO,�é
� , î � .
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Théorème6.3(Fejér 1900) a)Pour chaquefonctionê û -périodiqueetcontinuesur § ¨ , lessommes
deCes̀aro dela sériedeFourier convergentuniformémentvers ç�è�å5é .

b) Au casoù ç-è3å5é estcontinuepar morceaux1, la convergencevers ç�è�å5é estuniformedans
chaqueintervallefermésanspointdediscontinuit́e,et ona que

© þ«ªðx¬® � ð»è�å�æHé î ç-è�å�æ � é}*@ç-è3å�æj*Æé
ê (6.9)

enchaquepoint å�æ dediscontinuit́e.

Démonstration. a)La preuveestsimilaireà la preuvedeLandaudu“Théor̀emed’Approximation
de Weierstrass”([HW, p.265]). Nous décomposonsla différenceentre � ðñè�å5é et ç-è3å5é en trois
parties(d’abordon restreintl’int égralesur è�å � �¯$nå°*>��é , puison remplaceç-è � é par ç�è�å5é ):

� ðñè�å5é � ç�è�å5é =
< )æ ç-è � é[�»ðñè �±� å5é � �²� ü S �ü 1(�

ç-è � éQ�»ðñè �²� å5é � � è�è � é�é
* ü S �ü 1(�

ç-è � é[�»ðñè �±� å5é � �²� ü S �ü 1(�
ç-è�å5é[�»ðñè �±� å5é � � è�è êgé�é

* ç-è�å5é
ü S �ü 1(�
�»ðñè �±� å5é � �³� ç-è�å5é � è�èOIgé�é

D’aprèsdesthéor̀emesd’AnalyseI ([HW], p.207et 219), ç-è � é estborńeeet uniformémentcon-
tinuesurl’intervallecompact!#��$�ê û ' .

Nouscommenc¸onsparchoisirun �´�^� arbitraire.Puis,nousavonsun �+�^� poursatisfaireD9ç�è � é � ç-è3å5é2Dx�µ� uniformémenten å si D �±� åFD¶��� . Ensuite,nousprenonsò suffisammentgrand
poursatisfaire(6.7)et doncaussi(6.8). Ainsi nousavons

D è�è � é�é�Dn=>�· par(6.7)et DÛç-è � é�Dx=N·
D è�è êEé�é�Dn=>� car D9ç-è � é � ç-è3å5é2Dx=-� uniformémenten å
D è�è¸IEé�é�Dn=>�· par(6.8)et DÛç-è � é�Dx=N· .

(6.10)

Donc, D � ðñè�å5é � ç-è3å5é2D(= è ê�· * � éQ¹ pourtout å��"!#��$�ê û ' et la convergenceuniformeestétablie.
b) Supposonsque ç-è�å5é estseulementcontinueparmorceaux.Commedansla démonstration

du Lemme4.1,formule(4.3),nousavons

� ðñè�å5é î )æ ç�è�å+*-,oé.*@ç-è3å � ,oé �»ðñè0,oé � ,º�
La démonstrationestmaintenantsimilaire à celle du Théor̀eme4.2, maisbeaucoupplus simple.
Nousconsid́erons

)æ ç�è�å�æ&*-,oéQ�ñð»èO,oé � , � ç-è3å�æ�*Jé
ê î )æ ç-è3å�æ *>,oé � ç-è�å�æj*Æé �»ðñè0,oé � , (6.11)

etnousséparonsl’int égraleen )æ î �æ * )� où ����� esttel que D9ç�è�å�æ}*»,oé � ç-è3å�æ�*Jé�Dx�¼� pour���½,¾�;� . Ainsi, l’int égralesur !#��$j�2' estmajoŕeepar � et celle sur !{�¯$ û ' par ·µ� , car ç-è�å5é est
borńeeet le noyaudeFej́er satisfait (6.7).

1Unefonction ¿�ÀÂÁ{ÃjÄ�ÅOÆÈÇ�ÉEÊ estcontinuepar morceauxs’il existeun partage Ã�Ë¾Ì(Í®ÎiÌÐÏ&ÎJÑÒÑ�ÑÎiÌ¶Ó�Ë�Å
tel que ¿ÕÔqÌ9Ö estcontinuesurchaqueintervalle ouvert ÔqÌ¶×QÄØÌ¶×�ÙÈÏQÖ et à chaquepoint dediscontinuit́e la limite à droite¿ÕÔqÌ¶×mÚ�Ö et la limite àgauche¿ÕÔÛÌ�×QÜ&Ö existent.
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Contre-ExempledeFejér (fonction continueavecsérie deFourier divergente)
Neuf ansapr̀essonpremiercoupd’éclat,Fej́er trouveunedeuxìeme“tri vialitáśavá” pourfaireun
pieddenezauxgrandsmâıtresdu 19esiècle: sonexempled’unefonctioncontinuepourlaquelle
la sériedeFourierdivergeenun point (Crelle J. 137,1909,p.1–5; Ges.ArbeitenI, p.538). Au-
paravant,un premierexemple,trèscompliqúe,estdû àP. du Bois-Reymond(1873),undeuxìeme,
déjà plus simple,à H.A. Schwarz, un troisièmeà Lebesgue(Leçons, p.84–88). Mais seulement
Fej́er apporteunesimplicitéqui le rendappropríe,commeil dit, “f ür Vorlesungszwecke”.

−1 0 1 2 3 4

−1

1

−1 0 1 2 3 4

−1

1

FIG. IV.11: Série“cosinus”pour ý�þ ÿ b å , | î � $kI($�ë�$ _ (gauche),| î _ $ a $ �(� $ � I (droite).

Moti vation. Consid́eronsla fonction e è�å5é î ý�þ ÿ � å sur !#��$ û ' et prolongeonsla enunefonction
paire.SasériedeFourierva êtreune“sériecosinus”(voir Fig.IV.11)aveccoefficients(utiliser la
formule ê ý�þ ÿ®� �k� ý(� î ý�þ ÿ è � * � é�* ý�þ ÿ è � � � é )

d u î êû )æ ý�þ ÿ � å �k� ý |^å � å î êû �� � | * ��^*>| si �^Ý"| estimpair et d u î � sinon.

On voit queles d u non-nulssontpositifspour |+�N� et négatifspour |+�N� . La sommepartielle
ï�ðñèO�Eé î ðu s æ d u estalorsmaximalepour ò î � (unesortede résonance),ensuiteelle décrôıt
demanìeremonotoneverszéro,commeil sedoit car e èO�gé î � . On a ï�ð»è¸�EéF�Þ� pourtout ò et on
peutminorerla valeurmaximaleïÐßZèO�gé à l’aide del’aire d’unehyperbole:

ïÐß èO�gé î êû
ß T <
r[s :

�� � ê � * � *
��^*¯ê � � �

1 3 5 7 9 11 13
0

1

î �û
ß
rQs :

ê
ê � � � �

�û © �xà è ê��^* � éQ�
(6.12)

Le contre-exemple.On consid̀eredonc(Fig.IV.12) la fonctionpairequi sur !#��$ û ' estdonńeepar

ç-è3å5é î ýnþ ÿ ê�å+* ý�þ ÿ êjá�åâ * ý�þ ÿ êjã�å
a * ý�þ ÿ ê :�ä å

� ~ *>�j�j� î

å s :

ýnþ ÿ ê å ¥ åæ < � (6.13)

Le dénominateuræ < assurela convergenceuniforme,et doncla continuit́e de ç-è�å5é . Lessommes
partiellesï�ðñèO�Eé decettefonctionontune“r ésonance”versò î ê å ¥ $ æ î � $�ê�$j�k�j� , dontla hauteur
dépassera ï <mç ¥ èO�Eé�� �æ < û © �(à è ê�èEê å

¥ * � é � �û © �(à ê (6.14)

(voir (6.12)).Ainsi, ï�ð»è¸�Eé neconvergera pasvers ç-è¸�Eé î � pour ò�ó ô .
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FIG. IV.12: ExempledeFej́er
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Remarques.Unefois unexempleç�è�å5é trouvé,pourlequella sériedeFourierdivergeenunpoint,
onpeut,à l’aide detranslationsetsuperpositions,fabriquerunexemplepourlequella sériediverge
enunnombredénombrabledepoints.

La fonction (6.13)de la Fig.IV.12 n’estcertainementpasà variationborńee. Celapeutaider
à comprendrepourquoile conceptde variationborńeea tellementfacilité les preuvesdespara-
graphespréćedents.

La théoriede convergencedessériesde Fourier pour fonctionscontinuesa trouvé dansles
anńees60 unecertainematurit́e, grâceà un théor̀emedeKahaneet Katznelson(pourchaqueen-
sembleé demesurenulle il existeunefonctioncontinuetel que ï�ð divergesur é ), etunthéor̀eme
réciproquedeCarleson(pourchaquefonctioncontinuepériodiqueles ï�ð convergentvers ç sauf
surun éventuelensembledemesurenulle).

Exemple6.4 Pourquatrefonctionsde l’Exemple1.2 nousmontronsdansla Fig.IV.13 (à com-
pareravecla Fig.IV.3) quelquesapproximationspardessommespartiellesdeCes̀aro � ðÈêìë}í . Nous
observonsquelesoscillationsprochesdesdiscontinuit́es(phenom̀enedeGibbs)ont disparu.

0 1 2 3 4 5 6 7

−1

1

2

n = 24n = 24

−2 0 2 4

−1
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n = 12n = 12

ππ

0 2 4

−1

1

n = 12n = 12

0 1 2 3

1

n = 12n = 12

FIG. IV.13: ApproximationpardessommesdeCes̀aro

IV.7 Syst̀emesorthogonaux

Pournousrapprocherd’unethéorieplusgéńerale(sériesdeFourier, Sturm–Liouville,polynômes
deLegendre,fonctionssph́eriques,etc.),et poursimplifier la notation,consid́eronsl’espace

î ê[!{d¶$jïm'�$Fðñ í�ò î o�óPòô!{d¶$jïm'�ó ðñ�õ ó Riemann-int́egrablesur !Ed¶$jïm'öp (7.1)

avecla formesesquilińeairesemi-d́efiniepositive(on dira “produit scalaire”)

÷ óÂ$�e�ø�ò î ùú ó²êìë}í e±êìë}í � ëô� (7.2)

On désignepar
û ó û < ò î ÷ ó$jó�ø î ùú DEó²êìë}í2D < � ë (7.3)

la semi-normecorrespondante.
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Pourun calculaveccettesemi-norme,on a lespropríet́essuivantes:
ü l’in égalit́edeCauchy–Schwarz D ÷ ó$ÒeÈø2Dn= û ó û < è û e û < ;ü l’estimation

û ó û < = G ï � dýè û ó û  ; parsuite,la convergenceuniformeentrâınela con-
vergenceenmoyennequadratique;ü si ó et e sontperpendiculaires,c.-à-d.,

÷ ó$ÒeÈø î � , alorson a
û óþ*Je û << î û ó û << * û e û <<

(Théor̀emedePythagore);ü restreinteauxfonctionscontinues,la semi-norme
û ó û < estunenorme;c.-à-d.,

û ó û < î � est
satisfaiteseulementsi ó î � .

Définition 7.1(syst̀emeorthogonal) Unesuitedefonctions o�ÿ u p u���� dans
î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í formeun

syst̀emeorthogonalsi ÷ ÿ u $jÿ��Òø î � pour |�$��ý����$ | ìî �n�
On aunsyst̀emeorthonormalsi, deplus,

û ÿ u û < î � pourtout |+��� .
Exemple7.2 a)Le syst̀eme

o � $ wmy ü $ w 1 y ü $ w < y ü $ w 1 < y ü $ w l y ü $ w 1 l y ü $ �j�j�Fp (7.4)

formeunsyst̀emeorthogonalpourdesfonctionsdans
î êÒ!{�($�ê û 'ö$ ðñ í . Il estorthonormalsi ondivise

lesfonctionspar G ê û . La suitedesfonctions

o � $ �k� ý ëô$ ý�þ ÿ ëô$ �k� ý ê`ëô$ ý�þ ÿ êkëô$ �k� ý Ikëô$ ý�þ ÿ Ikëô$ �j�k�Fp (7.5)

formeaussiun syst̀emeorthogonalpourl’intervalle !{�($�ê û ' .
b) Surl’espace

î êÒ!{�($ û 'ö$Fðñ í desfonctionsdéfiniessurun intervalledelongueurû ,

o � $ �`� ý ëô$ �k� ý êkëô$ �k� ý Ikëô$ �k� ý â ëô$ �j�k�Fp (7.6)

estunsyst̀emeorthogonal.Un autresyst̀emeorthogonalsurle mêmeespaceest

o ý�þ ÿ ëô$ ý�þ ÿ êkëô$ ý�þ ÿ I`ëô$ ý�þ ÿ â ëô$ �j�k�Fp�� (7.7)

Notonsque(7.5)n’estpasorthogonalesur
î ê[!#��$ û '�$ ðñ í .

c) Le polynômesdeLegendre

� � êìë}í î � $ �
: ê�ë}í î ëô$

� < ê�ë}í î Iê ë
< � �ê $ �j�j� � u êìë}í î �ê u |
	

� u
� ë u ë

< � �
u $ �j�j� (7.8)

formentun syst̀emeorthogonaldans
î êÒ! � � $ � 'ö$ ðñ í (voir le cours“AnalyseNumérique”).

Soit o�ÿ u p u���� un syst̀emeorthonormaldans
î ê[!{d¶$jïm'�$ ðñ í (un syst̀emeorthogonalpeuttoujours

êtrenormaliśe en divisant ÿ u par sanorme
û ÿ u û < ) et soit ó unecombinaisonlinéairefinie de la

forme ó î ðu s � ? u ÿ u . En prenantle produit scalaireavec ÿ r et enutilisant l’orthonormalit́e du
syst̀eme o�ÿ u p u���� , on obtientla formule ? r î ÷ ó$jÿ r ø pour le coefficients. Ceciestla motivation
pourgéńeraliserlessériesdeFourierà dessyst̀emesorthonormauxarbitraires.

Définition 7.3 Soit o�ÿ u p u���� un syst̀emeorthonormaldans
î ê[!{dÕ$kï¯'ö$ ðñ í et soit ó-� î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í .

On appelle ó� u���� ? u ÿ u avec ? u î ÷ ó$jÿ u ø (7.9)

série deFourier, et les ? u sontlescoefficientsdeFourier. On utilise la notation � commedansla
Définition1.1pourindiquerqu’il s’agit d’uneidentificationformelle.
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Le résultatsuivantmontrequela sériedeFouriertronqúeeposs̀edeunepropríet́ed’optimalité.
Elle est la meilleureapproximationde ó pour la norme

û è û < dansla classede fonctionsqui
s’exprimentcommedescombinaisonslinéairesde ÿ u jusqu’audegré ò .

Théorème7.4 Soit o�ÿ u p u���� unsyst̀emeorthonormaldans
î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í , soitla fonction ó Riemann-

intégrablesur !{d¶$jïm' et soit u����}? u ÿ u sasérie deFourier. Pour tout ò»�Þ� et pour tout
� � $j�j�j�`$ � ð

on a
ó �

ð
u s � ? u ÿ u < = ó �

ð
u s �
� u ÿ u < �

En particulier, parmi tousles polynômestrigonoḿetriques �·ðÈêìë}í î t u�t#v ð � uºw y u ü de degré ò ,
celui pour lequel < )� ó�êìë}í � �»ðÈêìë}í < � ëwó ªrþ ÿ
estla série deFourier tronqúee ï�ð êìë}í .
Démonstration. La différenceó � ðu s � ? u ÿ u estorthogonalèa touslesfonctionsÿ r avec � = ò
ainsiqu’à leurscombinaisonslinéaires:

ó �
ð
u s � ? u ÿ u $

ð
r[s � ë r ÿ r î ð

r[s � ë r
÷ ó$jÿ r ø �

ð
u � r[s �

? u ë r ÷ ÿ u $jÿ r ø î
ð
r[s � ë r ? r �

ð
u s � ? u ë u î ���

En appliquantle Théor̀emedePythagoreavec ë u î ? u � � u onobtient

ó �
ð
u s �
� u ÿ u << î ó �

ð
u s � ? u ÿ u

<
< *

ð
u s � êO? u �

� u íQÿ u << � ó �
ð
u s � ? u ÿ u

<
< (7.10)

cequi montrel’affirmation.

Théorème7.5 Soit o�ÿ u p u���� unsyst̀emeorthonormaldans
î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í , soitla fonction ó Riemann-

intégrablesur !{dÕ$kï¯' et soit u���� ? u ÿ u sasérie deFourier. Alors,


u s � DE? u D

< = û ó û << (inégalit́edeBessel) (7.11)

et enparticulier la série u����FDE? u D < converge. On a


u s � DE? u D

< î û ó û << (égalit́edeParseval) ��� ó �
ð
u s � ? u ÿ u < ó � quand ò/ó ô"� (7.12)

Démonstration. Enprenant
� u î � dansl’ égalit́ede(7.10),onobtient

û ó û << î ó �
ð
u s � ? u ÿ u

<
< *

ð
u s � ? u ÿ u

<
< î ó �

ð
u s � ? u ÿ u

<
< *

ð
u s � D{? u D

< �
ð
u s � DE? u D

<
(7.13)

quelquesoit ò et l’in égalit́e deBesselestdémontŕee. L’ égalit́e deParserval découlede l’ égalit́e
dans(7.13).

Remarquonsquel’in égalit́edeBesselfournit unenouvellepreuveduLemmedeRiemann.
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Définition 7.6(syst̀emecomplet) Ondiraqu’unsyst̀emeorthonormalo�ÿ u p u���� dans
î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í

estcomplet(ou total) si pourtoutefonction óP� î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í on a

ó �
ð
u s �
÷ óÂ$jÿ u ø9ÿ < ó � si ò�ó ô"� (7.14)

Propri étésdesyst̀emescomplets.
a) Pour toute fonction ó�� î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í , la série de Fourier converge en moyennequadratique
vers ó (ceciestla formule (7.14)expriméeenmots),mêmesi la sérieneconvergepaspoint par
point.
b) Si o�ÿ u p u���� estcompletdans

î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í etsi ó estcontinuesur !{d¶$jïm' , alors

ó î � ��� ÷ ó$jÿ u ø î � pourtout |þ���(�
Si les coefficientsde Fourier sont tousnuls, l’identité de Parseval implique que

û ó û < î � . Par
continuit́e la fonction ó estdoncidentiquementnulle.
c) Si o�ÿ u p u���� est complet,alors la série de Fourier d’une fonction ó � î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í peut être
intégŕee terme par terme independammentde la convergencede la série; c.-à-d., si ó�ê�ë}í��u����}? u ÿ u ê�ë}í , alorsonapourtout ë : �¼ë <ü ¥

ü�� ó�ê�ë}í � ë î u���� ? u
ü ¥
ü�� ÿ u êìë}í � ëô�

Desestimationśelémentaireset l’in égalit́edeCauchy–Schwarzdonnentü ¥
ü�� ó²êìë}í � ë �

ð
u s � ? u

ü ¥
ü�� ÿ u ê�ë}í � ë =

ü ¥
ü�� ó�êìë}í �

ð
u s � ? u ÿ u êìë}í

� ë
= ùú ó�êìë}í �

ð
u s � ? u ÿ u êìë}í

� ë = ó �
ð
u s � ? u ÿ u < è G ï � dÕ�

Pardefinitiondela compl̀etudecettemajorationconvergeverszéropour ò�ó ô .

Théorème7.7(convergenceenmoyennequadratique) Le syst̀eme o � $ w�� y ü $ w�� < y ü $ w�� l y ü $j�j�j�ìp
estcompletdans

î êÒ!{�($�ê û 'ö$Fðñ í . Cecisignifiequepour toutefonction ói� î êÒ!{��$;ê û 'ö$Fðñ í on a< )� ó�êìë}í � t u�t#v ð ? uºwmy
u ü < � ëwó � pour ò�ó ô

où ? u sontlescoefficientsdeFourier de ó .

� ê û

� r

ó r � r

ë r 1 : ë r
e²ê�ë}í

Démonstration. Dansunepremìerepartienousmontrons
quepour tout ���;� il existe unefonctioncontinueet ê û -
périodiquee±êìë}í telleque< )� ó�ê�ë}í � e²ê�ë}í < � ë =-�Â� (7.15)

Par hypoth̀ese(voir aussila démonstrationdu Lemme2.2
de Riemann)il existe un partage/ î o�d î ë � �;ë : ��j�j�P� ë ð î ï¯p tel que pour la différencedessommes
de Riemann ï�êO/�í � ,êO/�í î ðr[s : ê0� r � ó r íQ� r � ��� .
Nousprenonspour e±êìë}í unefonctionlinéaireparmorceaux
(voir la petitefigure)qui prendaupoint ë r unevaleurdans
l’intersection !{ó r $j� r '��>!{ó r S : $j� r S : ' . Pourobtenirunefonction ê û -périodique,nousremplaçons
ó�ê ê û í par ó�ê¸�(í (si nécessaire)et nouschoisissonse±êO�(í î e±ê ê û í dans !Eó;ð$j�ñðÕ'��µ!Eó : $j� : ' . Ainsi,
la fonction e±êìë}í est dansla partiegrise de la figure et nousobtenonssur l’intervalle ! ë r 1 : $Òë r 'l’estimation DEó²êìë}í � e±ê�ë}í2D < =N·^êO� r � ó r í . Nousendéduisonsl’affirmation(7.15)avec � î ·µ��� .
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Par le Théor̀eme6.3 de Fej́er, les sommesdeCers̀aro � ð�ê�ë}í de la série de Fourierpour e±êìë}í
convergentuniformémentverse±êìë}í . Pour ò suffisammentgrandonadonc< )� e²ê�ë}í � � ð�ê�ë}í < � ë�=>�Â� (7.16)

L’in égalit́e élémentaire D{d�*-ïnD < =Yê[DEdÈD`*�D{ïxD#í < =²ê9êQD{dÈD < *�D{ïxD < í donnealors< )� ó�êìë}í � � ðÈêìë}í < � ë î < )� ó²êìë}í � e±êìë}í * e±êìë}í � � ðÈêìë}í < � ë
= ê

< )� ó�ê�ë}í � e±êìë}í < � ë°* ê
< )� e±ê�ë}í � � ð�ê�ë}í < � ë�= â ��

Dansla norme
û è û < , lessommespartiellesdela sériedeFourierdonnentla meilleureapproxima-

tion parmitouslespolynômestrigonoḿetriquesdedegré ò (voir le Théor̀eme7.4). Ceciimplique
que û ó � ï�ð û < = û ó � � ð û < =²ê G �
et l’affirmationdu théor̀emeestdémontŕee.

Corollair e7.8 Lesyst̀emeorthogonal o �k� ý |nëôp u������ o ýnþ ÿ |nëôp u�� : estcompletdans
î ê[!#��$�ê û '�$j§ ¨�í .

Le syst̀emeorthogonal o �`� ý |nëôp u���� estcompletdans
î ê[!#��$ û '�$j§ ¨�í .

Le syst̀emeorthogonal o ýnþ ÿ |nëôp u�� : estcompletdans
î êÒ!{��$ û '�$k§ ¨�í .

Démonstration. La premìereaffirmationestuneconśequenceimmédiatedu Théor̀eme7.7. Pour
la deuxìeme,consid́eronsunefonctionarbitrairedans

î ê[!#��$ û 'ö$j§ ¨ýí . Nousla prolongeonsenune
fonction paire(voir la figure IV.4) et ensuiteenunefonction ê û -périodique.La sériede Fourier
de cetteprolongationestunesérie en cosinuset, par le Théor̀eme7.7, elle converge vers ó en
moyennequadratiquesur l’intervalle !#��$ û ' . Pour la troisièmeaffirmation nousprolongeonsla
fonction ói� î ê[!#��$ û 'ö$j§ ¨ýí enunefonctionimpaire.

Théorème7.9(Weierstrass1885) Soit ó¾òô!Ed¶$jïm' ó ðñ unefonctioncontinue. Pour chaque�����
il existeun polynôme�ôêìë}í tel que

DEó²êìë}í � �ôê�ë}í2D(=>� pour tout ë��"!{dÕ$kï¯'ö�
Démonstration. Aprèsun changementdescoordonńeesdela forme ë! ó � * � ë nouspouvons
supposerque �B��d���ï �íê û . Nousprolongeonsó²êìë}í demanìerecontinueet ê û -périodiquesur
tout § ¨ . PourcettefonctionlessommesdeCes̀arodela sériedeFourierconvergentuniformément
vers ó�ê�ë}í . Il existedoncun polynômetrigonoḿetrique �·ðÈêìë}í î t u�t#v ð ? unw y u ü tel que

D{ó�êìë}í � �»ðÈêìë}í2D(=>� pourtout ë �"!#��$�ê û '��
Commecombinaisonlinéairedesfonctionsexponentielles,la sériedeTaylorde �»ð�ê�ë}í poss̀edeun
rayondeconvergence" î ô . En tronquantla sériedeTaylor on obtientun polynôme �ôê�ë}í qui
satisfait D �»ðÈêìë}í � �ôê�ë}í2D(=>� pourtout ë �"!#��$�ê û ' . L’in égalit́edetrianglepermetdeconclure.

Corollair e7.10 Le syst̀emeorthogonal formé par lespolynômes
� u êìë}í deLegendre (7.8) estun

syst̀emecompletdans
î ê[! � � $ � '�$Fðñ í .

Démonstration. Commedansla démonstrationduThéor̀eme7.7onpeutserameneraucasd’une
fonction continue ó�ê�ë}í . La mêmedémonstrationmontrequ’il suffit de prouver l’existenced’un
polynôme �ôê�ë}í pour lequel

û ó � � û < estarbitrairementpetit. Mais, ceci estuneconśequence
immédiateduThéor̀emedeWeierstrass.
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IV.8 L’espacedeHilbert
#%$

“Notre sujet
�m�m�

devra êtreconsid́eŕe commemarquantunepremìereétapedansla Théoriedes
fonctionsd’une infinité devariables, encorenaissante,maisqui fournirapeut-̂etrebient̂ot les
méthodeslespluspuissantesdetoutel’Analyse.” (F. Riesz1913,OeuvresII, p.833)

Dansle cadredesesrecherchessur les équationsintégrales,Hilbert a entaḿe danslespremìeres
anńeesdu ê(� èmesiècleun vasteprogrammed’étudedefonctionsà uneinfinitédevariables. Une
série de Fourier est justementune“fonction” dépendantd’une infinité de variables? : $j? < $j? l2$j�j�k� .
Allons doncélargir la théoriedel’espace§ ¨ ð ou ðñ ð aucasdedimensionô . Nousn’écrironspas
ðñ  , carici lesdifférentesnormes(voir [HW, p.275])nevontplusêtreéquivalenteset lesespaces

vont êtredifférentspourlesdifférentesnormes.
L’identitédeParseval (7.12)nousmontredéjà le chemin: nousallonssurtoutnousintéresser̀a

la normeeuclidienne.

Définition 8.1 On dénotel’espacedessuitescarŕe-sommablespar

� < êÈðñ í&ò î êO? � $j? : $j? < $j?�lj$j�j�j�ìí õ ? u � ðñ $

u s � DE? u D

< ��ô � (8.1)

Si on serestreintauxsuitesréelleson écrit � < ê0§ ¨�í .
Danscetespacenousavonsunproduit scalaireet unenorme:

÷ ?W$ � ø²ò î

u s � ? u

� u $ û ? û < ò î ÷ ?`$j?Wø î

u s � DE? u D

<
(8.2)

On devrait maintenants’attaquerà de nombreusespetitespreuves fastidieuses,car pleinesde
chosessont“tri viales” dans ðñ ð , maisellesne le sontpluspouruneinfinité devariables.Par ex-
emple,si ? �&� < et

� �&� < on doit démontrerque ?±* � �&� < , i.e.,que DE? u * � u D < �²ô . Pourcela
on écrit quelqueslignesfadeset l’on utilise l’in égalit́edeCauchy–Schwarz D ÷ ?W$ � ø2Dn= û ? û < è û � û < .
Unechoseestcependantintéressantèadémontrer, le fait que� < estcomplet.

Définition 8.2 Un espacevectorielestcompletsi chaquesuitede Cauchyestunesuiteconver-
gente.Un espacecompletavecproduitscalaireet normes’appelleun espacedeHilbert.

Théorème8.3 Lesespaces� < êO§ ¨ýí et � < ê ðñ í sontcomplets.

Démonstration. Soit ? R : V î êO? R : V� $k? R : V: $k?
R : V< $k? R : Vl $k�j�j��í

? R <WV î êO? R <WV� $k? R <WV: $k?
R <WV< $k? R <WVl $k�j�j��í

? R l V î êO? R l V� $k? R l V: $k?
R l V< $k? R l Vl $k�j�j��íQ$ �j�j�

(8.3)

unesuitedeCauchy, c.-à-d.,pour �þ��� arbitraireil existeun entier � tel que
û ? R ð V � ? R å V û < �-�

pour ò²$ æ ��� . Pourchaqueentier' , nousavonsalors(
u s � DE?

R ð Vu � ? R å Vu D < �µ� (8.4)

et aussi DE? R ð Vu � ? R å Vu D��½� . Ceci signifie quepour chaque| la suite o�? R ð Vu poð � : estunesuitede
Cauchydans ðñ (unespacecomplet).Parconśequent,cettesuiteconverge:

© þöª ð(¬��? R ð Vu î ? u . En
passant̀a la limite æ ó ô dans(8.4),onobtient(

u s � DE?
R ð Vu � ? u D < =>�� (8.5)
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Cetteinégalit́eestvraiepourchaque' . Ainsi,


u s � DE?

R ð Vu � ? u D < î û ? R ð V � ? û < =>�Â� (8.6)

Celasignifieque ? R ð V � ? �)� < , doncaussi ? �&� < et
© þ«ª ð(¬� ? R ð V î ? .

Remarque. Chaquesyst̀emeorthonormalcompletdonnesuiteàuneapplication

* ò î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í�ó+� < ê ðñ í (8.7)

qui envoie une fonction ó sur la suite descoefficients de Fourier, c.-à-d.,
* ê0ó�í î o�? u p u���� oùó,� u����ô? u ÿ u . Par l’identité de Parseval, la suite o�? u p u���� esten effet dans� < ê ðñ í , et on a queû ó û < î û * ê0óÈí û < î û o�? u p u���� û < . En identifiantles fonctionsavec la mêmesérie de Fourier, on

obtientalorsuneisométrie.Cettedernìereapplicationn’estpassurjective,carl’espace
î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í

n’estpascomplet(voir Exercice29).
Un probl̀emeimportantestde trouver un espacequi contient

î ê[!{d¶$jïm'�$Fðñ í et qui soit complet
pourquecetteisométriedeviennebijective.Pourcebut, il s’avèrequel’int égraledeRiemannn’est
passuffisante.L’ intégraledeLebesguepermetd’interpréterle compĺet́ede

î ê[!{dÕ$kï¯'ö$ ðñ í commeun
espacedeclassesdefonctionsdecarŕe intégrableausensdeLebesgue(voir le coursAnalyseIII
pourplusdedétails).

IV.9 OndelettedeHaar

L’analysedeFourierestbaśeesurlesfonctions

wmy u ü î
qui sontuniformessur tout l’intervalle consid́eŕe. Elle nepeutpastrâıter demanìereefficacedes
phénom̀eneslocaux. Par exemple,on a desgrandesdifficultésd’approximerunefonctionproche
d’unediscontinuit́e (phénom̀enedeGibbs).Dansle traitementdesimages,où on esttypiquement
confront́e àdeschangementsabruptesdecouleurs,ceciestun granddésavantage.Le but estalors
de trouver un syst̀emeorthogonalde

î êÒ!Ed¶$jïm'ö$ ðñ í pour lequel la série de Fourier s’adaptemieux
auxphénom̀eneslocaux.

L’origine de la “basede Haar” quenousallonsprésenterdansce paragraphe,est lég̀erement
différente.Aprèsle ‘désastre’desthéor̀emesde convergencepoursériesde Fourier et fonctions
continues(faussepreuvedeCauchy, correctiondeDirichlet,contre-exempledeFej́er),Hilbertpose
àsonétudiantA. Haarle probl̀emesuivant: trouver(enfin)unebasedefonctionsorthogonales,où
la convergence(uniforme)estassuŕeepourtoutefonctioncontinue.Le résultatdecesrecherches
estla “basedeHaar” (1910,voir la figureIV.14).

La basede Haar (ondelettesde Haar). Sur l’intervalle !{��$ � ' nousconsid́eronsla fonctioncon-
stante ÿ ê�ë}í î � ainsique -

êìë}í î � si ë��"!{�($ � % ê('� � si ë��"ê � % ê�$ � ' .
Elle s’appelleondelettemèreetnouspermetdeconstruiretouteslesautresfonctionsdela basepar
dilatationet partranslation:- u � �jêìë}í î ê u T <

-
ê ê u ë � �ºí pour |þ��� et � î ��$ � $j�k�j��ê u � � �
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FIG. IV.14: LesondelettesdeHaar

On voit unegrandedifférenceavec la basede sinus o ýnþ ÿ | û ëôp u�� : sur l’intervalle !#��$ � ' . La
premìerefonction

- � � � î
-

ressemblebeaucoupla fonction ýnþ ÿ û ë . Pour | fixé, lesfonctions
- u � �pour � î ��$ � $j�j�j�`$�ê u � � correspondentensemblèa la fonction ý�þ ÿ ê u û ë . Ellespermettentmieux

des’adapterauxphénom̀eneslocaux.Parcontre,onabeaucoupmoinsdefrequences̀adisposition
(seulementlespuissancesde ê ).
Théorème9.1 Lesfonctions

o�ÿ²$
- u � �

õ |³�N��$.� î ��$ � $k�j�j�W$�ê u � � p (9.1)

formentunsyst̀emeorthonormaldel’espace
î êÒ!{�($ � 'ö$Fðñ í .

Démonstration. L’orthogonalit́e du syst̀emeestfacilementvérifiéeendistinguantplusieurscas.
Commela fonction D

- u � �kê�ë}í2D
<

vaut ê u surun intervalle de longueurê 1 u et zéroailleurs,on a queû - u � �
û < î � pourtout |�$�� .

Chaquecombinaisonlinéaire ? � ÿP* ð 1 :u s � <0/ 1 :� s � ? u � �
- u � � estunefonctionenescalier. Elle est

dansl’espaceé ð de fonctionsqui sontconstantessur les intervalles §nð � � î !Ûê 1 ð �n$�ê 1 ð ê1�ý* � í['pour � î �($ � $j�j�k�`$�ê ð � � . La valeur23� decettecombinaisonlinéairesur §�ð � � estdonńeepar(pour
ò î I ) 2 �2 :2 <2(l2 á2542 ä276

î

� � G ê � ê � � �
� � G ê � � ê � � �
� � � G ê � � ê � �
� � � G ê � � � ê � �
� � � � G ê � � ê �
� � � � G ê � � � ê �
� � � � � G ê � � � ê
� � � � � G ê � � � � ê

? �? � � �? : � �? : � :? < � �? < � :? < � <? < � l

� (9.2)

La matricedans(9.2)estorthogonalèa uneconstanteprès. Cecientrâınequechaquefonctionen
escalierdansé ð peutêtreécritesousformed’unetelle combinaisonlinéaire.

Lemme9.2 Soit óP� î êÒ!{�($ � 'ö$ ðñ í . Si ? � î ÷ ó$jÿ²øQ$.? u � � î
÷ óÂ$
- u � ��ø sontlescoefficientsdeFourier

pour la basedeHaar, alors la sommepartielle

ï�ðÈêìë}í î ? � ÿ êìë}í}* ð 1 :u s �
<0/ 1 :
� s � ? u � �

- u � �kêìë}í
est la fonctionen escalierqui prendla valeur moyenne2 ð � �Bò î ê ð 8:90; < ó²êìë}í � ë sur l’intervalle
§�ð � � î !�ê 1 ð �x$;ê 1 ð ê=� * � í[' (pour � î ��$ � $j�j�j�W$�ê ð � � ).
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Démonstration. La fonction ï�ð�ê�ë}í estdansl’espaceé�ð . Par le Théor̀eme7.4, cettefonction
minimisela norme

û ó � ï�ð û < parmi toutesles fonctionsenescalierdansé ð . Par conśequent,la
valeur2 ð � � de ï�ðÈêìë}í surl’intervalle §nð � � minimisel’expression

8:90; < ó�êìë}í � 2Eð � �
< � ëwó ª þ ÿ �

En calculantlesdérivéespar rapportauxpartiesréelleet imaginairede 2 ð � � on voit quela valeur
optimaleestdonńeepar 2 ð � �±ò î ê ð 8 9>; < ó�êìë}í � ë .

Théorème9.3 Pour chaquefonctioncontinue ó ò®!{�($ � '-ó ðñ , la série deFourier pour la base
deHaar converge uniformémentvers ó�ê�ë}í , c.-à-d., pour les fonctionsï�ð�ê�ë}í du Lemme9.2 on aª@?BA ü ��C � � :ED D{ó�êìë}í � ï�ðÈêìë}í�DEó � si ò�ó ô .

Démonstration. Surl’intervalle compact!{��$ � ' la fonction ó�ê�ë}í estuniformémentcontinue.Pour
un � �H� arbitraire,il existe doncun � �H� pour lequel DEó²êìë}í � ó�ê � í�DF� � si D ë ��� D � � .
En intégrantl’in égalit́e � �µ�Kó�ê�ë}í � ó�ê � í+�@� par rapportà � sur l’intervalle §�ð � � , on obtientDEó²êìë}í � ê ð 8 90; < ó�ê � í � � D®� � pour ë@� §�ð � � si ê 1 ð � � . Par le Lemme9.2 ceci signifie que
DEó²êìë}í � ï�ðÈêìë}í�D��¼� pourtout ë �"!#��$ � ' , si ê 1 ð ��� , et la convergenceuniformeestétablie.

Corollair e9.4 Lesyst̀emeorthonormal(9.1)estcompletdans
î êÒ!{�($ � 'ö$ ðñ í .

Démonstration. Par le mêmeraisonnementquedansla démonstrationdu Théor̀eme7.7 il suffit
deconsid́ererdesfonctionscontinues.La compl̀etudeestuneconśequencedu Théor̀eme9.3,car
la convergenceuniformeentrâınela convergenceenmoyennequadratique.

Les fonctionstrigonoḿetriques o w y u ü p et la basede Haar sont deux casextrêmespour des
syst̀emesorthogonaux.Pourle premier, les fonctionssontd’une trèsgranderégularit́e, maison
estconfront́e auphénom̀enedeGibbsprochedesdiscontinuit́es. Pourle deuxìeme,les fonctions
dela basesontpeurégulìeres(ellessontdiscontinues),maiselless’adaptentbienauxphénom̀enes
locaux.

Un grandprobl̀emeestdetrouverunsyst̀emeorthonormalcompletqui estformépardesfonc-
tions regulières(continue,différentiable,à supportcompact,etc.) qui localisentbien. Les di-
versesréponses̀a cettequestion(ondelettesdeMeyer, ondelettesdeDaubechies,�j�k� ) nécessitent
la connaissancedefonctionsdecarŕe intégrableausensdeLebesgueet desmoyensde l’analyse
fonctionnelle(voir le cours“AnalyseIII”).

IV.10 Exercices

1. Consid́eronsla sériedeFourier
u s 1 )F u�G y u

ü
avec

F u ö :u 7Kyu ¥ si H�Iö 	�J	
si H ö 	��

Ecrirecettesériesousla forme
ú>K< 7 u�� : h uMLON�P � H ���97 u�� :
Q uRPBS T � H ��� .

Réciproquement,transformerla sériedeFourierdonńeeennotationsréellespar

h u ö ù� 7 H á pour HVU 	XW Q u öZY �H pour H[U �
enla sériecorrespondanteennotationscomplexes.
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2. Calculerla série de Fourier de la fonction ù 4 -périodiquedonńee par (voir la 5èmefonction de la
Fig.IV.3) f ����� ö 4

\ Y si
	X] � ] 43 4

\ Y si 3 4
] � ]]	

3. Calculerla série de Fourier de la fonction ù 4 -périodiquedonńee par (voir la 2èmefonction de la
Fig.IV.3) f ����� ö 4

<
� ù 3 �

<
Y pour ^ � ^ ] 4

�
4. Soit

f`_Ra 3 4
W
4
b%ced f

unefonctionavecsériedeFourier

f �����hg h �ù 7 u�� :
h u.LON�P H �87 u�� : Q

u7PiS T H � �

CalculerlessériesdeFourierdef �����Ð7 f � 3 ���ù W f ����� 3 f � 3 ���ù W g ����� ö f ��� 3 4 � si
	j] � ] 4f ���M7 4 � si 3 4
] � ]]	��

Quelleestla parit́e decesfonctions?

5. Calculerla sériedeFourierdela fonction ù 4 -périodiquedonńeepar

f ����� ö LON�P � h ��� 3 4
] � ] 4

W
où
h

n’estpasentier.
Résultat:

ù
4
PiS T � h 4 �

�
ù h 7


u s :
� 3 � � u

h LON�P � H ���h < 3 H <
6. En supposantquela sériedeFourierdel’exercice5 repŕesentela fonction LON�P � h ��� , montrerque

�
PiS Tjk ö

�
k 7


u s :
� 3 � � u

�
k 3 H 4

7
�

k 7 H 4
(à compareravecla formule(III.6.7)).

7. On dit qu’unefonction
f�_�a h�W Q b�cld f

satisfait uneconditiondeLipschitzd’ordre mn 	 s’il existeF n 	 tel que ^ f ����� 3 f �Eo�� ^ ] F ^ � 3 o ^ p pour � W o@q a h�W Q b � (10.1)

a)Unefonction,qui satisfait (10.1)avec mrn � , estconstante.
b) Unefonction,qui satisfait (10.1)avec m ö � , està variationborńee.
c) Pour m�s � , trouver unefonction

f ����� qui satisfait (10.1)maisqui n’estpasà variationborńee.
Indication. Sur l’intervalle

a 	�Wm� b
, consid́ererla fonctionqui satisfait

f � 	 � ö 	 , f � � \ H � ö � 3 � � u \ H p
etqui estlinéairesurchaqueintervalle

a � \ � H 7 � � Wm� \ H b .
8. Consid́eronsunefonctionqui satisfait (10.1)et qui est ù 4 -périodique.Montrerqueles coefficients

deFouriersatisfontl’estimation

^ F u ^ ] Fù 4^ HR^ p pourtout H .
Indication.Parun changementdevariablesmontrerque

F u ö �
ù
4
< )� f ����� G 1 y u üMt � ö 3

�
ù
4
< )� f �87 4 H G 1 y u üut � �

Prendrela moyennearithḿetiquedecesdeuxrepŕesentationsde F u .
9. Pourquellevaleurde m , la fonction

f ����� ö � p PiS T � � \ ��� est-elleà variationborńeesur
a 	�Wm� b

?
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10. Montrerqu’unesériedeFourier h �ù 7 u�� :
h uMLON�P H �87 u�� : Q

u7PBS T H �
peutêtreécritesousla forme h �ù 7 u�� :

v uMLON�P � H �87xw u �
où v u ö h < u 7 Q

< u . Exprimer w u entermesde
h u et Q u .

11. Soit
f ����� özy � LON�P � W PBS T ��� , où y �E{ WO| � est un polynôme à deux variables. Montrer qu’il y a

seulementun nombrefini descoefficientsdeFourierde
f ����� qui sontnonnulles.

12. a)En utilisantle théor̀emedesrésidus(intégralestrigonoḿetriques),calculerla sériedeFourierde

f ����� ö,Y 3 ù LON�P �����} 3 Y LON�P �����
�

b) A l’aide dela sériegéoḿetrique,vérifier que

u����
LON�P � H ���ù u

estbienégalà
f ����� .

13. Soit g �E~�� analytiquedansun voisinagede la couronnecirculaire � ~�qe�� J9� \�� ] ^ ~ ^ ] �3� avec
un
� n � . MontrerquelescoefficientsdeFourierdela fonction

f ����� ö g � G y ü � satisfontl’estimation
(décroissanceexponentielle)

^ F u ^ ]����������� u �
14. DémontrerquelesnoyauxdeDirichlet poss̀edentla propríet́e que

)� ^ � ðÕ� 5 � ^ t 5 c��
si õ c�� �

15. Justifierla formule

� <ù ö
4 � 3 4

<
ø 7 ù


u s :

LON�P H �H < pour
	j] � ] ù 4

�

16. Pour�rq a 	�Wm� b , montrerlesformules

� 3 � < ö ÷
4
l

u s :

PBS T � ù H 3 � � 4 �� ù H 3 � � l ö �
 3
�
4
< u s :

LON�P ù H 4 �H < ö ù
4
< u s :

PBS T < H 4 �H < �

17. Soit
f�_ja 	�W ù

4
bVc �� continuepar morceauxet designonspar F u sescoefficientsde Fourier. La

fonction �
����� ö 3 F � �M7 ü

� f �E�Q� t �
estcontinue,̀avariationborńeeet ù 4 -périodique.Montrer(intégrationparparties)que�

����� ö 
u s 1 

F u��H G y u ü 3 � �
Ainsi ona l’ égalit́e ü

� f �E�m� t � ö F � � 3 � u s 1 
F uH G y u ü 3 � �
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18. Soit la fonction
f ����� définieparla série

f ����� _ ö 
u s 1 

F u�G y u ü �
Si cettesérie converge uniformément,démontrerque les F u sont les coefficients de Fourier de la
fonction

f ����� .
19. (Sommationd’Abel) Soit { � 7r{ : 7�{ < 7r{ l 7 �m�m�

unesériedontlessommespartielles 5 ð ö { � 7r{ : 7 �m�m� 7r{+ð satisfont

^ 5 ð ^ ]!� pourtout õ .

Alors, pourchaquesuite � h u � satisfaisant
	j]µh u S : ]µh u pourtout H et � S=��u ¬® h u ö 	 , on aque

la série h � { � 7 h : { : 7 h < { < 7 h l�{l&7 �m�m�
convergeet quesasommeestmajoŕeepar

�>h � .
Indication.Soit � ð ö h � { � 7 h : { : 7 �m�m� 7 h ð { ð . En utilisantl’identité

� ð ö 5 � � h � 3 h : �97 5 : � h : 3 h < �97 �m�m� 7 5 ð 1 : � h ð 1 : 3 h ðÕ�97 5 ð h ð W
démontrerque ��� ð � formeunesuitedeCauchy.

20. Consid́eronslesdeuxsériesh �ù 7

u s :
h u�LON�P H � et


u s : Q

uRPBS T H � � (10.2)

Si lescoefficients � h u � et � Q u � sontpositifsetconvergentmonotoniquementverszéro,alorslesdeux
sériesde(10.2)convergentpourtout � sauféventuellementpour lesvaleurs� ö@ù H 4 dansle casde
la premìeresérie. De plus,on a convergenceuniformesurchaqueintervalle fermé

a � W ù
4 3

� b
avec� n 	 .

Indication.Majorer
ðu s � LON�P H � et

ðu s � PBS T H � etutiliser la sommationd’Abel.

21. Pourquellesvaleursde � , lesfonctionsrepŕesent́eesparlesséries


u sx<

LON�P H �� N�� H W

u s :

PBS T ø H �H
sont-ellescontinues? Quelestle graphedela deuxìemefonction?

22. Soient
f W g deuxfonctions ù 4 -périodiquescontinueset à variationborńee. Montrer queles coeffi-

cientsdeFouriercomplexesdela convolution

� f�� g � ����� ö �
ù
4
< )� f �E�Q� g ��� 3 �m� t �

sont F u�� t u , où F u et
t u sontcellespour

f
respectivementg .

23. Supposonsquelesfonctions
f

et g soientdonńeespardesséries

f ����� ö 
u s 1 

F u�G y u ü W g ����� ö 
u s 1 

t u�G y u ü

qui convergentuniformémentsur
d f

. MontrerquelescoefficientsdeFourierdu produit
f ����� � g �����

sontdonńeespar � F � t � u ö rQs 1 )F r
t u 1 r .
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24. Soient f ����� ö �
PBS T � et   u ����� ö ù

4
�¡PiS T H � �

a)Développer
f ����� ensériedeFourierparrapportausyst̀emeorthonormal��  u ����� � u�� : .

b) Calculerlessommespartielles� < ðÕ����� .
c) CalculerlessommesdeCes̀aro ¢ < ðÕ����� .
Indication.Démontrer

d u S : ö d u 1 : pourlesintégrales
d u ö )� PBS T H � \ PBS T � t � .

Résultat. � < ð����� öCù � PBS T
< � õ ���PiS T � W ¢ < ðÕ����� ö �

PBS T � 3 PBS T �
õ ��� LON�P � � õ 7 � �����õ PiS T < �

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

0 1 2 3

2

4

� :�ä êìë}í� : � êìë}í� ä ê�ë}í

ï�£ � êìë}íï á � ê�ë}íï ä êìë}í

FIG. IV.15: Sommespartielles� ðÕ����� et sommesdeCes̀aro ¢ ð����� pourla fonctiondel’Exercice24

25. Donnerunesuite � g u ����� � defonctionsdans¤ � a 	�Wm� b W �� � qui satisfait ¥ g u ¥ < U � pour tout H`U 	 et
pourlaquelle � S=��u ¬� g u ����� ö 	 pourtout �rq a 	�Wm� b .

26. Démontrerque � 4 1 :UT
< PBS T � � H 7 :< ����� � u���� formeunsyst̀emeorthogonaldans¤ � a 3 4

W
4
b W �� � .

27. Soit ��  u � u���� un syt̀emeorthogonalcompletde ¤ � a h�W Q b W �� � . Si
f

et g appartiennent̀a ¤ � a h�W Q b W �� � ,et si F u W t u sontlescoefficientsdeFourierde
f W g , montrerque

¦ f W g�§>ö
u���� F u

t u �

28. Démontrerque � PBS T � W PBS T ø � W PBS T } � W PiS T � � W �m�m� �
estunsyst̀emeorthogonaldans¤ � a 	�W 4

\ ù b W �� � . Est-il complet?

29. On consid̀erela suitedefonctions � f ð � ð � : définiepar

f ðÕ����� ö 	
si
	X] � s � \ õ� 1 :UT á si
� \ õ ] � ]]� .

VérifierquecettesuiteestunesuitedeCauchydans¤ � a 	�Wm� b W d f � parrapportà la semi-norme¥ � ¥ < .
Démontrerquecettesuiten’a pasdelimite danscetteespace.
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30. FonctionsdeRademacher. Pour H ö 	�Wm��W ù , dessinerlesfonctions

� u ����� ö sign � PBS T ù u 4 ���
�

Démontrerquele syst̀eme � � u � u���� estorthonormaldans¤ � a 	�Wm� b W d f � , maisil n’estpascomplet.
Indication. Chaquefonction,qui estsymétriqueparrapportà la droite � ö � \ ù , estorthogonalèa

� u
pourtout H¨U � .

31. Combiende termesde la série de Fourier pour la basede Haarsontnécessairespour approximer
la fonction

f ����� ö � sur
a 	�Wm� b

avec un erreurmaximalede
	���	��

? Ceci n’est paspossibleavec le
syst̀emeorthogonal� PBS T H 4 �

� u�� : !



Chapitr e V

Equationsaux dérivéespartielles

Contrairementauxéquationsdifférentiellesordinaires(voir le cours“AnalyseII, partieréelle”),les
équationsauxdérivéespartiellesontcommefonctioninconnueunefonctiondeplusieursvariables
et l’ équationcontientdesdérivéespartielles.LessériesdeFourieront ét́e lespremiersoutils pour
leur solution. Nous consid́eronsce chapitresurtoutcommeune applicationintéressantede la
théoriedessériesdeFourier(chapitreIV).

V.1 Equation desondes(cordevibrante)

Initi é par Taylor (1713)et Joh.Bernoulli (1728,Opera III, p.198–210),le probl̀emede la corde
vibrantefut l’un desprincipauxchampsde rechercheet de disputes(d’Alembert, Clairaut,Eu-
ler, Daniel Bernoulli, Lagrange)au XVIIIe siècle. Il repŕesentela premìereEDP (équationaux
dérivéespartielles)del’histoire.

Établissementde l’ équation. Noussuivons les idéesde Joh.Bernoulli: on s’imaginela corde
repŕesent́eepar unesuitede pointsde massede distance©�ë entreeux. On voudrait connâıtre
à tout instant � les positionsª u ê � í du | -èmepoint (voir la figure V.1). Noussupposonsles ª u

0
1u« 2u« k-1u«

ku« k+1u«

F

F
¬

F

1

F
¬

k


FIG. V.1: Lesforcesagissantsurla corde,etdessinsdeJoh.Bernoulli (1728)
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“petites”. Si � estla tensiondela corde,la forcetransversale� u au | èmepoint est,parThal̀es,

� u î � ª u 1 : � ª u©�ë * ª u S : � ª u©�ë î � ª u 1 : � êiª u *®ª u S :©�ë AN�
¯ < ª¯ ë < êìë u $kèöí°©�ë8� (1.1)

Dansla dernìereexpressionon consid̀erela positioncommefonctiondedeuxvariables,ª u ê � í îªFêìë u $ � í . Par la loi deNewton (1687)“force égalemassefois acćelération”,cetteexpressiondoit
êtreégaleà

"±©�ë¾è �
< ª u� � < A,"²©�ë¾è

¯ < ª¯ � < ê�ë u $jè«íQ� (1.2)

Ainsi, pour ©�ëwó � , leséquations(1.1)et(1.2)nousamènent̀achercherunefonction ªFêìëô$ � í avec¯ < ª¯ � < î d <
¯ < ª¯ ë < où d î � " serala vitessedepropagation� (1.3)

Remarque. Pour cetteéquation,d’Alembert (1747, “Recherchessur la Courbeque forme une
Corde tendüe miseen vibration”, Hist.de l’Acad.Berlin, vol 3, p.214–219)a trouvé la solutionªFêìëô$ � í î ÿ ê�ë *�d � í�* - ê�ë � d � í , où ÿ et

-
sontdesfonctionsarbitraires(“Cette méthodequi

estsûrementunedesplusingénieusesqu’on ait tiréesjusqu’ici del’Analyse �j�j� ”; Lagrange1759,
Oeuvres 1, p.63). Nous nousintéressonsmaintenantaux solutionsobtenues̀a l’aide de séries
trigonoḿetriques,unetechniquequi peutêtregéńeraliśeeàd’autressituations.

Equations des ondesavec conditions initiales et conditions aux bords. Pour déterminerla
solutiondela cordevibranteil fautencorepréciserla positionet la vitessedela cordeàun instant
fixé (par exemple � î � ) et il faut donnerdesconditionsaux extrémit́esde la corde. Ainsi, le
probl̀emecomplets’écrit:¯ < ª¯ � < î d <

¯ < ª¯ ë < pour ���µë��³�n$µ´ � ���
ªFêìëô$k�xí î ó�ê�ë}íQ$

¯ ª¯ � êìëô$k�xí î e±êìë}í pour ���µë��³� (conditionsinitiales)

ªFêO��$ � í î ��$ ª ê=�n$ � í î � pour � ��� (conditionsauxbords)

(1.4)

Méthodede la séparation desvariables. Cetteméthode,adopt́eeparFourier à denombreuses
reprises,souventappeĺee“méthodedeFourier”,estappliqúeepourla premìerefois pard’Alembert
à la cordevibranteen 1750. Elle consisteà rechercherla solution ªFêìëô$ � í commeproduit d’une
fonction¶�êìë}í , nedépendantquede ë , et unefonction��ê � í , nedépendantquede � , c.-à-d.,

ªFêìëô$ � í î ¶�êìë}í}èi��ê � í[� (1.5)

Ainsi, l’ équationdela corde(1.3)devient

¶�ê�ë}í}èi� � � ê � í î d < ¶ � � êìë}í}èi��ê � í[� (1.6)

La deuxìemeidéeconsistèadivisercetterelationpar ¶�êìë}í}èi��ê � í pourobtenir

�d <
�²� � ê � í��ê � í î ¶·� � ê�ë}í¶�ê�ë}í î �¹¸ $ (1.7)

où la conclusionestla suivante:cequi està gauche, nedépendpasde ë , cequi està droite, ne
dépendpasde � , doncle tout doit être uneconstante, quenousappelons�¨¸ . Nousavonsobtenu
deuxéquationsdifférentiellesordinaires,quenoustraitonsl’une apr̀esl’autre: commenc¸onspar

¶ � � * ¸ ¶ î � � ¶�ê�ë}í î»º è �k� ý G ¸ ë�*Z¼ è ý�þ ÿ G ¸ ëô� (1.8)

Lesdeuxconditionsauxbordsdans(1.4)donnentº�î � pour ë î � et ýnþ ÿ G ¸ � î � pout ë î � .
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Ainsi, il fautque G ¸ � î | û , et on obtientpourla fonction ¶ êìë}í ,
¸ î ¸ u î | û�

< $ ¶�ê�ë}í î ý�þ ÿ | û ë� $ | î � $�ê($kI�$j�j�k��� (1.9)

L’autreéquationde(1.7)nousdonne

� � � *>d < ¸ � î � � ��ê � í î ?²è �k� ý ê0d ¸ u � í.* � è ý�þ ÿ ê0d ¸ u � í±� (1.10)

Cela,inséŕe dans(1.5)donne,pourchaque| î � $�ê($kI��j�j� , unesolution.Toutescessolutionspeu-
ventêtreadditionńees,carnotreéquationdifférentielleestlinéaire (similairement̀a [HW, p.144]).
Ainsi, la solutiongéńeraledevientparsuperposition

ªFêìëô$ � í î u�� :
ý�þ ÿ | û ë� ? u �`� ý d¶| û �� * � u ý�þ ÿ d¶| û �� � (1.11)

Pourdéterminerlescoefficientsinconnus? u et
� u , nousutilisonslesconditionsinitialesde(1.4).

Ainsi, enposant� î � dans(1.11),onobtient

ó�ê�ë}í î u�� :
? u ý�þ ÿ | û ë� � ? u î ê

�
�
� ó�êìë}í ýnþ ÿ |

û ë�
� ë

e±êìë}í î u�� :
� u dÕ| û� ýnþ ÿ | û ë� � � u î ê

dÕ| û
�
� e±êìë}í ýnþ ÿ |

û ë
�
� ë´� (1.12)

Exemple(la corded’un piano).
“Eine genaueAnalyseder Bewegung der Saitenachdem AnschlageinesKlavierhammers
würdeziemlichverwickelt sein.”

(H. Helmholtz,Die Lehre vondenTonempfindungen, 1862,p.610)

Calculonsle mouvementd’une cordede piano. Supposonsque le marteau,couvert d’un feutre
élastique,transmet̀a la corde,initialementaurepos( ó²êìë}í î � ), unevitesseinitiale de

e±êìë}í î ñ êìë � � í < êìë � � í < si � =>ë = � avec � î ��� ~ , � î �(� _ ë , ñ î � � 4 (1.13)

et e±ê�ë}í î � sinon.On posed < î â et � î � dansl’ équation(1.4).
Par bonheur, MAPLE existepourcalculerlesintégrales(1.12).On obtient ? u î � et

� u î
â ñ
û ä | ä êO|

< û < ê � � � í < � � ê(íkê �`� ý(� | û � �k� ý9� | û í.* ~ | û ê � � � íjê ýnþ ÿ&� | û * ýnþ ÿ�� | û í �
Cescoefficientsconvergentrapidementverszéro (commeC´ê0| 1 á�í ). La convergenceuniformede
la sériedeFourierestalorsassuŕee.La Fig.V.2donneuneillustrationde ªFêìëô$ � í calcuĺeepar(1.11)
avec ò î ë , ò î � � et ò î ê(� termesdela série.

	 ��

�

õ�ö }

	 ��

�

õ�ö ��	

	 ��

�

õ�öeù 	

FIG. V.2: Mouvementd’unecordedepiano( ë , � � resp.ê(� termesde(1.11))
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V.2 L’ équationde la chaleur

“
�m�m�

sonanalyse
�m�m�

laisseencorequelquechosèadésirer, soit relativementà la géńeralit́e, soit
mêmedu cot́e dela rigueur

�m�m�
”
(Laplace,Lagrange,Legendre;cité d’apr̀es[Burk1914,p.957])

“FOURIERS Théorieanalytiquedela Chaleurist dieBibel desmathematischenPhysikers.”
(A. Sommerfeld,Part. Diffgln. derPhysik, 1947,la toutepremi?rephrasedecelivre)

Nous voici donc au livre qui est à l’origine dessériesde Fourier, la Théorie analytiquede la
Chaleurde JosephFourier. Un premiermanuscriptprésent́e par Fourier à l’Académieen 1807,
et un seconden 1811,ont rencontŕe unevive oppositionde la part du Comit́e (voir ci-dessus).
Seulementapr̀esla mort de Lagrangeen 1813,violemmentoppośe aux idéesavant-gardistesde
Fourier, celivreafinalement́et́epubliéen1822.

Dérivation de l’ équation. Fourierexplique l’origine desonéquationsurunecentainedepages,
en pensant̀a desmolécules“extrêmementvoisines” et à “la quantit́e de chaleurque l’une des
moléculesreçoit del’autreestproportionnellèaladifférencedetemṕeraturedecesdeuxmolécules”
[Fourier1822,p.41]. Au casd’un “prismed’unepetiteépaisseur”(p.60), chaquemoléculea un
voisin degaucheet un voisin dedroite,et la temṕeratureª u dela | -èmemoléculeaugmente,très
similairement̀a la situationdela cordevibrante(1.1),� ª u� � A¾½À¿iÁ°Â�Ã ª u 1 : � ª u©�ë < * ª u S : � ª u©�ë < î ½À¿iÁ°Â�Ã ª u 1 : � êiª u *Äª u S :©�ë < (2.1)

et, apr̀esle passage©�ëCó � , noussommesameńesà chercherunefonction ªFêìëô$ � í , exprimantla
temṕeratureaupoint ë à l’instant � , satisfaisant¯ ª¯ � î d

¯ < ª¯ ë < �B�¼ë �Å�n$ � ��� (2.2)

[Fourier1822,p.102]. Ici, d estuneconstantedépendantdu mat́eriel (chaleursṕecifiqueet con-
ductivitécalorifique).Contrairement̀al’ équationdela cordevibrante,nousavonslàunedérivation
parrapportà � d’ordre � .
Conditions initiales et conditions aux bords. Noussupposonsconnâıtre pourun temps� î �

ªFê�ëô$k�(í î ó�ê�ë}í �B�¼ë��Å� (conditioninitiale) (2.3)

et il fautdonnerdesconditionsqu’on imposeauxbordsdela tige. Lesplusfréquentes(et lesplus
facilesà traiter)surviennentquandlesbordsdela tigesontplonǵesdansde“l’eau glaćee”,c.-à-d.,

ª ê¸��$ � í î ��$ ªFê1�n$ � í î ��$ � ��� (conditionauxbords). (2.4)

Méthode de la séparation des variables. Commedansle paragrapheV.1 nouscherchonsla
solutionsousla formed’un produit ªFêìëô$ � í î ¶�ê�ë}í èi��ê � í . L’ équationdela chaleur(2.2)devient
alors ¶�ê�ë}í}èi� � ê � í î d�¶ � � êìë}í}èi��ê � í±� (2.5)

Unedivisionpar ¶�ê�ë}íÕè:��ê � í séparelesvariablesetpermetdeconclurel’existenced’uneconstante¸ telleque

�d
� � ê � í��ê � í î ¶ � � êìë}í¶�êìë}í î �¨¸ $ (2.6)

Denouveau,noussommesconfront́esàdeuxéquationsdifférentiellesordinaires:cellepour ¶ êìë}í
(les conditionsaux bordsincluses)estexactementla mêmequedansle paragrapheV.1 et nous
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obtenons(1.9) commesolution. L’autre équationde(2.6) nousdonne �j� î � d ¸ � aveccomme
solution �°ê � í î ?�è w 1 ú�Æ0Ç . Cela, inséŕe dans ªFêìëô$ � í î ¶ êìë}í è3��ê � í donne,pour chaque| î
� $�ê($kI��j�j� , unesolutionet nousobtenonsla solutiongéńeraleparsuperposition

ª ê�ëô$ � í î 
u s :
? u è ý�þ ÿ | û ë� è5È A%É � d | û�

< � � (2.7)

Si l’on poseici � î � , on obtient,à l’aide dela conditioninitiale (2.3), lesformules

ó�êìë}í î ªFê�ëô$k�(í î 
u s :
? u è ý�þ ÿ | û ë� � ? u î ê�

�
� ý�þ ÿ |

û ë� è�ó�ê�ë}í � ë (2.8)

cequi estla réponsecompl̀eteànotreprobl̀eme.

Exemple(équationde la chaleur pour une tige).
“La méthodequi endérive nelaisserien devagueet d’indétermińe danslessolutions;elle les
conduitjusqu’auxdernìeresapplicationsnumériques,conditionnécessairedetouterecherche,
et sanslaquelleonn’arriveraitqu’à destransformationsinutiles.” (Fourier1822,p.xij)

Consid́eronsunetige de longueur� î � et posonsd î ���ì� � . Pour ó²êìë}í (distribution initiale de
la temṕerature)nousprenonsla fonction qui relie les points ê¸��$k�(í , ê`:á $Ð:á í , êk:< $k�xí , ê

<l $�:< í , ê 4ä $k�(í ,êk: :: < $
l
á í , ê � $k�(í pardessegmentsdedroite.Enl’absenced’un intér̂etparticulierpouruneexpression

analytiquedescoefficientsdeFourier, calculonslesnumériquementparuneformuledequadrature.
Le résultatpeutêtreadmiŕe enFig.V.3. La solution ª ê�ëô$ � í résultantde(2.7) et tronqúeeapr̀es ò
termesestprésent́eeenFig.V.4 pour trois valeursdifférentesde ò . On voit que,pour � î � , les
pointestrèsaigüesnécessitentungrandnombredetermes.Maisdèsque� alég̀erementaugment́e,
la diffusioneffacetouteslesirrégularit́eset un petit nombredetermessuffit.

0 20 40 60 80 100 120
10−4

10−3

10−2

10−1

FIG. V.3: Spectrepourla fonctioninitiale ( * quelquescourbes
ñ è;ò 1 < )

��

ò î�~

�

ò î � �

�

ò î b �

FIG. V.4: Solutiondel’ équationdela chaleur



106 Equationsauxdérivéespartielles

V.3 Le problèmedeDirichlet pour l’ équationdu potentiel

“Hierzu kann in vielen Fällen
�m�m�

ein Princip dienen,welchesDirichlet zur Lösungdieser
Aufgabefür eineder Laplace’schenDifferentialgleichunggen̈ugendeFunction

�m�m�
in seinen

Vorlesungen
�m�m�

seiteinerReihevon Jahrenzu gebenpflegt.”
(Riemann1857,Werke p.97)

L’ équationdupotentiel(équationdeLaplace),endeuxvariables,est¯ < ª¯ ë < *
¯ < ª¯ 2 < î ��� (3.1)

Tirant sonorigine de l’astronomie(Laplace1785,Legendre1785),cetteéquationa unegrande
importancedanspresquetoutela physiqueetenanalysecomplexe(voir le Théor̀emeI.4.3).

Problèmede Dirichlet. Soit donńeundomaineÊ (ouvert,borńe,avecbordqui estdifférentiable
parmorceaux)et unefonction ó�êìëô$�2�í définiesur

¯ Ê . Trouver ªFê�ëô$�2�í avec¯ < ª¯ ë < *
¯ < ª¯ 2 < î � dansÊ et ªFêìëô$�2Èí î ó²êìëô$�2Èí sur

¯ ÊM� (3.2)

Riemann(1857)évoqueune“solution” simpledeceprobl̀emequ’il nomme“PrincipedeDirichlet”
(voir citation): choisirparmitouteslesfonctionscellepourlaquelle

�ê Ë
¯ ª¯ ë
< *

¯ ª¯ 2
< � ë � 2¦ó ª þ ÿ et ªFêìëô$�2Èí î ó�ê�ëô$�2Èí sur

¯ ÊM� (3.3)

C’estunprobl̀emevariationnelendeuxvariables(d’unesorted’“ énergieminimale”),etson“ équa-
tion d’Euler-Lagrange”(voir “Analyse II, partie réelle”) est justementl’ équationdu potentiel.
La solutiondu probl̀emede Dirichlet en toutegéńeralit́e a dû attendrele sièclesuivant (Hilbert,
Sobolev, Lax-Milgram).

Le problèmede Dirichlet pour un rectangle.
Consid́eronsle rectangleÌ·ÍÏÎÐÍÒÑ et ÌÓÍ¾ÔÅÍÏÕ et exp-
rimonslesconditionsauxbordsparquatrefonctionsdonńeesÖØ× ÎÚÙ , Û × ÎÚÙ × Ì¨Í,Î·ÍZÑ�Ù et Ü × Ô%Ù , Ý × Ô%Ù × Ì¨Í,ÔÍ,ÕxÙ . Trouver
lasolutionde(3.2)qui satisfassecesconditions. Ì ÑÖØ× ÎÚÙ

Û × ÎÚÙ

Ì

Õ
Ü × Ô%Ù Ý × Ô%Ù

Solution. Nous supposonsd’abord Ü × Ô%ÙÅÞ Ý × Ô%ÙÅÞ Ì . Posons,pour séparerles variables,ß × Î.à�Ô%ÙuÞ,á × ÎÚÙÚâ3ã × Ô�Ù , cequi donnepour(3.2)

áÓä ä × ÎÚÙá × ÎÚÙ Þæå ãjä ä
× Ô%Ùã × Ô�Ù Þæå¨çRè (3.4)

Car á × Ì5ÙéÞêá × Ñ�ÙëÞ»Ì , nousavonspour á et ç lesmêmessolutionsqu’en(1.9). L’ équationpourã devient ã²ä ä�å�çRãìÞíÌ , et donnepour ã × Ô%Ù lesfonctionshyperboliquesã × Ô%ÙëÞíîBï�ðiñ5ò�ó±ô ç�Ôöõîø÷.ò�ùûú
ó ô ç�Ô . Pourfaciliter le traitementdesconditionsauxbordsÔ�ÞüÌ et Ô�ÞÅÕ , nouschoisissons
commebaseò�ùûú�ójô ç5Ô (qui estnul en ÔÄÞÒÌ ) et ò�ùýú�ójô ç × Õþå³Ô%Ù (qui estnul en ÔµÞ»Õ ). Ainsi,
nousavons,denouveauparsuperposition,la solutiongéńerale

ß × Î.à�ÿ>ÙØÞ
�
��� ï ò�ùýú

��� ÎÑ î � â5ò�ùûú
ó
��� ÔÑ õ�� � â5ò�ùûú
ó

��� × Õ åµÔ�ÙÑ è (3.5)

Si l’on insèreici lesconditionsinitiales Ô�ÞüÌ et ÔrÞÅÕ , on trouve

� � Þ 	
Ñ â5ò�ùýú�ó ��
��

�
� ò�ùýú

��� ÎÑ â ÖØ× ÎÚÙ���Î.à î � Þ 	
Ñ â5ò�ùýú�ó ��
��

�
� ò�ùýú

��� ÎÑ âBÛ × ÎÚÙ���Î è (3.6)

Similairement(échangerÎ�� Ô ), on calculeune solution � × Î.à�Ô�Ù qui est nulle sur les droites
horizontalesetsatisfait Ü × Ô%Ù , Ý × Ô�Ù pour Ì¨Í,ÔÍ,Õ . La solutionfinaleestalorsß × Î.à�Ô%Ù�õ�� × Î.à�Ô%Ù .
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Exemple. Poursatisfaire notresensesth́etique,choisissonsÕ Þ � et ÑÄÞ �iè������3èýèûè , le nombre
d’or. Pourle dessindela figureV.5 nouspartageonslescôtésen ��� et ��� (nombresdeFibonacci)
sous-intervalles.Lesfonctionsdu bordsont

ÖØ× ÎÚÙ Þ å 	 ðiñ5ò 	
� ÎÑ

� Þüò�ùýú
� ÎÑ å �	 ò�ùýú � � ÎÑ õ �Øâ��	 â�� ò�ùûú

� � ÎÑ å �éâ��Øâ �	 â��jâ � ò�ùûú ��� � ÎÑ õ&è�è�è (3.7)

(où onutilise la convention
ÖØ× ÎÚÙ � Þ"!$#�% × ÖØ× ÎÚÙ¡àiÌ5Ù ) et

Û × ÎÚÙØÞ"!@ùýú � ÷ Î
�BÑ à

� ÷ × ÑÀå®ÎÚÙ
�iÑ Þ ò�ùýú � ÎÑ å �& ò�ùûú � � ÎÑ õ �	 � ò�ùûú � � ÎÑ å �

� & ò�ùûú
� � ÎÑ õZèiè�è�è (3.8)

Commefaçadeest, nousprenonssimplementÝ × Ô%Ù Þ ò�ùûú � Ô , et à l’ouest, encoreplus simple,Ü × Ô�ÙØÞ Ì . Le résultatpeutêtrevu enfigureV.5.

Î
Ô

Î
Ô

ß × Î.à�Ô�Ù

Î
Ô

� × Î.à�Ô�Ù
Î

Ô

ß × Î.à�Ô%Ù�õ'� × Î.à�Ô%Ù

FIG. V.5: Un probl̀emedeDirichlet pourun rectangle

Le problèmede Dirichlet pour le disque.
Un deuxìemecas,où le probl̀emede Dirichlet peutêtrerésoluà l’aide dessériesde Fourier est
celui d’un disque. Soit ( le disqueunitaire. Nous choisissonsdescoordonńeespolaires )�à�Ü
( ÌÍ*)xÍ+�iàjÌÍ�ÜêÍ 	 �

). Pourla fonction � × )�àiÜMÙ�Þ ß × ) ðBñ5ò7Üuà,)�ò�ùýú²Ü�Ù l’ équationdeLaplace
(3.2)devient - ÷ �- ) ÷ õ �

)
- �- ) õ �

) ÷
- ÷ �- Ü ÷ ÞæÌVè (3.9)

La séparationdesvariables� × )�à�Ü�ÙØÞ/. × )�ÙÚâ 0 × Ü�Ù donnelesdeuxéquationsordinaires

) ÷ . ä ä
. õ )1. ä

. Þ»çRà 0Øä ä
0 Þüå¹ç�è (3.10)

Puisque0 × ÜMÙ doit êtrepériodiquedepériode
	 �

, il fautque çÓÞ¾ç � Þ � ÷ et 0 × ÜMÙjÞ32 ðiñ5ò � Ü&õ4 ò�ùûú � Ü . Ensuitel’ équationpour . × )
Ù devient

) ÷ . ä ä õ')1. ä å � ÷ . ÞæÌ±è (3.11)

Il s’agit d’une équationdu type “Cauchy” (voir [HW, p.152]), pour laquelleon pose . × )
Ù[Þ5) 6
avecun 7 inconnu.L’ équation(3.11)donne7 × 7Àå8�BÙÚõ97Àå � ÷ ÞìÌ , c.-à-d., 7 Þ8: �

. La solution
7�Þ»å � poss̀edeunesingularit́epour )<; Ì , doncla seulesolutionvalableest . × )�Ù Þ=) � . Le tout
donne,parsuperposition,la solutiongéńerale

� × )�à�ÜMÙØÞ 2 �	 õ
�
�>� ï )

� 2 � ðBñ5ò � Ü�õ 4 � â5ò�ùýú � Ü è (3.12)
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Condition au bord. Si la condition au bord est exprimée par
� × �iàiÜMÙVÞ ÖØ× Ü�Ù pour Ì@?�ÜA? 	 �

, on voit queles 2 � et
4 � sont

tout simplementlescoefficientsdeFourierdela fonction
ÖØ× ÜMÙ .

Commeexemple,consid́eronsla condition au bord
ÖØ× Ü�Ù ÞB ò�ùýújÜ B en utilisant la série de la figure IV.3. La solution est

dessińeedanslapetitefigure(C®ÞD��Ì termesdelasérie).

La formule de Poisson. Une repŕesentationintéressantede la solutionestdûe à Poisson(1815,
voir [Burk1914,p.997]): l’id éeconsistèa introduirelesformules(IV.1.5) pourlescoefficientsde
Fourier 2 � et

4 � dans(3.12).Aprèsun échangedel’int égrationavecla sommeonobtient

� × )�à�ÜMÙØÞ �	 � ÷ 

� �uõ 	 �

��� ï )
� ðBñ5ò � Ü`ðiñ�ò � Ý�õ,ò�ùûú � Ü`ò�ùûú � Ý ÖØ× Ý±Ù���ÝÅè (3.13)

Ici on sesertde la formule ðiñ�ò � Ü`ðiñ5ò � Ý,õ ò�ùûú � Ü`ò�ùýú � ÝÏÞ�ðBñ5ò � × Ü·åÅÝ±Ù . La sommepeutêtre
évaluéeenconsid́erantla partieréellede �hõ 	 ��E ï 7 � ÞF�Úõ 	 7HG × �ÚåI7�ÙØÞ × �hõJ7�Ù�G × �.åJ7�Ù avec
7LKýÞM)ONQPSRUTWV�XOY . On obtientainsipourla solutionde(3.9),

� × )�à�Ü�Ù Þ �	 � ÷ 

� �ØåZ) ÷

�Øå 	 ) ðBñ5ò × Ü åµÝ²Ùhõ[) ÷
ÖØ× Ý±Ù���ÝÅè (3.14)

V.4 Equation desondes(membranecirculaire)

ß P]\

Î P

Ô \

Nousgéńeralisonsles idéesdeJoh.Bernoulli (voir
leparagrapheV.1) àdeuxdimensionsdansl’espace.
On s’imagine la membranerepŕesent́ee par des
pointsde massesituéssur unegrille (distancêVÎ
en direction de l’axe Î , et ^VÔ en directionde Ô ).
On cherchèa connâıtre lesvibrationstransversalesß P]\ × ÿ>Ù de la membrane.Commepour la cordevi-
brante,la forcetransversaleaupoint

× Î P à�Ô \ Ù est

_
P`\ Þ × _ ^[Ô%Ù ß PSV ïba \ å ß P]\^VÎ õ ß P � ïba \ å ß P]\^VÎ õ × _ ^VÎÚÙ ß P a \cV ïBå ß P`\^[Ô õ ß P a \ � ïiå ß P]\^[Ô

d _ - ÷ ß- Î ÷
× Î P à�Ô \ à�âýÙ1^VÎe^VÔ`õ _ - ÷ ß- Ô ÷

× Î P à�Ô \ à�âûÙO^[Îf^VÔ�è
où on consid̀erela vibrationtransversalecommefonctiondetrois variables,ß P]\ × ÿ>ÙjÞ ß × Î P à�Ô \ à�ÿ>Ù .
Par la loi deNewton (forceégalemassefois acćelération)on obtientdonc

g ^[Îf^VÔ`â
- ÷ ß- ÿ ÷

× Î.à�Ô�à�ÿ>Ù d _ ^[Îf^VÔ@â
- ÷ ß- Î ÷

× Î.à�Ô�à�ÿ>Ù�õ
- ÷ ß- Ô ÷

× Î.à�Ô�à�ÿ>Ù è
Enpassant̀a la limite ^[Îh; Ì et ^VÔ�; Ì , enutilisantla notation ^ ß Þ5iHjlkinm j õ'iHjlkino j et l’abréviation
2 ÷ Þ _ G g , cetteéquationnousamèneà (pourunemembranequi estfixéeaubord)- ÷ ß- ÿ ÷ Þp2 ÷ ^ ß pour

× Î.à�Ô%ÙrqZsXàZt ÿvuüÌ
ß × Î.à�Ô�àBÌ5ÙMÞ Öu× Î.à�Ô%Ù¡à pour

× Î.à�Ô%ÙrqZs (conditioninitiale, position)- ß- ÿ
× Î.à�Ô�àiÌ�ÙuÞ,Û × Î.à�Ô%Ù pour

× Î.à�Ô%ÙrqZs (conditioninitiale, vitesse)

ß × Î.à�Ô�à�ÿ>ÙuÞüÌ pour
× Î.à�Ô%Ùrq - sXàwt ÿxuÐÌ (conditionaubord)

(4.1)

où, pourunemembranecirculaire, s,Þ/y × Î.à�Ô�Ù{z�Î ÷ õ®Ô ÷ ?3�| .
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Premièreséparation desvariables. Commepourl’ équationdesondesdansunedimension,nous
séparonsle tempsÿ desvariablesd’espaceetnouscherchonsdessolutionsdela forme ß × Î.à�Ô�à�ÿ>ÙØÞ} × ÿ>ÙÚâ� × Î.à�Ô�Ù . Ceciconduità

�
2 ÷

} ä ä × ÿ>Ù} × ÿ>Ù Þ ^~� × Î.à�Ô%Ù
� × Î.à�Ô%Ù Þ å¨ç ÷ è (4.2)

On a le droit desupposerquela constantedans(4.2)estnégative. En effet, si � × Î.à�Ô%Ù esttelle que
^~�³Þ��x� dans s (le disqueunité) et �³Þ�Ì sur

- s , on obtientpar uneintégrationpar parties
(pourle premiertermeparrapportà Î , pourle deuxìemeparrapportà Ô )

�
- �- Î

÷ õ
- �- Ô

÷ ��Îe��Ô�Þæå � �`â�^~�L��Îe��ÔrÞ»åZ� � � ÷ ��Î���Ô�à
cequi montreque �"?üÌ , si � × Î.à�Ô%Ù n’estpasidentiquementnulle.

L’ équationdifférentiellepour
} × ÿ>Ù dans(4.2)donnelesoscillationsentemps

} × ÿ>ÙéÞ"�ÓðBñ5ò × 2�ç�ÿ>ÙÚõ���ò�ùûú × 2�ç�ÿ>Ù (4.3)

et pour � × Î.à�Ô�Ù on obtientle probl̀eme(l’ équationdeHelmholtz)

^~�öõ,ç ÷ �êÞ Ì sur s
�êÞ Ì sur t - sXè (4.4)

Si s est le disqueunité, on peut résoudrece probl̀eme. Il est naturel d’introduire descoor-
donńeespolaires Î Þ�) ðiñ�ò7Ü , Ô¾Þ�) ò�ùýújÜ et de consid́erer la fonction � × )�à�Ü�Ù®Þ�� × Î.à�Ô%Ù·Þ
� × )�ðiñ5ò7Üuà�) ò�ùýújÜMÙ . En exprimantle Laplacien̂�� entermede � , le probl̀eme(4.4)devient- ÷ �- ) ÷ õ

�
)
- �- ) õ

�
) ÷

- ÷ �- Ü ÷ õZç ÷ � Þ Ì (4.5)

� × �Bà�ÜMÙuÞæÌ5à � × )�àiÌ5ÙuÞM� × )�à 	 � Ù¡à
- �- Ü
× )�àiÌ5ÙØÞ

- �- Ü
× )�à 	 � Ù¡à (4.6)

où la limite �ýù�!f�Q� � � × )�àiÜMÙ estconstanteet indépendantede Ü .

Deuxièmeséparation desvariables. Pourrésoudrel’ équationauxdérivéespartielles(4.5),nous
posons� × )�à�Ü�ÙuÞ/. × )�ÙÚâ�0 × Ü�Ù cequi donne

) ÷ . ä ä × )�Ù�õ[)O. ä × )
Ùhõ,ç ÷ ) ÷ . × )
Ù
. × )�Ù Þzå 0 ä ä × ÜMÙ

0 × Ü�Ù Þp�²è
La conditionde périodicit́e, 0 × Ì5Ù�Þp0 × 	 � Ù et 0Øä × Ì�Ù�Þp0Øä × 	 � Ù , implique que �zÞ�C ÷ avec un
entierC . Lessolutionspour 0 × ÜMÙ sontalors

0r� × Ü�ÙØÞ/2��ëðiñ�ò�CuÜ�õ 4 ��ò�ùýú�CØÜuè (4.7)

Pourla fonction . × )�Ù on obtientl’ équationdifférentielle

) ÷ . ä ä õ')1. ä õ × ç ÷ ) ÷ åZC ÷ Ù�.êÞæÌ (4.8)

aveclesconditionsauxbords

. × �0ÙØÞæÌ et . × Ì�Ù Þ Ì si C[u Ì
unevaleurfinie si C®ÞüÌ3è (4.9)

Pour ç'uÏÌ , la transformationÎ!Þ¾ç�) et Ô × ÎÚÙ²Þ�. × )
Ù nouspermetd’éliminer le param̀etre ç de
l’ équationdifférentielle(4.8),car . ä × )
ÙØÞ»ç3Ô�ä × ÎÚÙ et . ä ä × )
ÙØÞüç ÷ Ô�ä ä × ÎÚÙ . Onobtientainsil’ équation
deBessel(4.10).
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L’ équation de Bessel.La transformationÎÐÞeç�) et Ô × ÎÚÙ Þ�. × )�Ù dansl’ équationdifférentielle
(4.8)nousconduità l’ équationdeBessel

Î ÷ Ô ä ä õÄÎ°Ô ä õ × Î ÷ å[C ÷ Ù Ô�Þ Ì3è (4.10)

Nousconsid́eronsuniquementle casoù C estunentiernon-ńegatif.Uneparticularit́edel’ équation
deBessel(4.10)estquele coefficient de Ô�ä ä s’annuleenun point où on s’intéressèa la solution(il
s’agit d’uneéquationdifférentielleavecunesingularit́e).

Les termesprincipaux Î ÷ Ô�ä ä�õ³Î°Ô�ä�õÐè�è�è de(4.10)sontlesmêmesquepouruneéquationdu
type Cauchyet on esttent́e de chercherunesolutionsousla forme Ô × ÎÚÙ¨Þ�Î�� . Commececi ne
marchepas,onessaieavecuneperturbationd’unetelle fonction:

Ô × ÎÚÙéÞÅÎ �
\ E �
î \ Î \ Þ \ E �

î \ Î \ � � avec î ���Þ Ì3è (4.11)

En insérant(4.11)dans(4.10)onobtient

\ E �
î \ ×�� õM��Ù ×�� õM��å��BÙ Î \ � � õ

\ E �
î \ ×�� õM��Ù Î \ � � õ × Î ÷ åZC ÷ Ù

\ E �
î \ Î \ � � ÞüÌ3è

Unecomparaisondescoefficientsdonne

î � � × �rå��BÙhõM�råZC ÷ ÞæÌ (4.12)

îBï × �ØõM��Ùc��õ × �ØõM��ÙÚå[C ÷ ÞüÌ (4.13)

î \ ×�� õ���Ù ×�� õ��rå��BÙhõ ×�� õ���ÙÚå'C ÷ õZî \�V ÷XÞæÌ3à �$� 	 è (4.14)

Commeî ���ÞíÌ , l’ équation(4.12)implique � ÷ åZC ÷ ÞíÌ , cequi fixe la valeurde � . La possibilit́e
�ÓÞ»åxC (pourCZu Ì ) nenousintéressepas,parcequela fonction(4.11)poss̀edeunesingularit́eenÎÓÞüÌ etnepeutdoncpassatisfairelesconditions(4.9).Continuonsalorsnotrecalculavecl’autre
possibilit́e �,Þ/C . L’ équation(4.13)devient îBï × 	 C)õ8�BÙ�ÞÒÌ et implique îBï±Þ Ì . Finalement,la
relation(4.14)donnela formulederécurrenceî \ â ��×�� õ 	 CuÙ.õêî \cV ÷¹ÞìÌ pour

��� 	
. Le fait queîBï�ÞìÌ impliqueque î \ Þ Ì pourtout

�
impair. Pour

� Þ 	 �
on a î�÷ � â�� � × � õwCMÙÚõ�î�÷ � V ÷VÞìÌ et

on voit parrécurrenceque î�÷ � Þ
× å��BÙ �

� � �O� �
P � ï × � õ[CMÙ î � è

Avecle choix î � Þ3�G × 	 � C � Ù , la fonction Ô × ÎÚÙ de(4.11)devient

¡ � × ÎÚÙéÞ Î 	 �
��E �

× å��BÙ ��¢� × Cõ � Ù � Î 	 ÷ � è (4.15)

Cettefonctions’appellefonctiondeBesseld’indice C (voir la figureV.6). Le critèredu quotientîø÷ �î�÷ R � � ï Y Þ"� × � õ"�BÙ × � õ/�uõ[CMÙr; £
montrequela sériedans(4.15)convergepourtout Îhqw¤ . .

0 5 10 15 200

1

.5 1.00

1

FIG. V.6: FonctionsdeBessel
¡ � × ÎÚÙ (gauche),

¡ � ×�� � � )�Ù (droite)



Equationsauxdérivéespartielles 111

n=0, k=1, j= 2.4048 n=0, k=2, j= 5.5201 n=0, k=3, j= 8.6537 n=0, k=4, j=11.7915

n=1, k=1, j= 3.8317 n=1, k=2, j= 7.0156 n=1, k=3, j=10.1735 n=1, k=4, j=13.3237

n=2, k=1, j= 5.1356 n=2, k=2, j= 8.4172 n=2, k=3, j=11.6198 n=2, k=4, j=14.7960

n=3, k=1, j= 6.3802 n=3, k=2, j= 9.7610 n=3, k=3, j=13.0152 n=3, k=4, j=16.2235

FIG. V.7: Fonctionspropres
¡ � ×�� � � )�Ù°ðiñ5ò�CØÜ du Laplaciensurle disque

Solution de l’ équation desondes(membranecirculaire). Pourtout ç¥u Ì , la fonction . × )
Ù�Þ¡ � × ç�)
Ù estsolutiondel’ équationdifférentielle(4.8)etellesatisfait la conditionpour . × Ì5Ù de(4.9).
Afin desatisfaireaussila condition . × �0Ù�ÞíÌ de(4.9), il fautque ç soit uneracinede

¡ � × ç7Ù�ÞíÌ .
Le dessiǹagauchedela figureV.6 montrequepourtoutentierC � Ì , la fonctiondeBessel

¡ � × ÎÚÙ
poss̀edeuneinfinitédezérossatisfaisant

Ìf? � �5ïr? � �B÷L? � �n¦L?æèiè�è�è
Cetteaffirmation est donńee ici sansdémonstration.Elle est obtenuecommeapplicationde la
théoriedeSturm–Liouvillequi estparfoistraitéeaucoursAnalyseII (partieréelle).

La fonction . × )�Ù�Þ ¡ � ×�� � � )�Ù satisfait alors l’ équationdifférentielle(4.8) et la conditionau
bord(4.9).Parconśequent,pourtout C � Ì etpourtout

� � � ,
� × )�à�ÜMÙØÞ ¡ � ×�� � � )
Ù 2�� � ðBñ5ò�CØÜ�õ 4 � � ò�ùýúrCuÜ

estunesolutionde l’ équationdeHelmholtz(4.5) encoordonńeespolairesqui satisfait lescondi-
tionsaubord(4.6). En la multipliant par(4.3)où ç estremplaće par

� � � on obtientparsuperposi-
tion la solutiongéńeraleß × Î.à�Ô�à�ÿ>Ù del’ équationdesondes(4.1):

ß × )�ðiñ5ò7Üuà�) ò�ùýújÜuà�ÿ>ÙzÞ � E � ��E ï
¡ � ×�� � � )�Ù 2�� � ðiñ5ò�CuÜ�õ 4 � � ò�ùûú�CØÜ ðBñ5ò × 2 � � � ÿ>Ù

õ � E � ��E ï
¡ � ×�� � � )�Ù î�� � ðiñ5ò�CuÜõM��� � ò�ùûú�CØÜ ò�ùûú × 2 � � � ÿ>Ù¡è (4.16)

Il resteà déterminerles coefficients 2�� � , 4 � � , î�� � et �H� � afin de satisfaire les conditionsinitiales
pourla positionet la vitessedans(4.1).Pourcecalculnousutiliseronsunerelationd’orthogonalit́e
desfonctionsdeBessel.
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Théorème4.1(orthogonalité desfonctionsde Bessel)Soient Ì§? � ��ï$? � �B÷¨? � ��¦¨? è�èiè les
zérospositifsde

¡ � × ÎÚÙ , alorson a

ï
� ¡ � × � � � )
Ù ¡ � × � � � )�Ù�)©��)öÞ Ì pour

� �Þ,Ñï÷ ¡ ä� ×�� � � Ù ÷ pour
� Þ,Ñ .

Démonstration. Posonsç � KýÞ � � � et Ô � × )�ÙZKýÞ ¡ � × ç � )
Ù . Cette fonction satisfait l’ équation
différentielle(4.8)qui, apr̀esunedivisionpar ) , peutêtreécritesousla formeauto-adjointe

)�Ô ä� ä õ ç ÷ � )Vå C ÷
) Ô � ÞæÌ3à Ô � × �BÙØÞæÌ5è (4.17)

Deuxintégrationsparpartiesdonnent(enutilisant Ô � × �BÙØÞ,Ô � × �BÙéÞüÌ )ï
� )�Ô ä� × )
Ù ä Ô � × )
Ù��>)öÞ=)�Ô ä� × )
Ù Ô � × )�Ù ï� å ï

� )�Ô ä� × )
Ù Ô ä� × )�Ù���) Þ»è�è�è�Þ ï
� )�Ô ä� × )�Ù ä Ô � × )�Ù��>)�è

En remplacant
× )�Ô ä� Ù ä parl’expressionde(4.17)on obtient

å ï
� ç ÷ � )[å C ÷

) Ô � × )�Ù Ô � × )
Ù��>) Þ»å ï
� ç ÷ � )�å C ÷

) Ô � × )�Ù Ô � × )�Ù���) (4.18)

et parconśequentaussi

ç ÷ � å�ç ÷ � ï
� Ô � × )
Ù Ô � × )�Ù�)v�>)`ÞæÌ

cequi entrâınel’orthogonalit́epour
� �Þ³Ñ .

Une multiplication de (4.17)par )�Ô ä� donne
× )�Ô ä� Ù × )�Ô ä� Ù ä õ × ç ÷ � ) ÷ å=C ÷ Ù Ô � Ô ä� Þ�Ì ce qui peut

êtreécrit sousla forme
�	 �
��) )�Ô ä� × )�Ù ÷ õ �	 �

�>) Ô ÷� × )�Ù ç ÷ � ) ÷ å[C ÷ åÄÔ ÷� × )�Ù7ç ÷ � )@ÞüÌ3è
On intègrecetteidentitéde Ì à � pourobtenir(observerqueÔ � × �BÙØÞæÌ et queÔ � × Ì5ÙØÞæÌ si C[u Ì )

�	 Ô ä� × �BÙ ÷ Þ»ç ÷ � ï
� Ô � × )�Ù Ô � × )
Ù�)©�>)�è

L’affirmationdu théor̀emepour
� Þ Ñ estmaintenantuneconśequencede Ô � × )�ÙjÞ ¡ � × ç � )
Ù et deÔ�ä� × )�ÙØÞ»ç � ¡ ä� × ç � )
Ù .

Satisfaire lesconditions initiales. Commenc¸onsparcellepour la position ß × Î.à�Ô�àiÌ5ÙjÞ Öu× Î.à�Ô%Ù .
Noustravaillonsencoordonńeespolaireset nousdevélopponsla fonctionensériedeFourierÖØ× )�ðiñ5ò7Üuà�) ò�ùýújÜMÙéÞ � E � �©� × )�Ù°ðiñ5ò CuÜ�õ��v� × )�Ù°ò�ùýúªCØÜ è (4.19)

LescoefficientsdeFourierpeuventêtrecalcuĺesparlesformulessuivantes:

� � × )
ÙzÞ �	 � ÷ 

� ÖØ× ) ðiñ�ò7Üuà,) ò�ùûújÜMÙ���Ü

�«� × )
ÙzÞ �� ÷ 

� ÖØ× )�ðiñ5ò7ÜMà,) ò�ùûú²ÜMÙXðiñ5ò × CuÜMÙ���Üuà C � �

�©� × )
ÙzÞ �� ÷ 

� ÖØ× )�ðiñ5ò7ÜMà,) ò�ùûú²ÜMÙXò�ùýú × CuÜMÙ���Üuà C � �iè

En comparantla série(4.19)avecla solutionß × ) ðiñ�ò7Üuà,) ò�ùûújÜuàBÌ5Ù de(4.16),on obtient

�«� × )
ÙØÞ ��E ï 2H� �
¡ � ×�� � � )�Ù¡à �v� × )�ÙØÞ ��E ï

4 � � ¡ � × � � � )�Ù¡è (4.20)

Il resteà multiplier cesformulespar ) ¡ � × � � � )�Ù et d’intégrersur l’intervalle ¬ Ì3à��� . La relation
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d’orthogonalit́epourlesfonctionsdeBesseldonnealors

2H� � Þ 	
× ¡ ä� × � � � Ù�Ù ÷

ï
� �«� × )
Ù ¡ � ×�� � � )
Ù�)v�>)�à 4 � � Þ 	

× ¡ ä� × � � � Ù�Ù ÷
ï
� �©� × )
Ù ¡ � × � � � )
Ù�)©�>)�è (4.21)

Un calcul analoguepermetde déterminerles coefficients î�� � et ��� � dans(4.16) à partir desco-
efficientsde Fourier ��� × )�Ù et (�� × )�Ù de la fonction Û × ) ðiñ�ò7Üuà,) ò�ùûújÜMÙ (condition initiale pour la
vitesse).Avec lesvaleursde 2�� � , 4 � � , î�� � , ��� � ainsi trouvéeset inséŕeesdans(4.16),nousavons
compl̀etementresolule probl̀eme(4.1)surle disqueunité.

Remarque. Lessériesde(4.20)aveccoefficientsdéfiniespar(4.21),s’appellentsériesdeFourier–
Bessel. À l’aide de la théoriede Sturm–Liouvilleon peutdémontrerquele syst̀emeorthogonal
y ¡ � ×�� � � )�Ù�| ��E ï estcompletsur l’intervalle ¬ Ì3à��� par rapportau produit scalaireavec fonction de
poid ® × )
Ù&Þp) . Ceci implique que pour toute fonction dans̄

× ¬ Ì5à���ûàv°�¨Ù la série converge en
moyennequadratiquevers

ÖØ× ÎÚÙ . Pourobtenirla convergenceponctuelleou uniformeil fautsup-
poserplusderégularit́e (continuit́e,différentiabilit́e, è�è�è ) dela fonction.

V.5 Transformation deFourier

“On consid̀ere ici le mouvementde la chaleurdansunemassesolidehomog̀ene,dont toutes
lesdimensionssontinfinies.” (Fourier, ThéorieAnal.dela Chaleur1822,Chap.IX)

Si on veutcalculerle mouvementdela chaleurdansun fil delongueurinfinie, on peutprendreles
formulesdu paragrapheV.2 et fairetendreÑf; £ . Mais commeil y a déjà un passagèa la limite
(la sommeinfinie dansla sériedeFourier)il fautfaireattention.

Prenonsunefonction
Ö K±¤ .D; ¤ . qui tendrapidementverszérosi Î'; :²£ , et consid́erons

la sériedeFourierpoursarestrictionsurl’intervalle ¬ å � Ñ�à � ÑH :
ÖØ× ÎÚÙ´³ �ýù�!��� �

�
��� V �

î � N P � mQµ � avec î � Þ �	 � Ñ

 �
V 
 �

Öu× ÿ>Ù�N V�P ��¶ µ � ��ÿ0è (5.1)

Si la fonctionsatisfait
�
V �

B Öu× ÿ>Ù B ��ÿf?·£ , lescoefficients î � convergentverszéro si Ñ�; £ (à
causedu facteur

× 	 � Ñ�ÙQV ï devant l’int égrale).La sériedeFourier tronqúee(avecun C fixé) donne
alorsunemauvaiseapproximationde

ÖØ× ÎÚÙ (voir lesdeuxdessinsde la FigureV.8 qui utilisent le
mêmenombredetermes).

−3 0 3

1
 6 termes

−6 −3 0 3 6

1
 6 termes

−6 −3 0 3 6

1
12 termes

FIG. V.8: SériedeFouriersousle passageÑ�¸; 	 Ñ
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Simultańementavec Ñ , on doit augmenterle nombrede termespris en consid́eration(voir la
troisièmeimagedansla FigureV.8). L’id éeestdeprendreCÅÞüÕ�Ñ termesdansla série tronqúee
(où Õ estuneconstanteet Ñ estsuppośeêtreentier).Enposant® � Þ � GBÑ pour

B � B Í,Õ�Ñ , onobtient
alorseninsérantlescoefficients î � dansla sérietronqúee

� �
��� V � �

î � N P � mQµ � Þ
� �

��� V � �
�	 �


 �
V 
 �

ÖØ× ÿ>Ù�N V�P]¹�º ¶ ��ÿ N P]¹�º m × ® � � ï�åZ® � Ù¡è
Danscetteformuleon reconnâıt unesommedeRiemannetenlaissanttendreÑ et Õ versl’infinie,
lesdeuxmembresconvergentformellementvers

ÖØ× ÎÚÙ§³
�
V �

�	 �
�
V �
ÖØ× ÿ>Ù�N V�P]¹ ¶ ��ÿ N P`¹ m �>®jè (5.2)

L’int égraledeRiemannétantdéfinieseulementpourun intervalle compact,noussommesobligés
deconsid́ererdesintégralesimpropres(voir [HW, Sect.III.8]). Nousintroduisonsl’espace

¯§» × ¤ .�Ù�KýÞ Ö K�¤ .¼; °�¼z Ö B¾½ V ��a ��¿{q@¯ × ¬ åÀCuà,Cªûàx°�¨Ù@t et �ûùÁ!��� �
�
V �

B ÖØ× ÎÚÙ B ��Î@?"£ (5.3)

defonctionsabsolumentintégrablessur ¤ . .

Définition 5.1(Transformation de Fourier) Soit
Ö q'¯Â» × ¤ .�Ù . La transforḿeedeFourier de

Ö
estla fonctionsur ¤ . définiepar

ÖM× ®XÙ Þ �
ô 	 �

�
V �

ÖØ× ÿ>ÙcN V�P]¹ ¶ ��ÿ0è (5.4)

Souventon utiliseaussila notation
×�Ã)Ö Ù × ®XÙ pour

ÖØ× ®XÙ .
Ainsi, la formule (5.2) ressemblèa merveille aux formules(IV.1.6) : la somme(sur

�
) dans

(IV.1.6) estdevenueuneintégrale(sur ® ), et lescoefficients î � deviennentla fonction
ÖØ× ®XÙ . Grâce

à cetteanalogie,les coefficients de Fourier î � sont souvent not́es par
ÖØ× � Ù . Une grandepar-

tie de résultatsdu chapitreIV peut être formuléeet démontŕeepour la transforḿeede Fourier.
Commenc¸onsparle LemmedeRiemannet la théoriedeDirichlet.

Lemme5.2(Riemann–Lebesgue)Soit
ÖØ× ÎÚÙ une fonctionabsolumentintégrable sur ¤ . . AlorsÖØ× ®XÙ estuniformémentcontinueet satisfait
Öu× ®XÙr; Ì pour ®�; :f£ .

Démonstration. PourÄ�uüÌ donńe, il existe Õ+uüÌ tel que Å m Å E��
B ÖØ× ÎÚÙ B ��Î¥?ÆÄ . Pour®jà,® � qw¤ .

nousavonsalors

ô 	 � ÖØ× ®XÙhå ÖØ× ® � Ù Í �
V �

B N V�P]¹ ¶ åMN V�P]¹ Ç ¶ B â B ÖØ× ÿ>Ù B ��ÿëÍ 	 Ä²õÄÕ B ®ÄåZ® � B
�
V �

B ÖØ× ÿ>Ù B ��ÿ0à
où la dernìeremajorationutilise

B N�V�P`¹ ¶ åAN�V�P]¹ Ç ¶ B Í 	
pour

B ÿ B � Õ et le théor̀emedesaccroisse-
mentsfiniespour

B ÿ B Í,Õ :
B N�V�P]¹ ¶ åJN�V�P`¹ Ç ¶ B ÍæòcÈ1É�Ê B � ÿnN�V�P Ê ¶ B â B ®&åh® � B Í,Õ B ®)å¥® � B . La continuit́e

uniformede
ÖØ× ®XÙ endécoule.

Comme ô 	 � B ÖM× ®XÙ B Í/Ä¨õ B �
V �
ÖØ× ÿ>Ù�NQP]¹ ¶ ��ÿ B , le LemmedeRiemann(LemmeIV.2.2) donne

ô 	 � B ÖØ× ®XÙ B Í 	 Ä si
B ® B

estassezgrand.
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Théorème5.3 Soit
Ö q�¯§» × ¤ .±Ù et à variation bornéesur chaqueintervalle compact. Alors,

pour tout Îhqw¤ . ona ÖØ× ÎÚõ[Ùhõ ÖØ× Î.å[Ù	 Þ �ýùÁ!� � � �
ô 	 �

�
V �
ÖØ× ®XÙ�N P]¹ m �>®jè

Démonstration. PourÕ+u Ì on introduit unefonction
_ � × ÎÚÙ sur ¤ . par

_ � × ÎÚÙrKûÞ �
ô 	 �

�
V �
ÖØ× ®XÙ�N P]¹ m �>®³Þ �	 �

�
V � �ûùÁ!� � �

�
V �
Öu× ÿ>Ù�N V�P`¹ ¶ ��ÿ N P]¹ m ��®jè (5.5)

Puisque
B Å ¶ Å E � ÖØ× ÿ>ÙcN V�P]¹ ¶ ��ÿ B Í Å ¶ Å E � B ÖØ× ÿ>Ù B ��ÿ<; Ì quandC�; £ , la limite dans(5.5) estuni-

formeen ® et onpeutéchangerla limite avecl’int égralesur ® . Onobtientalors

_ � × ÎÚÙ Þ �ûùÁ!��� � �	 � �
V �
ÖØ× ÿ>Ù

�
V � N P]¹WR m V ¶ Y ��® ��ÿ

Þ ��
�
V �
ÖØ× ÿ>Ù ò�ùýúØÕ

× Î�å®ÿ>ÙÎråµÿ ��ÿµÞ ��
�
V �
ÖØ× Î�åÌË�Ù ò�ùýú Õ'Ë

Ë ��Ë�à
car l’int égralesur ® peutêtredétermińeeexplicitementet vaut

	 × Îå�ÿ>ÙQV ï ò�ùýú Õ × Î å!ÿ>Ù . Le reste
dela démonstrationestidentiqueà celledu Théor̀emeIV.4.2.

Uneconśequenceimmédiateestla formuled’inversion.

Corollair e5.4(formule d’inversion deFourier) Soit
ÖØ× ÎÚÙ une fonction continue, à variation

bornéesur chaqueintervalle compactet dans ¯§» × ¤ .�Ù . Si
ÖØ× ®XÙ est absolumentintégrable sur

¤ . , alors ÖØ× ÎÚÙ�Þ �
ô 	 �

�
V �
ÖØ× ®XÙ�N P]¹ m �>®jè

Pourtravailler avecla transformationdeFourier, il estutile d’avoir unepetitetableà sadipo-
sition (voir la tableV.1). De tellestablesont ét́e publiéesparCampbell& Forster1948,Erdélyi
et al. 1954. La plus impressionnanteestde F. Oberhettinger, Math. GrundlehrenXC (1957)qui

TAB. V.1: Petitetabledela transforḿeedeFourier

ÖØ× ÎÚÙéÞ �
ô 	 �

�
V �
Öu× ®XÙÚâ�N P`¹ m �>® Öu× ®XÙØÞ �

ô 	 �
�
V �
ÖØ× ÿ>ÙÚâ�N V�P]¹ ¶ ��ÿ

−3 −2 −1 0 1 2 30

1

Í � ò�ù B Î B ?"2�àÌ ò�ù B Î B � 2�z
	
� ò�ùýúL2>®

® −6 −3 0 3 60

1

Í

−3 0 3.0

.3

Í �
Î ÷ õ�2 ÷

× 2euüÌ5Ù
�
	 N�V�Î Å ¹ Å

2 −2 −1 0 1 2.0

.5

Í
−3 0 3

−.1

.0

.1 Í Î× Î ÷ õ�2 ÷ Ù ÷
× 2�u Ì�Ù å �

�
� ®ÏN V�Î Å ¹ Å

2
−2 −1 0 1 2

−.1

.0

.1 Í

−4 −3 −2 −1 0 1 2 3 40

1

Í N V�Î jlm�j × 2�u Ì�Ù �
2 ô 	 NÑÐ�Ò jÓÕÔ j −4 −3 −2 −1 0 1 2 3 40

1

Í



116 Equationsauxdérivéespartielles

contientsur200pagesquelques1800formules. L’introductiond’unepageet demiemiseà part,
cetouvragenecontientquedesformuleset vaut la peined’êtrefeuilleté. L’ éditeurn’a pasomis
depréciser, commeà l’accoutuḿee,qu’il était “interdit dele traduiredansunelangueétrang̀ere”.
La tableV.1 estunextrait deGradshteyn-Ryzhik,p.1147.

Convolution
“C’est là la propríet́e essentiellede la transformationdeFourier, et qui estla raisond’être de
sesapplicationsÖQÖQÖ ” (L. Schwartz,Cours 1958,p.25.)

Nousavonsdéjà rencontŕe la convolution à plusieursoccasions: théor̀emed’approximationde
Weierstrass[HW, p.267],lesformulesdeDirichlet (IV.4.1) etFej́er(IV.6.3) et la formuleintégrale
deCauchy(II.5.1). Ondéfinit la convolutiondedeuxfonctions

Ö
et Û par

× Ö$× ÛRÙ × ÎÚÙrKýÞ �
ô 	 �

�
V �
ÖØ× ÎråÄÿ>Ù5Û × ÿ>Ù���ÿ0è (5.6)

Le facteur“gênant” �G ô 	 �
serale bienvenudansla preuveduthéor̀emesuivant,théor̀emedonnant

unesimplerelationentrela convolutionet la transformationdeFourier.

Théorème5.5 Soient
Ö

et Û desfonctionsabsolumentintégrableset bornées.La transforḿeede
Fourier deleur convolutionestle produitdesdeuxtransforḿeesdeFourier, pluspréciśement× Ö<× ÛRÙ × ®XÙØÞ ÖØ× ®XÙhâ Û × ®XÙ�è (5.7)

Démonstration. Il fautinsérerla définition (5.6)dansla transforḿeedeFourier(5.4),changerles
intégrations̀avolontéet faireunesubstitutiontriviale:

× Ö$× ÛRÙ × ®XÙæÞ �
ô 	 �

�
V �

�
ô 	 �

�
V �

ÖØ× ÎråÄÿ>Ù5Û × ÿ>Ù���ÿ N V�P]¹ m ��Î
Þ �

ô 	 �
�
V �

�
ô 	 �

�
V �

ÖØ× ÎråÄÿ>Ù.â�N V�P]¹WR m V ¶ Y ��Î Û × ÿ>Ù�N V�P]¹ ¶ ��ÿ0è (5.8)

Dansl’int égraleintérieureon substitueØ!Þ ÎÓåZÿ , ainsi l’int égraledoublesedécomposeen un
produitdedeuxintégralessimples.

Transforméed’une Dérivée
Voici la propríet́e importantepourlesapplicationsdela transformationdeFourierauxrésolutions
deséquationsdifférentielles.

Théorème5.6 Si
ÖØ× ÎÚÙ et sesdérivées

Ö ä × ÎÚÙ et
Ö ä ä × ÎÚÙ sontdans̄§» × ¤ .±Ù , alors× Ö ä Ù × ®XÙØÞ � ® â ÖM× ®XÙ�à × Ö ä ä Ù × ®XÙuÞ × � ®XÙ ÷ â Öu× ®XÙ¡è (5.9)

Démonstration. La preuveestparintégrationsparparties.Ona�
V �
Ö ä × ÿ>Ù�N V�P`¹ ¶ ��ÿ�Þ ÖØ× ÿ>ÙcN V�P]¹ ¶ �V � õ

� ®
�
V �
ÖØ× ÿ>Ù�N V�P]¹ ¶ ��ÿ0è

Comme
ÖØ× ÎÚÙöÞ ÖØ× Ì5ÙØõ m� Ö ä × ÿ>Ù���ÿ et

Ö ävq¼¯§» × ¤ .�Ù , on voit que �ýù�! m �ÀÙ �
ÖØ× ÎÚÙ existent. Ces

limites sontnullescar
Ö qw¯§» × ¤ .�Ù . Uneautrefaçon devoir le résultatestdedériver l’int égrale

dela transformationinverse(Corollaire5.4)parrapportau“param̀etre” Î .

Commeexemple,voir lesformules2 et 3 dansla tableV.1.
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Application aux équationsdiff érentielleset int égrales
Le sch́emaestle suivant: la transformationdeFourierchangeuneéquationdifférentielle(ou une
équationintégraleavecconvolution) enuneéquationplussimple.Cetteéquationestrésolue,puis
la transforḿeeinversedonnela solution.

Probl̀emedifficile
Équationdifférentielleordin.

Équationintégrale
Equationdérivéespartielles

Probl̀emefacile
Équationalgébrique

Équationdifférentielleordin.

Solutiondu
Probl̀emefacile

Solutiondu
Probl̀emedifficile

Ã

Ã

Ci-dessousquelquesexemplesfaciles.(Desexemplespluscompliqúesdela physique— “the the-
ory of vibrations”,“the conductionof heatin solids”, “slowing down of neutrons”,“hydrodynam-
ical problems”,“atomic andnuclearphysics”, “two-dimensionalstresssystems”,“symmetrical
stresssystems”— dansle “state-of-the-art”de1951,constituentplusde80%dulivredeSneddon.
Aujourd’hui, lesprogr̀esdesméthodesnumériquesetdesordinateursontquelquepeutemṕeŕecet
enthousiasme.)

Equation de la chaleur. Voyonsavecquelleélégancela transforḿeedeFouriernousamèneà la
solutiondel’ équationdela chaleurpourun fil infini :- ß- ÿ Þ/2 ÷

- ÷ ß- Î ÷ß × Î.àiÌ5ÙØÞ ÖØ× ÎÚÙ åÌ£ ?ÅÎÂ?"£

- ß × ®jà�ÿ>Ù- ÿ Þæå²2 ÷ ® ÷ ß × ®jà�ÿ>Ù

ß × ®jà�ÿ>Ù Þ"N�V�Î j ¹ j ¶ â ß × ®jàiÌ5Ù
Þ"N V�Î j ¹ j ¶ â Öu× ®XÙ

ß × Î.à�ÿ>Ù&Þ �
2 ô 	 ÿ N Ð�Ú jÓÕÔ jÜÛ ×jÖØ× ÎÚÙ

Ã

Ã

Sousdesconditionssur
ÖØ× ÎÚÙ qui permettentde faire toutescesopérations,la solutionestalors

donńeeparla formuledePoisson

ß × Î.à�ÿ>Ù�Þ �	 2 ô � ÿ
�
V �
ÖØ× Ë�Ù�N V«Ý Ú,ÐHÞlß jÓÕÔ jÜÛ ��Ë�è (5.10)

Une équation int égrale. Cherchonsunefonction Ô × ÎÚÙ telleque

�
V � Ô

× Î�å ß Ù�âiÔ × ß Ù�� ß Þ/N V m�j ô 	 � Ô × ®XÙÚâ Ô × ®XÙuÞ �
ô 	 N Ð�Ò jÓ

Ô × ®XÙØÞ �
ô 	 � ï µáà N Ð�Ò jâÔ × ÎÚÙØÞ ô 	

� ï µáà N V ÷ m�j

Ã

Ã
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V.6 Exercices

1. Si ã et ä sontdeuxfois contin̂umentdifférentiables,la fonction å±æèçêéÜëQì�í9ã±æèç$î Í ë�ìÑî�ävæèç<ï Í ë�ì
estunesolutiondel’ équationdesondeså ¶ ¶ í Í ÷ å mQm . Déterminerlesfonctionsã et ä poursatisfaire
lesconditions(avec ð et ñ convenables)

åêæèç±éQò�ìóíIð{æèç±ìôé
õ åõ ë æèçêéQò�ìóíhñ¢æèçêì pour òÏöhç�öh÷ (conditionsinitiales)

åêæôò�éÜëQìóíIò�é åêæè÷�éÜë�ìóíIò pour ë�øIò (conditionsauxbords).
(6.1)

Le résultatest

åêæèç±éÜë�ìùí�úû ð{æèçfî Í ë�ì�î§ð{æèçfï Í ë�ì îüúû Í m � Î ¶
m V�Î ¶

ñOæôý�ì�þ�ý�Ö (6.2)

2. La fonction å±æèçêéÜëQì de (6.2) estbien définie tant que ÿ ç�ï Í ëQéÜç�î Í ë����+ÿ ò�éÜ÷�� . Commentfaut-il
prolongerles fonctions ð et ñ en dehorsde l’intervalle ÿ ò�éÜ÷�� pour que(6.2) soit unesolutionpour
ç��·ÿ ò�éÜ÷�� et pour tout ë¨ø ò . Discuter les conditionssur ð et ñ afin que åêæèçêéÜëQì soit deux fois
contin̂umentdifférentiable.

3. L’ équationdestuyauxsonores. En supposantque les extrémit́es du tuyausoientouvertes,on est
confront́e auprobl̀eme(avec ð et ñ convenables)

õ ÷ åõ ë ÷ í Í ÷ õ ÷ åõ ç ÷ pour òxöhç´öh÷>é	�bë�
Iò
åêæèç±éQò�ìóíIð{æèç±ìôé

õ åõ ë æèçêéQò�ìóíhñ¢æèçêì pour òÏöhç�öh÷ (conditionsinitiales)õ åõ ç æôò�éÜë�ìùíIò�é
õ åõ ç æè÷�éÜëQì íIò pour ë�øIò (conditionsauxbords).

(6.3)

a) Montrerque(6.2) repŕesentela solutionde(6.3), si l’on prolongeles fonctions ð et ñ defaçon à
cequ’ellessoientpairesetpériodiquesdepériode

û ÷ .
b) En utilisant la méthodedessériesde Fourier, trouver uneautrerepŕesentationde la solutionde
(6.3).

4. L’ énergie dela cordevibrante(entempsë ) estdonńe par

� ÿ å� æèëQì í úû
�
�

õ åõ ë æèçêéÜëQì
÷ î õ åõ ç æèçêéÜëQì

÷ þ çêÖ
Montrerquel’ énergie estpréserv́eeentemps.

5. On consid̀erel’equationdela chaleur

õ åõ ë í Í õ ÷ åõ ç ÷ é ò��¥ç��h÷�é ëªøÆò
pourun conducteurlinéairede longueur÷ . Trouver les solutionscorrespondantauxconditionsaux
limites õ åõ ç æèëQéQò�ìóíÆò�é åêæèëQéÜ÷�ì íIò pour ë�øIò�Ö

6. Consid́eronsle problèmedeNeumannsurle disque �§í���æèçêé��{ì��Áç ÷ î�� ÷ � ú
�
:

� å�íÆò sur �ré
õ åõ��� íhñ sur

õ � (6.4)

(
õ å�� õ��� estla dérivéeendirectiondela normale

�� íÆæ��� "!±ã±é�!$# % ã±ì ).
En supposantconnuela sériedeFourierpour ñ¢æ�& P]T ì , calculerla solutionde(6.4).
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7. Démontrerunedesformulessuivantes(� í ú é
û é('�éQÖQÖQÖ )

) ä� æèç±ìhí úû ) � V ï æèçêì{ï ) � � ï æèçêì é ) ä� æèçêì íÆï ) ï æèçêì (6.5)

) � � ï æèç±ìhí
û �
ç
) � æèçêì{ï ) � V ï æèçêìôÖ (6.6)

8. Démontrerla formule(deBessel1816)

) � æèçêìóí3ú*


� �� "! ç+!,# %.-Àï � - þ(-�Ö (6.7)

En déduireque /0#01 � � � ) � æèçêì íÆò pourtout ç´øIò .
Indication. En utilisant la série de Taylor, démontrerla formule pour � í*ò . Ensuite,vérifier que
l’int égraledansl’ équation(6.7)satisfait lesformules(6.5).

9. En sachantque

) � æ û Ö ú '�ì íIò�Ö ú
23"4 ò 4"5"5 ò 2"26"672 é ) ï æ û Ö ú '�ìùíÆò�Ö08 4�23"3"4"3"6 ò"8 4�2 ú '�é

utiliser la formulederécurrence(6.6)pourcalculer
) � æ û Ö ú '�ì pour � í û é('�éQÖQÖQÖé('�ò . Le résultatest-il

encontradictionavecl’affirmationdel’exercicepréćedent?
Essayerd’expliquerl’apparantecontradictionenétudianttouteslessolutionsde

� � � ï ï û"9 � � î:� � V ï íJò
où

9 
 ú estuneconstantedonńee.


