Analyse Complexe
|

2 f
|
A
/ " \ \l‘\\\\\\\
H‘ \ “““\‘ e
sl ‘”éﬁ

|
i [

Seriesde Fourier

>

3 A

K
o s ]
H ) : . .
. 3 . .
Y : s H :
. . b . H
. . . ) .
H
. . . . F .
- . . . .
. .
M . M . .
. T . t .
. : . H .
. . Vv .
. . .
. : :
.
. M M
.

.,
o
>

L

oo,
>
..,
.

D
b3

H
s B $ s
H H s <
. H . H s N .
. 2 . . . FE .
. Y . . F . F Y .
. . . K - . .
. .
. . .
. . . .
. . Y . . .
5
. s 5
. . H s 1 s d s . 2 : .
. . . F L) * o
* . s e . . & L)
. 3 N . . . 2 0:
H
& ¢ : b .d .3
s M s . S o s
$ o8 H H
v v Y v t
e b b b by by b b b b 1

700 800 900 1000

Ernst Hair er et Gerhard Wanner

Universié de Gereve
Sectionde mattematiques
Casepostale240
CH-1211Gereve 4

Octobre2006






Table de matiere

Diff érentiabilitédansC . . . . . . . . ... 2
1.1 Lesnombrescomplecesetle plancomplexe . . . . . . .. ... o L. 2
1.2 Fonctionscomplexesd’'unevariablecomplexe . . . . . . . ... ... ... 3
1.3 EquationgleCauchy—Riemann. . . . . ... .................. 7
1.4 Propréttsdefonctionsholomorphes . . . . . . . . ... ... ... ... ... 9
.5  Sériesetfonctionsanalytiques. . . . . . ... ... .. ... L. 12
1.6 Holomorphieetanalyticie dessériesentieres. . . . . . . . ... ... ... .. 14
.7  Calculavecdesséries . . . . . . . .. ... . ... 15
.8  Lafonctionexponentielleetle logarithme. . . . . . . . . ... ... ... ... 20
1.9 Exercices. . . . . . . 24
Calcul intégral etthéoriedeCauchy . . . . ... .. ... . ... ... . ...... 29
.1 Cheminsetcourbes . . . . . . . . . .. .. . ... 29
1.2 Intégralescurvilignes . . . . . . . . 31
1.3  Existencedesprimitives . . . . . . . . .. ... L 32
.4  ThéoemefondamentaleCauchy. . . . . . . ... .. ... ... ... .... 34
.5 FormuleintégraledeCauchy . . . .. ... ... .. ... ... ........ 36
1.6 Dérivéessugerieuresd’'unefonctionholomorphe. . . . . . .. ... ... ... 38
.7 Théoemefondamentatlel’algébre . . . . . . . .. .. ... ... ... .... 39
.8  Principedumaximum . . . . . . . . .. . .. 40
1.9  Prolongemenanalytiqueetthéoemedelimageouwerte. . . . . . . ... ... 43
.10 EXerciCes. . . . . . . . . . 46
Singularitéset fonctionsméromorphes . . . . . . .. ... oL 49
.1 Lepointalinfini etlaspreredeRiemann . . . .. ... ... ......... 49
.2 LedéwloppementleLaurent . . . . . . ... ... ... ... ......... 50
.3 Singulariésisolées. . . . . .. . . ... ... 52
.4 Théoemedesrésidus . . . . . . . .. . .. ... . 55
1.5 Calculd’intégralegparla méthodedesrésidus . . . . . .. ... ... ... .. 56
1.6 Fonctionsméromorphes. . . . . . . . . . . . . ... e 60
.7 Principedelargument. . . . . . . . . . ... . ... . 64
.8 EXercices. . . . . . . . . . . 66



IV SeriesdeFourier . . . . . . . . . e 71

IV.1 Définitionsmatrématiquegtexemples. . . . . . . .. ... ... ... 71
IV.2 LemmedeRiemanretfonctionsavariationborrée. . . . . . . ... ... ... 75
IV.3 Etudeélementairedelacorvemgence . . . . . . .. ... ... ... 78
IV.4 NoyaudeDirichletetcorvergenceponctuelle. . . . . . .. ... ... ..... 79
IV.5 LephénonenedeGibbs . . . . . ... ... .. ... .. o L. 82
IV.6 FonctionscontinuesThéoemedeFejer. . . . . .. .. .. ... ... ..... 83
IV.7 SysEmesorthogonaux. . . . . . . . . . . . . i e 87
IV.8 LespacedeHilbert/2 . . . .. . . . . . ... ... 92
IV.9 OndelettedeHaar . . ... .. ... ... . . . ... . .. 93
IV.10 EXErCICES. . . . . . o i e e e e e e e e 95
V  Equationsaux dérivéespartielles . . . . . . . ... ... 101
V.1 Equationdesondeg(cordevibrante). . . . . . ... ... 101
V.2 L'équationdelachaleur . . . . . . .. . . ... ... 104
V.3 Le problemedeDirichlet pourl’ équationdupotentiel . . . . ... ... .... 106
V.4  Equationdesondeg§membraneirculaire) . . . ... ... .. ... .. .... 108
V.5 TransformatiordeFourier . . . . . . .. ... ... L 113
V.6 EXErCICES. . . . . . i e e e e 118



(Euvresgénéralessur I'analyse complexeet lesseriesde Fourier

Il y aun grandassortimentle livresqui introduisentle sujetd’analysecomplece (voir le rayon
30 ala bibliothequedela sectionde matlfematique®t aussile rayon27 pour destraitésgénreraux
d’analyse). Deslivressur I'analysede Fourier setrouventau rayon42. En voici quelquesex-
emples. Les numerosentrechrochetyp. ex. [MA 30/213]) vous permettenide trouver le livre
facilementla bibliotheque.

L.V. Ahlfors (1979):Complex Analysis McGraw-Hill. [MA 30/62]
T. Apostol (1957):MathematicalAnalysis. Addison-Wéslg. [MA 27/51]

H. Behnle & F. Sommer(1962): Theorieder analytistien Funktioneneiner komplexen Veranderlichen.
SpringefVerlag.[MA 30/91]

J.C.Burkill & H. Burkill (1970):A SecondCoursein MathematicalAnalysis.CambridgeUniversity Press.
[MA 27/152]

H. Cartan(1961): Théorie élementaie desfonctionsanalytiguesd’une ou plusieus variablescomplees.
Hermann[MA 30/101]

J.Conway (1973):Functionsof onecomple variable Springer[MA 30/152]

H. Dym & H.P. McKeen(1972):Fourier Seriesand Integrals. AcademicPress[MA 42/62]

W. Fulks (1993):Comple Variables.M. Dekker. [MA 30/268]

T.W. Gamelin(2001): Comple Analysis.Springer [MA 30/300]

R. Godemen{1998): Analysemattematiqudl etlll. Springer[MA 27/274]

P. Henrici (1974):Appliedand ComputationalComple Analysis.JohnWiley & Sons[MA 30/166]
A. Hurwitz & R. Courant(1964):FunktionentheorieSpringerVerlag.[MA 30/100]

E. Neuenschander(1996): RiemannsEinfilhrungin die FunktionentheorieGobttingen;coursdonre par
Riemannal'Universie de Gottingen1855-1861.

R.Remmert(1991): Theoryof Comple Functions.Springer[MA 30/213]
M. Rudin(1978):Analyseréelleetcomplexe Masson[MA 27/95]

G.R Tolstov (1962):Fourier SeriesDover. [MA 42/115]

J.S.Walker (1988):Fourier Analysis.Oxford University Press[MA 42/110]

Avant-propos

Ce polycopk contientla matieredu cours“Analysell (analysecomplexe)” enseige pendantes
anrees1999- 2002par GerhardWanneret pendant’annéeaca@mique2005/06par ErnstHairer
ala Sectionde matrematiquesle’'Universié de Gereve. Lesportraitsdela pagel ont éte copies
surl’adressdnternethttp://www-groups.dcs.st-and.ac.uliistory/Mathematicians/

En celieu, nousaimerionsremercierAssyr Abdulle, SephaneCirilli, GhislainJaudonGilles
Vilmart etdesnombrewassistantgt étudiantsoit pourleuraidedanda préparatiordesexercices
soit pourla correctiondeserreurgtypographiquest mattematiques).
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Analysecomplexe

“COMPLEXE adj. (lat. complexus qui contient). Qui contientplusieurselementsdifférents
etcombirésd’une manirequi n’estpasimmédiatementlaire pour'esprit, qui estdifficile a
analyset (PetitLarousséllustré 1983)

L’analysecomplexe modernea ét devéloppgeeaul9emesieclepartrois matlematiciensélebres

e A.L. Cauchy (1789-1857onsiceredesfonctionsdifferentiablesians’ (fonctionsholo-
morphes).Sathéorieestbagesurunerepiesentatiorintégralede tellesfonctions(formule
deCauchy)etsurlesrésidus.

¢ B. Riemann (1826-1866)publie sa thése“Grundlagenfur eine allgemeineTheorie der
Functionereinerveranderlichercomplexen Grosse”en 1851. Pourlui, la conceptiongéo-
métriqueoccupeuneplaceprépondrante.

e K. Weierstrass(1815-1897)appuiesathéorie sur les fonctions déwveloppablesen séries
entieres(fonctionsanalytiques)il enrésulteuneapprochealgébriquedel’analysecomplexe.

Aujourd’hui, lestrois approchesontconfonduestinséparablesDe cettemankereil estpossible
desimplifier la théorieet detrouver desrésultatamportants.

“La théoriede Cauchycontenaiengermealafois la conceptiorgéonetriquede Riemanretla
conceptiorarithmétiquede Weierstrafi, . . la méthodede Riemannestavanttoutuneméthode
dedécouerte,cellede Weierstral®estavanttout uneméthodede demonstration.

(H. Poincaé 1898,ActaMath. 22, p.6-7)

Dansce coursnousabordonda théoriedu calcul differentieldans (chapitrel) et desfonctions
holomorphesselonRiemann.Nous suivonsensuitele cheminementle Cauchy(intégralescom-

plexes,formule de Cauchy)dansle chapitrell et nousdemontrongjuetoutefonctionholomorphe
estanalytique(pos®deun développementen série entiere). Noustraitonsles singulariéset le

calculderésidusdansle chapitrelll.

AT
=, S

Riemann Weierstrass




Chapitrel

Diff erentiabilité dans ¢

L'objetdel’analysecomplexeestl’ étudedefonctionsC' — €'. Nousrappelondesreglesdecalcul
aveclesnombrescomplexeset nousdiscutonda différentiabilie dans' (qui estdifférentede la
différentiabilie dans/k?). Lesfonctionsholomorphegc.-a-d., differentiabledans(’) posgdent
desproprietessurprenantegui serontanaly€esparla suite. Nousterminonscechapitreparl’ étude
dessériesentieres(fonctionsanalytiques).

.1 Lesnombrescomplexesetle plan complexe

Lesnombrescomplexesont leur origine dansl'impossibilité de résoudrecertainequationgjua-
dratiqueqCardanadl545);au coursdessieclessuivants,ils deviennentde plusenplusimportants
(Descarted 637; voir [HW, pages57-61T pour plus de précisions). Euler decouvreleur grande
utilité danstouteslesbrancheslel'analyse,etintroduit (en1777)le symbole

i=+v—-1 cad i?=-—1, (1.1)
graceauquellesnombressompleesprennenta forme
z =T +1y. (1.2)

Desle déehut du 19emesiecle(Gaussl799,Argand1806),0n identifie les nombrescomplexes ¢
avecle plan de Gauss(ou pland’Argand)/R? (voir Fig.l.1 agauche)
C={z+iy; z,y € R} ~ R* = {(2,y); z,y € R}. (1.3)
Onnote xr = Rez, y = Imz lespartiesréellesetimaginairesde z, et Z = x — iy le nombre
compleeconjugLe.
Le corps desnombrescomplexes. Entenantcomptede (1.1), le produitde deuxnombrescom-
plexesc =a +ib et z = x + iy donne
c-z=ax—by+i(ay + bx). (1.4)
Avecl'addition ¢+ z = a + = +i(b + y) 'ensembleC’ devientun corpscommutatif L' élément
inversede z pourla multiplicationest
1 z T — 1y z .y
— = —1 .
z  zzZ  2?+y? 2r4y? a4y

(1.5)

1On utilise I'abbreviation HW pourle livre de E. Hairer& G. Wanner L'analyseau fil del’histoire. Celivre nous
sertderéféerencesurle sujetstraitésaucoursAnalysel.
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FIG. 1.1: Plancomplee (gauche)additioncomplece (milieu), multiplication complexe (droite)

En identifiantun nombreréel x avecle nombrecomplexe = + i - 0, 'ensemblelR peutétre
consicere commeun sous-corpsle C'.

Coordonnéespolaires. Sil'on dénoteparr la distancedu point z = = + iy al’origine, etpary

I'angle entrel’axe horizontalet la droite qui relie I'origine avecle point z (voir Fig.l.1 agauche),
nousavons x = rcos ¢ et y = rsin . Ladistance- s'appellemoduleou valeurabsoluede z, et
¢ = arg z estsonargument Ainsi le nombrecomplexe = peutétreécritcomme

z = r(cosp+i sinp). (1.6)

Cetterepesentatiordesnombrescomplexes permetune interptétationgéonetriquedu produit.
Pourc = s(cosa + isina) et z =r (cos ¢ + isin @), le produit(1.4) devient

c-z = sr(cosacosp —sinasin g + i(sin a cos ¢ + cos asin @)) L.7)
= s7(cos(a + ) +isin(a + ¢)) '

a l'aide desidentitestrigonongtriquesconnues([HW, p.43]). Ainsi, la multiplication de deux
nombrescomplexesmultiplie lesvaleurs absoluest additionnelesargumentgFig.1.1 adroite).

Espacemeétrique. Avecl'identification (1.3)de ¢ avec IR?, la valeurabsoluede z = = + iy

2| =71 = /22 + 32, (1.8)

correspondila normeeuclidiennede IR?. Elle fait de €' un espaceormé. La distanceentredeux
nombrescompleesestainsi d(z;, z2) = |z2 — 21].

Lesconceptsie corvergenceimites, continuig, corvergenceuniforme,ensemblesuvertset
fermés,compacié, etc. sontles mémesqu’en Analysel et n’'ont doncpasbesoind’étrerépetes.
Nousutiliseronsla notation D,.(c) = {z € C'; |z — ¢| < r} pourle disqueouvertcentgé au point
c etderayonr.

.2 Fonctionscomplexesd’une variable complexe

SoitU C € unensembldgéréralemenpbuwert) etV C € unautreensemble Unefonction qui
associéichaque: € U unw = f(z) € V estunefonctioncomplee f : U — V.

Nous powonsaussiidentifier z = = + iy ~ (z,y) € R? etw = f(2) ~ (u,v) € R* et
arrivonsa deuxfonctionsu(z, y), v(z, y) (lescoordon@esdu point w) de deuxvariablesréelles
x,y (lescoordon@esdu point z); voir Fig.1.2.
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FIG. I.2: Fonctioncomplexe w = (2 + 0.2)?

Siun point z; semetenmouvementle long d’une courbey, alorsle pointimagew; bougera
le long d’uneautrecourbef (); si unpoint z; remplitunesurface 4 (“the horseof Sarah”),alors

le pointimagew, rempliraunesurfacef(H ); voir Fig.l.2.
Plusieursexemplesvont nousaidera nousfamiliariseravec cettematiere. On va constateque

desformulestréssimplesdonnentdéja lieu a dessituationsassexompligLées.
Exemple2.1 (application €'-linéaire) Pourun nombrecomplee ¢ fixé, consiceronsla fonction
w=f(z2) =cz. (2.1)

Elle estC-linéaire,c.-a-d.,elle satishit f(c121 + c122) = ¢1f(21) + caf (22) pourtoutey, c; € €

etpourtoutz, 2 € .
Vue commeapplicationde /R? dans/R* (z = = + iy, ¢ = a + ib = s(cosa + i sina),

z

w = u + i), nouspouvons!’ écriresousforme matricielle(cf. la formule (1.4))

<u>:<a —b)(a:):S(CF)sa —811104)(:1:)‘ 2.2)
v b a Y sina  cosa Y

Cetteapplicationlinéaireestunerotationorthogonaled’anglea = arg ¢, suwvie d’une homotltétie
derapports = |c| (voir Fig.l.3). Elle serafondamentaleplustard, pour toutela comp&hension

desfonctionsC-différentiables.

z
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I.4: Application [R-linéairede (2.3)

Fic.

Exemple 2.2 (application R-lin éaire mais pas €'-linéaire) Consiceronsla fonction

(2.3)

Z.

f(z) = (03 =)z — (1.1 — 0.54)

w =

Elle n’estpas C-linéaire,car f(i) # if(1). Par contre,elle est [R-linéairec.-a-d., elle satishit

c1f(z1) + caf(z2) pourtout c,co € IR etpourtout zy, 2, € €. Comme

applicationde IR? dansikR? elle devient

fleiz1 + c120)

(2.4)

tquela grille nerestepasorthogonal€Fig.1.4).

s

sansstructureparticulierede la matriceapparente En contrasteavec I'exempleprécédent,nous
résereee

obserwvnsquel’orientationn’estpasp

Exemple 2.3 (fonction carrée) Lafonction

(2.5)

2% — y? + 2izy elle est

(z + 1y)?

llesu + v =

z

ya

feesree

estillustreeenFig.1.5. En coordon

donréepar

—1H
LI
manl

FiG. I.5: Lafonctionw = 22
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Lesimagesdeslignesverticales(poserr = a) deviennentu = a* — 2, v = 2ay etenéliminant

2

y ontrouve desparabolesu = a® — -%;. Lesligneshorizontalegy = b) deviennentdesparaboles

4a?"

aussi(voir Fig.l.5). Nousobseronsquepourchaquew # 0, cettefonctionpos®de2 préimages
(unchatgris foncé et un chatgris clair). Ce phénonemeva encorenousintéresser

Exemple 2.4 (transformation de Cayley) Unefonctionintéressantest

w= ) - @7)

z—1

elle estillustréeen Fig.1.6. C’estuneinvolution, c.-a-d., elle satishit f(f(z)) = z. Donc,la
fonction f(z) estbijective commeapplication ' \ {1} — € \ {1} etona f'(z) = f(2).

L'importancede cetteformule fut decouertepar Cayley (Crelle J. vol. 32, 1846,p.119) pour
le calcul matriciel: elle métamorphoseales matricesantisynétriquesen matricesorthogonales.
Dans(, elle transformd’axe imaginaireencercleunitaire(et vice-versa):

) 1 ' 1 —y—-1 -1 2 2
R (2.8)
ww—1 wy—1 —iy—1 1+ 92 1+ 92
ou e )
u= -9y Y atisfont w40 =1. (2.9)
1+y2 1+y2

Cesexpressionse noussont pasétrangeres. . ., elles créentune repiesentatiorrationnelledu
cercle(cos @ etsin ) etlesnombregythagoriciengvoir [HW, p.124]).

i H
| 1T
2H 2
ne
<
‘::fiL H b\
"
y) ! \
Al ) [ B[4
\ T KA A
=2 1 . 1 241
1 f .
| 1.
H F1 HH
_27
I
H

Exemple 2.5 (transformation de Joukovski, 1910) La fonction

w:ﬂ@:%G+%> (2.10)

estillustréeenFig.l.7. Elle transformaespectrtementescerclesentésen( etlesrayonspassant
par0 enunefamille d’ellipsesetd’hyperbolesconfocalesPourprouver cefait, nousutilisonsdes
coordonigespolairesz = 7 (cos ¢ + isin ), 2+ = r~1(cos ¢ — isin ) etnousobtenons

w = <g+%) cosgo+i(g—%> sin (2.11)
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Fic. I.7: Transformatiorde Joukovski

d'oliu = (5 + o) cosp etv = (5 — L) sin ¢ etonvoit que
u? v? u? v?

+ =1 et — -
(£ + 217)2 (£ — %)2 cos2p  sin®¢
Remague L'image d’'un cercleastucieusemenilace (voir Fig.l.7; entrait
discontinu;le cercledoit passeparle point z = 1), pourraitressemblea un
profil d’aile d’avion. Celamontrel'importance(historique)de la transforma-
tion de Joulovski enaérodynamique.

~ 1. (2.12)

J

.3 Equations de Cauchy—Riemann

Aveclidentification (1.3) chaquefonction f : U — ' (avecunouwertU C (') estéquvalente
aunefonction U — IR? (nousutilisonsla mémelettrepour {(z,y); = + iy € U} C IR* etpour

UcCa),
x U(I,y)> 31
(y>H<v(w7y) ’ G4
ol z = z + iy etu(z, y), v(x, y) sontlespartiesréellesetimaginairesde f(z).

IR-diff érentiabilité. Commevu aucoursAnalysel [HW, p.302], la fonction U — IR? de(3.1)
est [R-differentiableen (zy, yo) € U, s'il existe une matrice A et unefonction r : U — IR?,
continueen(x, yo) etsatishisantr(zq, yo) = 0, telle que

(v(l’,y) o(zoy0) ) 7 Ny — o () y—yo/ I (3:2)
Lesélementgdela matrice A, appeéematricejacobiennesontlesdériveespartiellesde (3.1):
_ (Ou/0x Ou/0y
A= (81}/8:6 av/ay) (0, Yo)- (3.3)

Avecla notationcomplexe, la formule (3.2) s’écrit
f(2) = f(20) + Mz — 20) + u(Z — Zo) +r(2) - |2 — 20| (3.4)

(voir 'exercice8). En négligeante rester(z) - |z — 2|, lafonction f(z) — f(z,) estapproclee
parunefonction /R-linéaire.



8 Differentiabilite dansC

C-diff érentiabilité. Lafonction f : U — €' estdite ¢-differentiableenz, € U, s'il existeune
constantef’(z,) € €' etunefonctionr(z), continueen z, etsatishisantr(z,) = 0, telleque

f(2) = f(20) + f(20)(2 — 20) +7(2) - |2 — 2. (3.5)

La constantef’(z) estladériveede f(z) enz,. Cettefois, la fonction f(z) — f(z) estapprociée
parunefonction C'-linéaire.
D’une manireéquvalenteafonction f : U — €' estC-différentiableenz, € U, silalimite
Ssuivanteexistedans('"
lim f(z) = f(20)

= ['(20). (3.6)
z2—20 z — ZO
Danscettelimite, z peutserapprochearbitrairementle z.

Premiersexemples. De la mémemankerequepourdesfonctionsréellesd’'unevariableréelleon
démontrequela somme,le produit, le quotientet la compositionde deuxfonctions C-différen-
tiablessont ¢'-differentiablesLes mémesreglesde calcul sontvalableqreglede Leibniz, derivée
en chane). Commela fonction constanteet la fonction f(z) = z sont C'-différentiables)es
polyndbmesen z et les fractionsrationnellesen = sont égalementC'-différentiablegen dehors
de singularigs). Les fonctionsconsicereesdansles exemples2.1, 2.3, 2.4 et 2.5 sontdonc -
différentiables.

Par contre,la fonction f(z) = Z n’estpasC-différentiable(maiselle est [R-différentiable).
Pourvoir ceci,on laissed’abordtendrez horizontalemenversz, dans(3.6) ce qui donne+1, et
ensuiteverticalemente qui donne—1. La fonctiondel’exemple2.2 n’'estpas'-différentiable.

Une conequencemmédiatedesdéfinitionsestque C'-differentiabilié implique R-différen-
tiabilite (eneffet, la formule (3.5)implique (3.4)avec A = f'(z,) et = 0).

Théoreme3.1 (équationsde Cauchy—Riemann) Sila fonction f(z) = u(z, y) + iv(x,y) (avec
z = x + iy) est'-differentiableen z, = xy + iy, alorsona nécessaement
ou ov ov ou

FiG. 1.8: Equationgde Cauchy—Riemanfautograph&e Riemann[Neuenschwandey p.94])

Démonstation. Unematrice2 x 2 repiesenteuneapplicationC'-linéaireseulemensi elle estde

laforme
A= (Z _b) (3.8)

a

(voir lesexercicesB et9). Une comparaisoravec (3.3) donnela condition(3.7).

Donnonsencoreune deuxeme démonstratiorde ce theoeme. Pour celanousconsicerons
lidentité f(z +iy) = u(z,y)+iv(x,y) etnousla dérivonsunefois parrapportax etensuitepar
rapportay. Cecidonne

Plain) = gh@a) + oo ifle+in) = ghley) +i5 @)

Apresmultiplication de la premereéquationpari, unecomparaisordespartiesréelleset imagi-
nairesdonnel’affirmation. O
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Théoreme3.2 Sila fonction(3.1) estR-différentiableen (zy, yo) etsilesconditionsde Caudy—
Riemann(3.7)sontsatisfaiteeencepoint,alorsla fonction f(z) donréepar f(z+iy) = u(x,y)+
iv(z,y) estC-differentiableenz, = zq + iyp.

Démonstation. Le fait quelesconditionsde Cauchy—Riemangsoientsatistitesimplique quela
matrice A dans(3.2) pos®dela structure(3.8). Elle correspondhilorsa uneapplication-linéaire
et peutétreécritesousla forme(3.4)avecu = 0. |

Contre-exemple. Dansle theoeme 3.2 la conditionde la [R-différentiabilie ne peut pasétre
rempla&eparl’existencede dérivéespartielles.La fonction

Z5

f(2>:W

estcontinue posededesdérivéespartiellesparrapporta z ety etsatishitenz = 0 lesconditions
de Cauchy—Rieman(B.7). Pourtantelle n’estpas'-différentiable.

(3.9)

Corollaire 3.3 Silesderiveespartielles3“, g—Z, & g—z existent,sontcontinueslansun ouvertU et

satisfontesconditionsde Caucdy—Riemansur U, alorsla fonction f(z) donréepar f(x+iy) =
u(z,y) +iv(x,y) estC-differentiablesur U.

Démonstation. Ceciestunecongquencemmédiatedu theoemeprécdentet du théoeme3.6
de[HW, p.304]. O

.4 Propriétésde fonctionsholomorphes

Définition 4.1 (fonctionsholomorphes) Unefonction f : U — €' qui est('-différentiabledans
unouvertU C € s’appelleholomorphedanstU. On dit qu'unefonction estholomorpheenun
point z, si elle estholomorphedansun voisinageD.( zy).

Fonctionsconformes.
“Die Theile einergegebenerFlacheauf eineranderergegebenerflacheso abzubildendass
die AbbildungdemAbgebildeterin denkleinstenTheilenahnlichwird.”
(Gaussl825Werke 1V, p.189.)

Gaussa adresg l'article mentionre ci-dessusa la Socéte Royale de Copenhague Pour traiter
desproblemesengéocesieet encartographiepnrecherchalesapplications'similairesdansleurs
plus petitesparties”, c’est-a-dire pour lesquelledestrianglesinfinitésimaux(ou descourbesqui
secroisent)présenentleursangles.

Pourdeuxcourbedifféerentiablesy : (—¢,¢) — € et : (—e,¢) — €' quisecroisenten z,
(c.:a-d.,7(0) = 46(0) = 2z ety(0) # 0, 5(0) # 0) ondénotel'angle entreles deuxdirectionsy(0)
etd(0) par X (v,9).

Théoreme4.2 (Riemann) Sila fonction f : U — ¢ (U C € ouvert)estholomorpheen z, avec
f'(z0) # 0, alors elle préservees angles(et leur orientation),c.-a-d., pour deuxcourbesqui se
croisentenz, ona

F(v.0) = X(foy, fod).
Unefonctionqui préservdesangless’appelleconforme
Déemonstation. Lesdirectionsde courbesf o~ et f o § sont f'(z)%(0) et f'(z)4(0); chaque

fois multipliésparla mémeconstante = f'(z,). Nousavonsanaly€ endétaildans’exemple2.1
gu’uneapplicationz — ¢z estunerotationavechomottetie, et présene donclesangles. O
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FIG. 1.9: Exempledefonctionconformew = (z + 0.2)?

Ce théoemeestillustré dansFig.1.9 ou un animal pratique sa gymnastiquematinalesous
Iinfluencedew = (z + 0.2)%. A certainsanglesapparentsle soncontour nousavonsattacte des
rapporteursavantet apesle “stretching”. Nousvoyonsquelesanglesrestentinvariants maisles
rayonssontagrandigarle facteur| f'(z; )| etsubissenunerotationd’anglearg f'(z;). Pourceux
qui voudraientvérifier, voici quelquesraleurs:

2 =0.16+0.06i f =072+0.12i |f|=073 argf =0.17
z4 = 0.56 + 0.062 ff=152+0.12¢ |f'] = 1.52 arg [ = 0.08
2= 053+0.18  f/=147+037% |f|=152 argf =0.25.

Onpeutobserer, surtouslesdessinglesexemple2.1,2.3,2.4et2.5,quel'image d’'unegrille
orthogonaleesteorthogonaleartoutou f'(z) # 0. La fonctiondel'exemple2.2 neprésene pas
lesanglegelle n’estpasconforme).

Fonctions biholomorphes.  Une fonction holomorphef : U — V (avecU,V c )
s’appellebiholomorphe si elle estbijective et si safonctioninversef~! : V — U estaussi
holomorphe.

L'exemplele plus simpleestla fonction ¢-linéairef : ¢ — ¢ donreepar f(z) = az avec
a # 0. Soninverseestf ! (w) = a'w qui estaussiC-linéaireetdoncholomorphe Nousverrons
plus tard (quandnousconsidceronsdesfonctionsexpriméespar des séries)que chaquefonction
holomorphesatisgaisantf’(z,) # 0 estlocalementbiholomorphe c.-a-d., elle estbiholomorphe
entredesvoisinagesle z etwy = f(2).

La transformatiorde Cayley (2.7),illustréedansla Fig. 1.6, estbiholomorphede

C\{1} - ¢\ {1} maisausside ¢ — D;(0),

du demi-plangaucheal’int érieurdu cercleunitaire(elle estsapropreinverse).
La transformatiorde Joukovski(2.10)estbiholomorphede

D1(0)\ {0} — €'\ [-1,1] (4.1)

(voir Fig.l.7). Mais commeelle estsymétriqueen z et z !, elle estaussibiholomorpheentre
I'extérieur du cercleetle planfenduetjoueunréle importantenmécaniquedesfluides.
La fonctioncarré f(z) = 22 (voir 'exemple2.3) estbiholomorphecommeapplication

fi@t — @\ (—0,0]. (4.2)

En passantu coordonigespolaireson voit directementa bijectivité. Nouslaissonscommeex-
ercicela verificationdu fait quela fonctioninversef~!(w) = /w estholomorphe(exercicel6).
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Fonctionsharmoniqueset applications en physique.

“Eine vollkommenin sich abgeschlossenmathematisch&heorie,welche. .. fortschreitet,
ohnezuscheidenpb essichumdie Schwerkraftoderdie Electricitat, oderdenMagnetismus,
oderdasGleichgavicht derWarmehandelt.  (manuscriptde Riemannl850,Werke p.545)

Théoreme4.3 (Riemann 1851) Soit f = u + iv holomorphedansU avecu etv deuxfois? con-
tinimentdifferentiablesdans/k*. Alors

Au = Uyy + Uy, =0 et Av = vy + vy, =0, (4.3)
i.e., u etv satisfont'l” equationde Laplace” (u etv sontdesfonctions*harmoniques”).
Démonstation. Les équationsde Cauchy—Riemansontu, = v, etv, = —u,. On dérive la
premere équationpar rapporta = et la deuxeme par rapporta y. Celadonneu,, = v, et
Uy = —u,,. Comme(voir le theoemede Schwarz, [HW, p.317]) v,, = v,,, Oon obtientla
premiere équationde (4.3). Pourla deuxeme,on dérive les équationsde Cauchy—Riemanpar
rapportay etx respectrement. O

FIG. 1.10: Champsd'un dipdle dansi??, w = log(z + 1) — log(z — 1)

Gracea cettedecouerte,Riemannaouvertl'applicationdesfonctionsholomorphes denom-
breuxproblemesdela physique puisquecetteéquationestsatishite parle potentielgravitationnel
d’un corps(Laplacel785,voir Oeuvesl, Mécaniquecéleste publié 1843,p.157),parleschamps
électriguest magretigueg Gausst W. Webera Gottingen)et parla chaleurenéquilibre(Fourier
1807; cf. citation de Riemannci-dessus).ll faut rajoutera cetteliste certainsmouvementsde
liquides(lesmouvementssansotationnel;d’Alembert1752,Helmholtz1858).

z

Exemple4.4 Le potentield’un dipdle (ou I @coulement’un liquide sortantd’'une sourceet ren-
trantdansun trou) estcréé par la fonction holomorphew = log(z + 1) — log(z — 1) (pour des
nombrescompleesle logarithmeestdéfinie par log z = log |z| + i arg z; voir plustard pourune
discussiordétaillee).La Fig.1.10 montrelescourbege niveaudesfonctionsharmoniques(z, y)
etv(x,y), donreescommepartiesréelleetcomplexede f(z) = log(z + 1) — log(z — 1).

2Nousallonsvoir plustard quechaqueonctionholomorpheestinfinimentdifférentiable L’ hypothéseconcernant
lesdeuxemesdérivéesseradoncsuperflue.
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1.5 Serieset fonctionsanalytiques

Pourc € € etpoura, € @', k= 0,1, ..., consiceronsla série
agtai(z—c)+a(z—c)’+az(z—c)’ +... = Y ap(z— ) (5.1)
k=0

et étudionde domaineou elle repiesenteunefonction, c.-a-d.,ou la série corverge. La définition
dela corvergencede (5.1) estla mémequepourunesériedansik avecla seuledifférencequela
valeurabsolueestmaintenantéfiniesur ¢ etpassur IR. Comme(' ~ IR* estunespaceomplet,
onaaussie criterede Cauchy(voir lesparagrapheHll.2 etlll.7 de[HW]).

Rappelongjue(5.1) corverge absolumentsi la seriedetermegéréral|ay| - |z — | converge.
Elle corverge uniformemensur A C €', si pourtoute > 0 donréil existeun N (indépendante
z € A)telque | X5, ar(z — ¢)¥| < ¢ pourn,m > N etpourz € A.

Définition 5.1 (rayon de convergence) Pour unesérie aveccoeficientsag, a1, . . . on définit

p = sup {|§| ; laserie > ax¢” corverge} (5.2)

k=0

etonappellep le rayonde corvergencedela série.

Théoreme5.2 Soitp le rayonde corvergencedela série (5.1). Alors,

e pourchaquez avec|z — c| < p, ona corvergenceabsolue;
e pourchaquez avec|z — c| > p, onadivergence;
e pourchaquer avecr < p, ona corvergenceuniformesur le disqueD,.(¢).

Une série (5.1) définit alorsunefonction complexe surle disqueD,(c). La demonstratiorde
cethéo®mereposesurle criteredesmajorants.

Lemme 5.3 (crit ere desmajorants) Supposonsue |a;| < v, pourtout k etquela sérieréelle
Y k=0, T" corverge avecunr > (. Alors, la série (5.1) corverge absolumenet uniformement
sur D,.(c) etsonrayonde corvergencep satisfaitp > r.

Démonstation. Pourz € D,(c) nousavons | 3L, ax(z — o)f| < S0y r* etlaffirmationest
unecongquencealu criterede Cauchy |

Pourdémonter le théoreme choisissonain z, satishisantr < |zy — ¢| < p, pourlequella
série cornverge (Fig.1.11). Une conditionnécessair@st a, (2, — ¢)* — 0 etil existedoncun M
tel que |ax(z0 — ¢)¥| < M pourtout k. Par congquent, |a;| < M/|zy — c|* =: v;. Comme
/|20 — ¢| < 1, la série} ;5o r* corverge et on peutappliquerle critere desmajorantspour
z € D,(c). O

® o0 L X ] 9000000

FiG. 1.11: Preuwe dela corvergenceuniformeetabsolueour |z — ¢| < r < p.
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Théoreme5.4 Lerayondecorvergencedela série (5.1) estdonre par

1
* limsupy_., {/]ox]

Sila limite suivanteexiste le rayonde corvergenceestaussidonre par

(criteredela racing Hadamad 1892). (5.3)

(critere du quotient). (5.4)

Démonstation. Si |ai| - |z — ¢|* < r* avecunr < 1, le critere desmajorantsguarantitla
cornvergencede la série (5.1). Cetteconditionpeutétreécritesousla forme (/|ax| - |z — ¢| < 7,

etelle estsatishiteavecunr < 1 pourk sufisammengrandsi lim sup,,_, . /|ax| - |z — ¢| < 1.

Ceciimplique que p > (limsup;_, .. f/@)*l. L'inégalié stricte p > (limsup;,_, M)*
n’estpaspossible carsinonil existeraitun z avec|z — ¢| < p et limsup,_, M- |z —c| > 1,
c.-a-d., - |z — ¢|¥ > 1 pourunnombreinfini de k.

Pourla demonstratiordu critéredu quotienton partavec la condition |ag| - |z — c|**! <
r-|ax| - |z — ¢|¥ pourunr < 1. En 'ecrivantcetteconditioncomme(|ak+1|/|ak|)|z —cl <r,le
restedela preu\e estidentiquea celledu criteredela racine. O

La consicerationdesséries(5.1) avec agumentcomplexe z € €' nouspermetd’élagir le
domainede définition d’'un grandnombredesfonctionsimportantesVoici quelquesexemples:

La fonction exponentielleestdéfinie parla série
2 3

expz—1+z+§+— _Zk" (5.5)

Le criteredu quotientdonnep = co. Ainsi, cettesérie corverge pourtout z € (' etla fonction
exponentielleestdéfinie surtoutle plancomplexe.

Lesfonctionstrigonométriques sontdéfiniespar

22 = (1)
COS 2 ':1_§+J+'” = X_:(Zk)!z
k=0 (5.6)
. o 2 2 L« (—1)% 241 .
Sin z —Z—a‘l‘g"— = Z{)mz .

Commeexp z, lesfonctionscos z etsin z sontdéfiniespourtout z € ¢'. Enrempla@ant z pariz
dans(5.5) etenrassemblantestermessanset avecle facteur:, on obtientla formuled’Euler

expiz = cosz + 14 sinz pourtoutz € (5.7)

(attention:on effectueun réarrangemerd’une série,ce qui va étrejustifié dansle paragraphé.7).
La série logarithmique estdonréepar

1>k+1 (5.8)

2z oo

log(l4+2):=2— —+4+ = F Z

Le rayonde corvergencede cettesérieestp = 1. Le logarithmeestdonc défini par cettesérie

surle disquederayon1 centé enc = 1. Pourle moment,on n'a pasencoredémontgé quele
logarithmeestla fonctioninversedela fonctionexponentielle(voir le paragraph.8).
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Définition 5.5 (fonction analytique) Unefonction f : U — € avecU C (' ouverts’appelle
analytique si pourchaquec € U il existeunesériedela forme(5.1)avecunrayondecornvergence
p = p(c) > 0 tellequesurle disqueD,(c) ona

f(2) =ag+ai(z —c) +ax(z — c)* + az(z — ¢)? i (z —c). (5.9)

Dansle restede ce chapitrenousallons démontrerque chaquefonction analytiqueestholo-
morphe nousdiscuteronde calculavecdessériesenprésentantiesexemplesmportants et nous
démontrerongju’unesérie (5.1) estanalytiquedansle disqueouvert D,(c), si p designde rayon
decorvergencedela série.

1.6 Holomorphie et analyticit e dessériesentieres

Consiceronsunefonction f (z) définieparunesérieavecunrayondecorvergencep > 0 (poursim-
plifier la discussionmaissansperdrela géréralitt noussupposonsgjuele centrec estal’origine):

f(2) =ap+ a1z +agz® +az2® +... = Zakzk- (6.1)

Cettefonction estcontinuesur D,(0), carla série corverge uniformémentsur D,.(0) pourr < p
(appliquene criterede Weierstrassyoir [HW], page217).

Théoreme6.1 Lafonction f(z) de(6.1) estC'-differentiablesurle disqueD,(0) etsadériveeest

f(2) = a1+ 2a02 + 3a32° + das2® + ... = Y kap2" (6.2)

Démonstation. On obtientla série (6.2) endérivant(6.1) termeparterme. Commevk — 1, le
criteredela racinemontrequeles deuxséries(6.1) et (6.2) posedentle mémerayonde corver
gencell fautencorgustifierla differentiatiortermeparterme,c.-a-d.,qu’il estpermisd’échanger
différentiationet sommation.

Pourvoir cela,nousconsicerons: et z, satishisant|z|, |zo| < r < p, etnoussoustrayons

f(20) = ao+ a120 + aszy + aszzy + Z arzy.
de f(z). Cecidonne
2 f(2) = f(20) = ¥(2)(z — =)
avec

Y(2) = a1+ az(z + 20) + a3(z* + 220 + 25) + as(z® + 2220 + 220 + 25) +... . (6.3)

Onvoit toutdesuiteque(z,) serala dérivée f'(z,) annon&een(6.2). Il nousrestea vérifier que
la fonction(z) estcontinueen z,. Le k-iemetermedela sériepour(z) donnel’estimation

lag (2571 4+ 267220 + o+ 28| < klag R (6.4)

C’est le termegéréral, en valeur absolue,de la série (6.2) prise au point . Nous sa/ons que
cettesérie corverge absolumentet nousavonstrouvé une série corvergentequi majorela série
(6.3) independammende z. Le critere desmajorants(Lemmeb5.3) assurealorsla corvergence
uniformeet, avecelle, la continuié. O

Corollaire6.2 Unefonctionqui estanalytiquesur U estaussiholomorphesur U. O
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Le théoemeprécedentpeutétreappligLe a la fonction f’(z) et on voit itératvementqu’une
fonction analytiquen’est passeulementnefois maisinfiniment €-différentiable(desexemples
sontexp z, cos z etsin z sur €'). La j-iemedérivéede (6.1) satishit pour|z| < p,

() s .
. j,(2> =D (’;) 2, (6.5)
&

etpourtout j cettesérie posedele mémerayonde corvergenceque(6.1).

Théoreme6.3 (série de Taylor) La fonction f(z) de (6.1) est
analytiquesurle disqueD,,(0). Pour c € D,(0) etz satisfaisant
|z —¢c| < p—|clona

Le rayonde corvérgencede cettesérieest p. > p — |c¢| > 0.

Démonstation. En utilisantle theoemebinomialon obtient

R T 1 () PSRRI P (P TR

Il restea vérifier quel’ @échangeale la sommationdansla dernereégalié estpermissousles hy-
pothesesdu théome. Comme |z — ¢| < r — |c| avecr < p, unepartiefinie dela série double
peutétremajor'eepar

55l (4t 21e —c < 35 5 () st = ety < $ o < 3= =

k=0 5=0 k=0 75=0

Le Theoeme7.1duparagraphsuivantjustifie cetteéchangest demontrda formulepourle rayon
decorvergence. O

|.7 Calcul avecdesseries

Dansles anrees1870, Weierstrassa pas€ sesvacancesen Suisse(au Rigi) et avait aveclui la These
de Riemanncommelecture d’éte. Il a alors renconté le physicienHelmholtzet s’est plaint aupres de
lui de sa grandedifficulté a compende les méthodesde Riemann. Helmholtzlui demandde travail et,
guelguegours plustard, dit & Weierstrass: “moi je lestrouvefacileset naturelles” (pour le texte original
cf. A.Sommerfeldyorl. iberTheoet. Physik,\ol. Il, p.124ou[Remm91p.430]).

Il nes’agit certainemenpasd’un manqued’intelligencechez\Weierstrass,maisplutdt d'uneconception
differentedu mot “comprende”! Chez\Weierstrass, “compris” signifie “d émonté avectoutela rigueur
donton estcapable”. Absolumentigoureuxsontseulementalgébre et les polyrbmesavecun passae a
la limite prudent(sériesinfiniesetleur corvemgenceuniforme).

Le but de ce paragraphestde déemontrerrigoureusemengue la somme,le produit, la com-
position, ... desfonctionsanalytiquesdonnentdesfonctionsanalytiques. Pourla somme,ceci
estsimple,maislesautresopérationsnécessitentletravailler avecdesréarrangementst avecdes
sériesdoubles.Commenonsparrappelemunrésultatdu coursAnalysel [HW, p.192-198].

Réarrangementde séries doubles. Consiceronsune famille {a;;}; j—0.12,.. de nombrescom-
plexesdispogsentableaucommedansFig.l.12 et supposongjuenousvoulionstout additionner
Il y a bien desmankresde le faire. On peutadditionnerles élémentsde la ligne i, dénoterle
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Qoo + Qo1 + ap2 + Qo3 + = S0
+ + + + +
ap + an + a2 + a3z + = 5
+ + + + +
azxy + a1 + ax + ax + = 852
+ + + + + (7.1)
azx + a3 + azx + axz + = 53
+ + + + +
Vo —l— U1 —I— V2 + V3 + e = ???

Fic. 1.12: Tableaud’une sériedouble

résultatpars;, etcalculery_: s; ; on peutaussiadditionnerdesélémentsdela colonnej, dénoter
le résultatparv;, etcalculery>?2, v;. On pourraitaussiecriretousles élementsdansun arrange-
mentlinéaire.Par exemple,nouspouvonscommenceparag,, ensuiteadditionnelesélementsy; ;
pourlesquels + j = 1, puisceuxavec: + j = 2, etainsidesuite.Celadonne

aopo + @10 + ap1 + a0 + a11 + age +asp +ag + a2+ ...

La questionqui seposeestla suivante:les differentegossibilitsde sommationfournissent-
ellesla mémevaleur?A-t-on

50+51+52+...:§:(§:aij):i<§:alj>:vo+v1+v2+... , (7.2)

i=0 j=0 j=0 i=0
etlesarrangementbnéairescorvemgent-ilsaussiverscettemémevaleur?
Théoreme7.1 Supposonguela série double(7.1) soittelle qu'il existeun B avec
m m
> > laiyl < B pourtout m.
i=0 j=0

Alors, lessériesdans(7.2),ettouslesarrangementdinéairesdela série doublecorvergentabsol-
ument.Lesexpressionslans(7.2) ettouslesarrangementdinéairesontla memesomme m|

Consiceronsdeuxfonctionsdonréespardesseries

f(2) = ap+ a1z + agz? +az2® + ...

(7.3)
g(2) = by + b1z + boz?® + b3z + ...
avecrayondecorvergencep, > 0 etp, > 0 respectrement.ll estévidentqu'ona
f(Z) + Q(Z) = (CLO + bo) + (CL1 + bl)Z + (CLQ + b2>Z2 + ...+ (CLk + bk)Zk + ... (74)

etquela série(7.4)aunrayondecorvergencep > min(pg, pp)-

Produit. Sil'on calculele produitdesdeuxséries(7.3), termeparterme,etsil'on collecteles
termesavecla mémepuissancele z, on obtientla série

(aobo) + (aoby + arbo)z + (agbs + a1by + ashy)z® + (aghs + arbs + asby + asbg)z> + ... . (7.5)

La questionest, pour quelsz cettesérie corverge et, en casde corvergence,est-cequela série
repesentde produit f(z) - g(z) ?
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Théoreme7.2 (Produit de Cauchy) Soientp, et p, lesrayonsde corvergencedesdeuxséries
(7.3). Alors, la série (7.5) a un rayonde corvergencep > min(p,, pp) €t pour |z| < min(p,, pp)

ona o K
F(2)-9(2) = (X asbe—y) 2" (7.6)

k=0 j=0

En congquencele produit de deuxfonctionsanalytiquesestanalytique

Démonstation. Le produit, termepar terme,desséries(7.3) donneun tableauavec éléments
a;b;z"*7. Commele produit f(z) - g(z) correspondauxsommesioublesdans(7.2) etla série(7.5)
estunarrangemeninéaire,il sufiit d’appliquerle Théoeme7.1. Pour|z| < r < min(p,, pp) ONA
Pestimation 372 >0 [aib; 27| < (Xiso |ailr) (X0 |aj|r?) =: B. Alors, la formule (7.6) est
vraiepour z satlshlsant|z| < min(pq, pp)- O

Exemple Cerésultatnouspermetde démontrefa formule exp(az) - exp(5z) = exp((a + 3)z)
poura, 3, z € €, etd’endéduireque exp z - exp w = exp(z + w).

Composition de séries corvergentes. Soit w = f(z) = a1z + az2® + azz® + ... une
serieaveca, = 0 (c.-a-d., f(0) = 0) etsoit g(w) = by + byw + byw? + byw® + ... . Cherchona
calculerunesériepourla composition/’(z) = g(f(z)) (voir Fig.1.13). Oninsérela premeresérie
dansla deuxemeetonréarrangea sérieenpuissancesde z :

F(2) = by +bi(a1z + az® +azz® +...) + bo(arz + apz® + azz® +...)% + . ..
= b() + blalz + (blag + bga%)ZQ -+ (61&3 + 262&1&2 + bga?)z‘g + ... (77)

= cptCz+ca?+eg2d et 4.

De nouwauon se demandesi cette serie pos®de un rayon de corvergencenon nul et si elle
reptesentda compositionf’(z) = g(f(z))-

Théoreme7.3 (compositionde séries) Soientp, > 0 et p, > 0 lesrayonsde cornvergencedes
seriespour f(z) etg(w). Choisissons > 0 tel que>_32, |ax|r* < py.
Alors,la série F(z) = cg + c12 + c22? + c32° + ... de(7.7)corverge pour |z| < r etona

9(f(z)) = F(2).

Démonstation. Pour|r| < p,, lafonction r — 332 | |ax|r7* estbiendéfinie,elle estcontinueet
s’annulepourr = 0. Il estdoncpossiblede choisirr > 0 tel que>, |ax|r* < py, (Fig.1.13).

FiG. 1.13: Compositionde séries
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Enappliquanitératvementie Theéo®me7.2,nousvoyonsquel’expressionf (z) estunesérie?
f(z)! = (Zakzk)l = Zaijzj
k=1 j=i

avec un rayonde corvergence> p, et pour|z] < r < p,ona 332, a2 | < 352, Jag|r? <
(3552, |ax|r®)" == s* avecs < p,. Pourobtenirla série ¢y + ¢12 + co2? + 32 + ... onaeneffet
échang la sommatiordans

00 ‘ 00 00 ' 00 J ) 00 ‘
G =2 bf () = Y ays = 3 (Yhay)e = o2 = F(2).
=0 =0 j=1 7=0 =0 7=0
La justificationvientdu Théorme7.1,car 372 S0, [ba;; 27| < S |bils' < 32, |bils' =: B
pourtoutm > 0. m|

Commeapplicationconsiceronsun quotientg(z)/f(z). Pourle développeren série, il suffit
detraiter1/f(z) car g(z)/f(z) = g(z) - (1/f(2)) etonsaitdéjadévelopperun produitde séries.
Siay # 0 on peutmettrece facteuren évidenceet ainsicommenceia série de f(z) par1 (un
exempleintéressand’un quotientestla sériepour tan z = sin z/ cos z).

Théoreme7.4 (quotient) Soit
f(2) = 14+ a1z + a9z +a32® +agz* +... = 1 —h(2)

unesérie avecrayondecorvergencep > 0 etsoitr > 0 telque 322, |ax|r* < 1. Alors,ona pour
2| <, 1

f(z)
Lescoeficientsc;, peuvengtre calculeesencompaantlesmémespuissancesle z dansl’identité
(1+az2+...)(1+c2+...) =1 ouencalculant 1 + h(z) + h(z)* + ... .

= 14cz4c2®+es2® +e* ...

Démonstation. On appliquele Théoeme7.3avecg(w) = (1 —w) ' =1+ w+w? + ... et
avecw = h(z). O

Touslesrésultatgdeceparagrapheestentvraissil'on consiceredessériesdéveloppeesautour
d’un point différentde I'origine. Parexemple,si f(z) = ap + a1(z — 2z0) + az(z — 29)* + .. . et
g(w) = by + by (w — wp) + bo(w — wp)? + ... avecwy = f(z) = ayp, alorssousleshypothesesiu
Théoeme7.3onag(f(z)) = co+ c1(z — 20) + ca(z — 29)? + ... pour|z — z| < 7.
Equations diff érentielles. Soitunefonction g(w) = by + byw + byw? + bsw® + . .. donrée,
on cherchaunefonction w = f(z) = a1z + a22® + azz® + ... avec

dw

E = g(w), w(()) =0, (7.8)

(uneconditioninitiale w(zy) = w, peutétretraitteen consicerantdessériesdeveloppgesautour
dez, etw, respectrement).Oninserela série pourw dans(7.8) eton utilise (7.7),

ap + 2a2z + 3az3z* + ... = g(f(2)) = by +brarz + (brag + boal) 2> + ... . (7.9)
Une comparaisomescoeficientsdonne
a; = bo, 2&2 = blal, 3&3 = b1a2 + bga%, 4&4 = blag + 262&10,2 + bgai’, ce (710)

etnouspermetde calculerrécursvementles coeficientsa, dela solutionde manereunique.lci,
I' étudedela corvergenceestplaisantgCauchy Exerc. d’analysel841).

SAttention: s estici unelettredesommatioretnon/—1.
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Théoreme7.5 Sila série pour g(w) pos®deun rayonde corvergencepositif p, > 0, alors la
seriew = f(z) = a1z + ax2? + . . ., obtenueencompaant les coeficientsdans(7.9),a aussiun

z

rayonde corvergencepositif p, > 0 etdonneunesolutiondel’ equationdifferentielle

Démonstation. Lasérieg(w) = by+byw+byw?+. .. convergepour|w| < p,. Enposanty = ¢!
avec( < ¢! < p, onendéduitquelescoeficientspeuventétremajoréspar |by.| < Mq*.

Onchercheamajorerlescoeficientsa; donrésrécursvementpar(7.10).L’inégalié dutrian-
gle avecla majorationpourb, donne

‘a1| S M7 2|a2| S Mq|a1|, 3|a3| S M(Q|a2| +q2|a1|2)7 s (711)

L'id éeestdedéfinir unesuitedesnombreséelsq;, enrempla@ntdans(7.11)les|ay| paray, etles
“<” par“=". Celadonne

ay =M, 2ay,=Mqai, 3az= M(qay+q*a3), ... (7.12)
La premereobsenationestqu’onal’estimation
lax| < ay, pour k=1,2,... (7.13)

(cecisedemontreparun argumentde récurrencestandardet la deuxemeobsenationestqueles
oy, satisfontles relationsde (7.10) si on remplaceles b, par M¢*. Celaveutdire quela série

z

w = oz + az? + ... estlasolutiondel’ équationdifférentielle

dw M
_ M 224 ) — , —o. 7.14
7 M1+ wq+wq¢g +...) — w(0) =0 ( )

Cetteéquationpeutétrerésoluefacilement(par“séparatiordesvariables”,[HW, p.138])

w?q 1—+/1—2qMz

(1—wq)dw=Mdz = w—TzMz = w= , (7.15)

q
et sa solution peut étre devéloppee en série (a I'aide de la série binomiale), qui corverge pour
|z| < 1/(2¢M). O

z

Exemples.La fonction exponentiellew = exp z estsolutiondel’ equationdiff’erentielle‘fi—lg =w
etla fonctiontangentetan z = sin z/ cos z estsolutionde Cfi—f =1+ w? (exercice32).

Fonction inverse. Soitw = f(z) avecw, = f(z,) donréeparun développementy — w, =
a1(z —20) +az(z — 20)® + az(z — 20)> + ... . Oncherchde développemendela fonctioninverse
z = g(w) souslaformez — 2y = by(w — wp) + ba(w — wp)* + bg(w — wp)*® + ... . Aprésdes
translationspn peutsupposet, etw, place dansl’origine eton partde

w=f(z2) =a1z + a2’ +azz* +... donrg
, (7.16)
z = g(w) = byw + byw? + bsw® + ... chercle.

La fonction g(w) estl'inversede f(z) si pourla fonctioncompoge F'(z) = g(f(z)) dans(7.7)
nousavons F'(z) = z. Unecomparaisomescoeficientsdonne

b1a1 = 1, blag + bga% = O, blag + ngalag + bgai’ = 0, ce (717)
Sia;, # 0, lapremireéquatiomnousdonneb; = 1/a;, la deuxémeb, = —b,a,/a3, etc. Comme
la kiemerelationestdela formeb,at + ... = 0, ol lestrois pointsindiquentdesexpressionsiéja

calcukesJa seuleconditiona; # 0 nouspermetdecalculerrécursvementiouslescoeficientss.
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La discussionde la cornvemgencepar la méthodedesmajorants(similaire a celle dansla dé-
monstratiordu Théoreme7.5) estpossible(voir le livre de H. Cartan),maispeucommode.Nous
rameneronda questiona uneéquationdifférentielle(idéevue par GerhardwWannerdansun cours
deW. Grobner1963).

Théoreme7.6 Soit w = f(z) = a1z + a2z + az2® + ... unesérie aveca; # 0 etrayonde
convergencep, > 0, alorsla série z = g(w) = byw + byw? + byw? + . .. aveccoeficientsdonrés
par (7.17)possdeun rayonde corvergencepositifetona ¢(f(z)) = z dansun voisinage de0.

Démonstation. Sig(w) estbiendéfiniedansun voisinagede0, unedifférentiationdela relation
g9(f(2)) = z donne

g(f))f'(2) = 1, (7.18)

cequi conduital’ équationdifféerentielle

dz 1 1 )
dw - = 0)=0 7.19
dw f/(Z) a, + 2@22 + 3&322 + ... €0 t €1z - C2% + ) Z( ) ( )

pourlafonctionz = g(w). Parle Théoeme6.1pourla dérivéeetle Théoeme7.4pourle quotient,
la seriecy + c1z + ... pos®deun rayonde convergencepositif. On estmaintenanien position
d’appliquerle Théoreme7.5 qui dit quela solutionde I’ équationdifférentielle(7.19) estdonrée
parunesérieavecrayondecorvergencepositif. Cettesériesatishit (7.18),c.-a-d., F'(z) = 1 pour
F(z) = g(f(#)). Encomparantescoeficientsde F’(z) avecceuxde 1 etenutilisant /'(0) = 0,
onvoit queF'(z) = z. O

Corollaire 7.7 (théoremed’inversionlocal) Soitf : U — € (avecU C € ouvert)analytique
dansU etsoitzy € U. Si f'(z) # 0, la fonctionestlocalementbiholomorphec.-a-d., elle est
biholomorpheentre desvoisinagesde 2, etdew, = f(zo).

Démonstation. Avec:z etw rempla@ésparz — z; etw — wy dansle Theéoeme7.6,la condition
a; # 0 devient f/(zy) # 0. O

Exemples.La fonction f(z) = 2? (voir Fig.l.5) estlocalementiholomorphedansun voisinage
dechaquez, # 0. Pourla fonctionde Joulovskiona f'(z) = (1 — 2~ 2). Elle estlocalement
biholomorphepourz, # +1 (voir Fig.1.7).

1.8 La fonction exponentielleet le logarithme

Etudionsen détail quelquedonctionsanalytiques:la fonction exponentielle soninversele loga-
rithme, lesfonctionstrigononétriqueset lespuissancesomplees.

Fonction exponentielle. A partles polyndmesetlesfractionsrationnelles|a fonctionexpo-
nentielleestla fonctionholomorphda plusimportante Elle estdéfinie parla série
2 23 24 00 Zk

z
expz=1+z+§+§+ﬂ+...:kzog (8.1)

dontle rayonde corvergenceestp = oc.
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Aveclafonctionexponentiellejl estnaturelde consicereraussiesfonctionstrigononétriques

22 24 o0 (_1)k ok
o (8.2)
. 23+Z5+ i (=D i '
smzg = 22— — — .. = T aa——
31 5l 2 2k + 1)

qui sontegalementéfiniespourtoutz € € parcesséries.Enrempla@ntz pariz dans(8.1)eten
rassemblariestermessanset avecle facteuri, on obtientla formuled’Euler (1748)

exp(iz) = cosz+1i sin z pourtoutz € (. (8.3)

Ceréarrangemerde la série (8.1) estpermiscar elle corverge absolument.Commecos(—z) =
cos z etsin(—z) = —sin z, on arrive a exprimer les fonctionstrigononetriquesen termesde la
fonctionexponentielledela maniresuivante:

cosz = %(exp(iz) + exp(—iz)), sinz = %(exp(z’z) — exp(—iz)). (8.4)

Equation diff érentielle. Pardifferentiatiortermeparterme,onvoit quela fonctionexponentielle

w = exp(cz) (avecc € (') estsolutiondel’ équationdifférentielle
dw
dz

Cettepropriéte estcaracéristiquepour la fonction exponentiellecarsi w = f(z) = ag + a1z +

asz? + ... satishit (8.5), on a nécessairemerita;, = ca;_;. Cetteformule de récurrencedonne

a, = aoc®/k! et on trouve ainsila fonction exponentielle f(z) = agexp(cz) commela seule

solutiondel’ équationdifféerentiellesatishisantf (0) = ay.

Uneautreproprieté caracéristiqueestdonreedansle theoemesuivant.

= cw. (8.5)

Théoreme8.1 (théoremed’addition) Soit f(z) = ag + a1z + azz? + ... donréepar unesérie
avecunrayondecorvergencep > 0 etaveca, # 0. Alors f(z) satisfaitla relation

fz4+w) = f(2)f(w) pour z,w avec z,w, z +w € D,(0) (8.6)
sietseulemensi f(z) = exp(cz) avecunc € .

Démonstation. Avec le produit de Cauchyon a démonté au paragraphé.7 que la fonction
f(z) = exp(cz) satishit (8.6) (voir aussil’exercice27). Pourvoir gu’elle estla seulefonction
satishisant(8.6),nousdérivonscetterelationparrapportaw, cequidonne f'(z4+w) = f(z) f'(w).

En posantw = 0 onvoit que f(z) satishit I' équationdifférentielle(8.5) avecc = f'(0). Ona
doncf(z) = apexp(cz). Mais, pourquecettefonctionsatishssg8.6) il fautquea, = 1. |

Cethéoremed’additioncombiré avecla formuled’Euler (8.3) donnepourz = z + iy que
expz = exp(z + 1y) = exprexp(iy) = expz (cosy + isiny). (8.7)

Commenoussommedgamiliersaveclesfonctionsréellesexp z, cos y etsin y (avecargumentréel),
cetteformule nouspermetde mieuxcomprendrd’application f(z) = exp z illustréeenFig.1.14.
Les lignes verticales(x = Const) sonternvoyéessur descerclesavec rayonexp x, les lignes
horizontaleqy = Const) surdesrayonspartantdel’origine avecun angley. De plus,exp z # 0
guelquesoitz € €.

Onsaitquelesfonctionssin y etcos y sont2r-périodiques Ceciimpliqueque

exp(z + 2kmi) = exp 2z pourtoutk € Z etz € (. (8.8)



22 Differentiabilitt dansC

I
!
|
|
|
i
1l

<TG INEE So s St o AN I 0 I

FiIG. 1.14: La fonctionexponentielleetle logarithme

Théoreme8.2 Pour toutn € IR, la fonction f(z) = exp z estbiholomorphecommeapplication
entre

{zeC;n—7m<Imz<n+n} et C\R,
ou R, = {z = rexp(in £ir); r > 0} estle rayonpartantdel'origine avecanglen =+ .

Démonstation. Surjectivie. Prenonsy, € €'\ R, etécrivonscenombrecompleceencoordonies
polaireswy = r(cos ¢ + ising) (r > 0 ety # n £ wmod2r). Avecz, := logr + i + 2kni (ou
k estunentier)onaqueexp zy = wy. Il suffit dechoisirk afin quey + 2k7 soitdansl’intervalle
ouvert (n — m,n + m) pourconclurela surjectvité del'applicationexponentielle.

Injectivite. Soit exp zy = exp z; &veCzy = zo+1iYyo, 21 = T1+iy; €t n—m < yo, y1 < n+n. La
formule(8.7)impliquequex; = z, (carexp x; = | exp 21| = | exp zo| = exp ) ety; —yo = 2kmw
avecunentierk. Commela distancey; — y,| eststrictemenpluspetiteque2r, il ensuitk = 0 et
I'injectivité del'application.

Holomorphie La fonction f(z) = exp z estanalytiqueet doncholomorphesur ¢'. Comme
f'(z) = exp z # 0 partoutdans(, le theoemed’inversionlocal (Corollaire7.7) implique quela
fonctioninverseestaussinolomorphe. O

Le logarithme. Le but estde définir le logarithmecommeapplicationinversede la fonction
exponentielle. Pourceciil fautrestreindrde domainede définition de exp z, par exemple,ala
bandeB := {z € '; —7 < Imz < +x} (voir le Théoeme8.2). On obtientalors

Logz :=log|z| +iargz (8.9)

ou 'argumentarg z estchoisipourque —7 < arg z < +u. Cettefonction, qui estholomorphe
parle Théo®me8.2,estla brancheprincipaledulogarithme Elle estdéfiniesur €'\ R, etelle est
souwentnotée Log =z (avecunL majuscule).

On peutaussidéfinir le logarithmecommefonctionmultivaluée

log z :=log|z| + i arg z + 2kmi avec ke Z. (8.10)

Il fautfaire attention,carlog z n’estpasun seulnombrecomplece maisun ensemblale nombres
complexes.Quelquesoitk dang(8.10),0naexp(log z) = z. Encontrastevec Log z, 'expression
log z estdéfinie surtout le plan complece (al’exceptionde origine). Pourun nombreréel négatif
onalog(—x) =logx + (2k + 1)mi (siz > 0).
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Equation diff érentielle. Soit f(z) = log z la fonction (8.10) avec un k fixé (par exemple,
f(z) = Logz), ouunedesfonctionsinversesde la fonction exponentiellevue au Théoeme8.2,
alors f(z) estholomorpheet on a exp(f(z)) = z. Une différentiationpar rapporta > donne

z

exp(f(z))f'(z) = 1. Encongquencelafonctionw = log = estsolutiondel’ équatiordifférentielle

d_w = 1 (8.11)
dz z

La valeurinitiale estw(1) = 0 pourla brancheprincipaleetw(1) = 2kni pourlesautresranches.

Devélopementensérie. Avecl'argument: remplaé par1+z onvoit que Log (1 +z) estsolution
del' équationdifferentielle?* = 1/(1+ z) = 1 — z 4+ 22 — 2* 4 ... . Uneintégration termepar

terme,donnealors s 3 4
z z z

Logz = 22— —+———+... our 1. 8.12
9z = z— St o - pour |z] < (8.12)
La relation fonctionnelle. Le théoemed’addition pourla fonction exponentielleimplique que

exp(log(zw)) = zw = exp(log z) exp(log w) = exp(log z + log w) . Onendéduitque
log(zw) = log z + logw + 2kmi (8.13)

pour deux nombrescomplexesnon nuls. L'entier k estdétermiré par la branchedu logarithme
choisie. Si I'on consicere deux nombrescomplexesdans ' \ R, et la brancheprincipale du

logarithme,ona ) .
2w Sl argz +argw < m

Log (zw) = Logz + Logw + { 0 Si argz +argw € (—m,m) (8.14)
—2mi  Si argz 4 argw > —m

En particulier on a log 2™ = nlog z + 2kwi pourdesentiersn etdoncaussiz” = exp(nlog z).
Cetteformule estla motivationpourconsicereraussidespuissancesomplexes.

La puissancecomplexe. Pourun nombrecomplexe ¢ € €' et pour la variablecomplexe
z # 0 nousdéfinissons

2 := exp(clog 2). (8.15)
Ici, la fonctionlog z estmultivaluée. Cecisignifie que z¢ estaussimultivalueeen géréral. Pour
chaquebranchede log z, cettefonction estholomorphecommecompositiondesfonctionsholo-
morphes.Consiceronsquelquescasparticuliers:

e Sic = n estunentierpositif, onaz® = z - ... - z (n fois); cettevaleurestunique;

e Sic = —n estunentiernégatif,onaz® = z~' - ... . 27! (n fois); cettevaleurestunique;

e Pourc = 1/n, lavaleurz¢ repesentdesn solutionsdew™ = z, eton lesobtientenprenant
unesolutionetenla multipliant parexp(2k7i/n) (k = 0, 1,...,n — 1) qui sontlesniemes
racinesd’unité;

e Sic € R\ @ estunnombreirrationnel(parexemplec = v/2), 'expression:*© repesente
uneinfinité desnombrescomplexes; ils sontdensessur le cercleavecrayon |z|® centé a
I'origine;

e Sic e €\ R, I'expressior: repesentaineinfinité desnombrecompleces;ils sontsitués
surunespiraleetdonréspar z¢ = exp(cLog z) exp(2kmic) pourk € Z.

Echangeonmaintenantes rolesdec etz dans(8.15)et considerons
¢ :=exp(zLogc). (8.16)

Cettefois il s'agitd’'unevraiefonction,caronafixé Logc commela valeurdela brancheprinci-
pale. Avece := exp(l) = 2.71828...,0na Loge = 1 etdoncaussie* = exp(z - 1) = exp(z).
Cecijustifie la notatione* pourla fonctionexp z.
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Exercices

Calculerlesdeuxracinesdu polyndbme
224 (1+4i))z —(5+14) =0,
Ecrirele nombrecomplee ¢ = —2 + 2i encoordonigespolaireset calculer /¢ (trois solutions).
En utilisantla formulede Cardangvoir [HW, p.7]) calculerla solutionréelledel’ équation
2 —z24+1=0.

Vérifierle résultatavecun logiciel commeMaple.

. Consiceronsuneapplication/R? — IR?: <x) — (u(x’y))

Y v(z,y)
Aveclidentification ¢ ~ IR? de(1.3)elle peutétreécritesousla formew = f(z).
Exprimer f(z) entermesdeu, v etz = = + iy.

Décriregéonetriguementes partiesdu plancomplexe définiespar

a) |zl <1, |z+1<1, |z-1]<1,
b) Rez > —1/3, Rez+3Imz <4,
C) 3n/4 < argz < bm/4.

Lesquelgdesensemblesle'exerciceb sontouverts,fermés,borrés,compact®
Poura, c € IR etb € € consicronsl’ équation

azZ + bz +bz+c=0.
Montrerquecetteéquationrepiesenteun cercledansc sia # 0 et |b|? > ac. Discuterle casa = 0.
Quesepasse-t-iki [b|?> < ac?

Avec l'identification € ~ IR? de (1.3) chaqueapplicationR-linéaire R> — IR? peutétre écrite
sousla forme
f(z)=Az+puz (9.1)

avec\, u € € (uniqguementétermires).
Montrergu’uneapplication(9.1) satishit
C-linéaire & f(@) =1if(1) & p=0.
Etudierla fonctionw = f(z) = z~! et demontrerque cettefonction consere les cercles,c.-a-d.,
'image d’un cercleestun cercle.

L'imaged’uncercle{z; |z — a| = r} parlatransformatiorde Cayley (2.7) estdenouweauun cercle
(ouunedroite). Déterminersoncentreet sonrayon.

Soit D = {z; |z| > 1}, I'exterieurde cercleunite. Demontrerquela transformatiorde Joulowski

L 1 1
f:D— C\[-1,1] définie par pl—>w—§<4+;),
consiceréecommeapplicationde D dansC' \ [—1, 1] estsurjectie etinjective. Etudierl'application
inverse f~1 : w — 2. Dessinelesimagesinversesdeslignes Imw = Const (€coulementpoten-
tiel” autourd’un cylindre).
Indication. L'imagede z = cos ¢ + isin ¢ eSstw = cos .

Décomposela fonctionw = f(z) = z* enpartieréeleetimaginairef (x +iy) = u(z, y) +iv(z,y).
Calculerlesdérivéespartielleset vérifier les équationsle Cauchy—Riemann.
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14. Soit u(z,y) = x* — 62%y* + y* donrée. Trouver toutesles fonctionsv(z,y) qui satisfontavec

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

u(zx,y) partoutleséquationgle Cauchy—Riemann.

SoitU unouwertde ' et f : U — €' unefonction C'-differentiable Montrerquela fonction

9(2) = 1)
estC-differentiablesur U = {z € €'; 7 € U}. Quelleestla deriveede g(z)?

La fonctioncar@ée f(z) = 22, vue commeapplicationCt — €'\ (—oc, 0], estbijective. Montrer
quela fonctioninversef~!(w) = \/w estholomorphe.

A chaquematricecomplee A = (i 2) avec(c,d) # 0 nousassocionda fonction
az+b
fa(z) = cz+d

Montrerque
fap=faofp cad.  fap(z) = fa(fB(2)).

Endéduireque,pourc # 0 etdet A # 0, lafonction f4(z) estbiholomorpheentre €'\ {—c~1d} et
€\ {c 'a}. Quelleestlafonctioninversede f4(z)?

En utilisantle corollaire3.3 démontremuela fonction
log z :=log |z| + iarg 2z
estholomorphesur €' \ (—o0, 0].
Trouver unesolutionu(z, y) du problemede Dirichlet suvant:
Au=0 surQ=10,1] x [0,1], u(z,0) =u(0,y) =0, wu(z,1)=z, u(l,y)=uy.

Idée Consicererla partieréelle(ouimaginaire)d’'unefonctionholomorphepolynomialtréssimple).

Déterminere rayondecornvergencedela seriebinomiale(s € IR)
s s(s—1) 4 s(s=1)-...-(s—k+1) 4 o8\
(I+2)°:=14+sz+ 5 224+ 1 Z—e—...—kz::o Nk
Déterminede domainede définition dela fonctionde Besseld'indice zéro définie par
= (-DF o
Jo(z) = Z TV
=2 (k!)

Onsaitquela serie 3°7° , ax(z — i)¥ corverge pourz = 4 etdiverge pourz = —8. Quesaiton au
sujetdela corvergenceou dela divergencedessériessuivantes?

(o) oo o
> ap(1+4)F, > a9”, > o (=D)Fas".
k=0 k=0 k=0
Déetermineldescoeficientsdela série
2
24+ 11z -2
—at+az+arz’+a3zd+... (9.2)

(22 —1)(22 —4)

etcalculerle rayondeconvergencedela sérieainsiobtenue.
Pourunefractionrationnellearbitraire,deviner uneformule pourle rayonde corvergence.
Quelestle rayondecorvemgencedela sériequ’onobtientsil'on développela fonctionde(9.2)autour
dupointc = 1?

Indication. Decompositiorenfractionssimples.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

Differentiabilitt dansC

Soient{a, }, {b,} deuxsuitesdansiR. Supposongjue lim b, existe et que cettelimite estnon-
n—oo
negative. Alors onatoujours

limsup(a,b,) = limsup(a,) - nlLrgo(bn,)

(omautilisé cerésultatdansla preue du théoemesurla C-différentiabilie d’'une serieentiere).
Montrerparun contreexemplequel’affirmation
lim sup(a,by,) = limsup(a,,) - limsup(b,)
n—oo n—oo n—oo
estfausseengéreral.
Soit f(2) = ag + a1z + az2? + azz® + ... donrée par une série ayantp > (0 commerayonde
corvergence.Démontremgue

2 .3 A % k+1
Fiz)=az+a1—+a—+a3— +...= Zak
k=0

2 3 4 kE+1

estuneprimitive de f(z) surD,(0), c.-a-d.,le rayonde corvergencede cettesérie estp etonaque
F'(z) = f(2).

La fonction arctan z estla primitive de f(z) = (1 + 2?)~! qui s'anullepour z = 0. Calculerles
coeficientsdela serie pourarctan z.

., 3 5 7
Résultat. arctanz =z — 5 + % — % +....

9]

Démontremque
exp(z + w) = exp z - exp w.

Exprimer les fonctionssin z et cos z en termesde exp(iz) et exp(—iz) et utiliser le résultatde
I'exercice27 pourdémontrera formule

sin(z + w) = sin z cos w + cos z sin w.

Calculerlescing premiersermesdela sériepour f(z) = exp(slog(1 + z)) etcomparelesavecla
seriedel’exercice20.

Soitw = arcsin z. Inspirezvousdu dessin(qui lui méme
estinspiré d’un dessinde Newton 1669)pourvoir que

dw 1
— = = (1-2%)"2.
dz V1 —22
Insérer pour cettedernere fonction la série binomialeet
obtenirparintégrationla série (de Newton) pourarcsin z.

N

Déterminere rayondecornvemgence.

Lesnombesde Bernoullisontles coeficientsdela serie
z o Bl B2 2 Bg 3 B4 4
ez—l_Bo+T2+?Z —I-?Z +IZ —I— (93)

a) Démontreda formulederécurrence

k k k
<0>B0+ <1>Bl+...+ <k‘—1>Bk_1 =0

et calculerlespremiersdix nombresde Bernoulli.
b) Enobserantque

z z z €%/2 4 e=%/2
e? — 1 +§ T 2622 e /2
démontrerque B; = 0 sij > 1 estimpair.

(9.4)
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32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

c) Enrempla@antz pariz dans(9.4)trouver lescoeficientsdela série pour

o0

cotz = 2% Z 1)k 2 * B 221 (9.5)

sin z — C(2k)!

d) Vérifierl'identité tan z = cot z — 2 cot(2z) etendéduirela formule

tanz = io:(—l)k‘Irl 22k(2(2k) D) By 22k1, (9.6)

k=1

Déterminedespremiersermesdela sériepourtan z de plusieuramaneresdifférentes:

a) commele quotientdesdeuxsériesdanstan z = sin z/ cos z;

b) commefonctioninversede la série pour arctan z (utiliser les formulespour la compositiondes
séries);

c) commesolutiondel’ équationdifférentiellew’ = 1 + w? (justifier cetteéquationdifférentielle).
Soientp, > 0 etp, > 0 lesrayonsde corvergencedessériespour f(z) etg(w) etsoit f(0) = 0. La

démonstratiomuthéoeme7.3(compositiondeseries)montrequela seriepourlafonctioncompoge
g(f(z)) posedeunrayondeconvergence

p> Inin(pa7 sup {T‘ i lag|r* < pb}).
k=1

Calculercetteestimationdu rayonde corvergencepourl’inversedela série cos z :

1 1 ol (2) 22 A n 26
p— Z - — — _—
cosz 1—f(z) 21 41 6!
Resultat. log(2 + v/3).
Montrerquel’ équationcubique
2 —3z—w=0 (9.7)

pos&deunesolutionuniqueprochede 0 si w et sufisammentpetit. Plusprécisementil existe des
voisinagesl dezy = 0 etV dewy = 0 telsquepourtoutw € V il existe un uniqguez € U
satishisant(9.7). Devélopercetteracineen puissancede w (calculerlespremiers3 termes).

Déterminertouteslesracinescomplexesdeséquationsuivantes:
sin z = 0, cos z =0, exp(2z) —bexpz+4=0.
Devéloperla fonction f(z) = log z (branchepricipale)en série autourd’un point z, € €' qui n’est
passurl’axe réelnégatif. Quel estle rayonde corvergencede cettesérie?
Uneexercicedifficile. Démontrerparrécurrencegquepouttoutz € € etpourn > 2 ona

n n _ k
(1+2) :HH];@%).....@M)%.

n

En déduirequepourtout nombrecomplexe z,

lim (1 + %)n = exp z.

n—oo

Démontremour|z| < 1 que

i1+
arctan z = 10 ( )
2 1— X

a)al'aide dela formuled’Euler appliqieed = = tan z = sin z/ cos z;
b) al'aide de seriesentierespour arctan z et log(1 + z).
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39. Démontreresidentits(d’'Euler 1746etde JohanrBernoulli1702)

- —m/2 /2
2 il

1 =e =1.

Quellesautresvaleurspouri  etei™/2 pourrait-onimaginer?

40. Pourun z fixé (parexemple,z := 1 + 1), lesvaleursrepesenkespar z°-1770-01 sonttoutessurune
spirale.Donnercettespiraleencoordoniespolairessousla former = s(p).

FIG. 1.15: Lesvaleursde (1 + ¢)%!+90-91 (Exercice40).



Chapitrell

Calcul integral et theorie de Cauchy

“Wassoll mansichnunbei [ px - dz fur z =a+ ib denlen?. .. Ich behauptenun,dassdas
Integral [ ¢z - dz nachzweienverschiednetbelgangenmmereinerleiWertherhalté.
(C.F Gaussl811,lettrea BesselWerke 8, p.91)

“L’intentiondeCauchyproclanéedand’introductiondesonmémoire gtaitderendrerigoureuse

uneméthoded’intégrationutiliseedéja parEuleret surtoutparLaplace. . .”
(B. Belhoste Caudy, p.179,enparlantde Cauchyl1814)

Le “M émoire” reconnucomme“le plus importantdestravaux de Cauchy”estintitulé Mémoie
surlesintégralesdéfinies prisesentre leslimitesimaginaires publié en 1825,enquelquesxem-
plaires,etinclusseulemenen1974dansles Oeuvesde Caudy (cf. [Remmert1991]).

Le but de ce chapitreestdedonnerunsensa [ f(z) dz ou ¢y, c sontdesnombrescomplexes
reliesparunecourbeet > estunevariablecomplece. La theoriedu calculintégralcomplexe nous
permetde mieuxcomprendrdesfonctionsholomorphestanalytiquesntroduitesau chapitrel.

1.1 Cheminsetcourbes

Commemotivation de la définition suivante,consiceronsune fourmi se promenantsur le plan
complee. On peutdécriresoncheminendonnanta chaqueanstantt la positiondela fourmi, i.e.,
lesdeuxcoordonmesz(t) ety(t).

Définition 1.1 Uncheminouunecourbeparamétréeedans’ ~ IR? estunefonctioncontinued’un
intervallefermédansc, c.-a-d.,y : [a, b] — IR?. Noussupposonsnplusque~(t) estcontiniment
différentiableparmorceaux.

Voici quelquesxemplessimples: Ay Ay

e Desfonctionsy = f(z) etz = g(y) f(t)/\/'\/\ "

peuentétreécritessousla forme N

v(t) = (fét)) resp.y(t) = (ggt)) f £z g T

cost,sint)

e Un cercledansle planestdonré par~(t) = (2?;; ) :
e Soientcy, ¢y, c3 trois pointsdans'. Le borddu
triangleformé par cestrois pointsestdécrit par

Cl+3t(02—01) SIO§t§1/3
Y(t) =< ca+ (Bt —1)(cs —c2) sSi 1/3<t<2/3
3+ (3t —2)(c1 —c3) si2/3<t<1.
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Cheminrernversé. Soity : [0,1] — € unchemindans{'. Ondénotepar(—v) : [0,1] — C'le
cheminparcourudansle sensnverse.ll estdonré par(—~)(t) := v(1 — t).
Chemin compos. Soity, : [0,1] — ¢ uncheminet~y, : [0,1] — € unautreavec~,(0) = v, (1).
Alors nousécrivonspourle chemincompog desdeuxcheminsy = v, + v, enposant
_[m(2t) si 0<t<1/2

() = {72(% —1) si 1/2<t<1, (3.1)
On peutaussicomposerplusieurscheminssi le point final 3 Y4
d’'un cheminestégalau point de départdu cheminsuivant. g Vs
Onutiliselanotationy; +vs+. . .4+m,.

Définition 1.2 (courbe) Deux cheminsy : [a,b] — IR® etd : [c.d] — IR* sontéquivalents
s'il existe un diffeomorphisme) : [a,b] — [c,d] (bijective et ¢ ainsique )~ continiment
différentiablesjel quey = § o ¢, i.e.,y(t) = 5(¥(t)).

Une courbe est une classed’équivalencede chemins. Une courbe orientée est une classe
d’'équivalencede cheminspourla relationprécedenteavec) strictementroissante.

Y
x
T T

a C

Y

Exemple Lesdeuxparangtrisations

4

cost
v(t) = <sint>’ O<t<m, ’,
—S
5(5)—<m>. -1 <s<l1. z
repesentente mémedemi-cercle(s = ¥ (t) = — cost dansla Définition 1.2). En interpiétantle

parangtret respectrtements commele temps,on obsere quela courbeestparcourueavec une
vitesseconstantdors dela premereparanétrisation.Lors dela deuxime la partieausommetest
parcouruamoinsvite quelespartiesa gauchestadroite.

Pourunecourbeparanétrée~ : [a,b] — ', consiceronsunesubdiision {to,t1,...,tx} de
l'intervalle [a, b] et les points correspondantsur la courbe. Une approximationde la longueur
d'arc estla longueurdu polygonereliantles points~(ty), v(t1), . . ., v(tx). On obtientdonc,en
utilisantle theoemede Lagrange, Yy

B v(to)
N-1 : v(tN)
longueur~ 3" (L) — (L) () -
i=0 T T
N-1 Tfy
~ > )] (ti — ). boite 0 v
i=0 /B e

Ceciestunesommede Riemann.La limite quandmax; |t;+1 — t;| — 0 donnealorsla longueur
cherclee.

Définition 1.3 (longueur d’arc) Lalongueurdela courbeparanétréery : [a,b] — € est

L) = [ Rt

Un changementlescoordoniges(s = v (¢)) montreque cettedéfinition estindépendantelu
repiesentantd’unecourbe.De plus,ona L(—v) = L(~) et L(v1 + v2) = L(v1) + L(7).
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Exemple Consiceronsla paraboley = x? parangétristepar~(t) = (¢,t%)%.
Commey(t) = (1,2t)T, onobtientpourla longueurd’arcentret = 0 ett = 1

L(y)—/01\/1+4t2dt—...—§+ilog(2+\/g).

1.2 Intégralescurvilignes

Le problemeconsistea donnerun sensa uneintégralecomplexe [ f(z) dz ol ¢y = ag + by,
¢ = a + ib etz parcourtun cheminy(t) reliantc, avecc.
Ay :

FIG. 11.1: Cheminpourintégralecurviligneetun dessinde RiemannNeuenschwnderl996]
L’'id éeestdeplacersurla courbeunesuitede pointscy = 2o, 21, - - -, 2, = ¢ (Fig.1l.1) etdeposer
/ f(z)dz = lim(f(zo) (z1—20) + f(z1) (22 — 21) + ... + f(2n-1) (20 — Zn—1)> (2.1)

ou la limite estprise sur dessubdvisionsde plus en plus finesde la courbe. Supposongjuela
courbesoit détermiréeparuneapplicationy : [a,b] — €', qui soit continimentdifférentiablepar
morceaux.Inspiréspar z; = v(tx), pourlesquelsz, 1 — 2z ~ ¥(tx) (tpr1 — tx) Sitre1 — i
estsufisammentpetit, I'expressionde (2.1) devient une sommede Riemann. Ceci sertcomme
motivationde la définition suivante.

Définition 2.1 (intégralecurviligne) Soit~ : [a,b] — € une courbeparangtrée qui estcon-
tinimentdifférentiablepar morceaux et soit f(z) unefonction définie et continuesurle support
v([a, b]) dela courbe.On définit alorsl'int égralecurvilignecomme

. b
[ =) dz = [ fow) @ (2.2)

On doit maintenantmontrerquecetteintégralecurviligne estbien définig c’est-a-direqu’elle
estindépendantelu choix dela paranétrisationde la courbeoriengée.

Théoreme2.2 Soienty(t) etd(s) deuxcheminséquivalentgDéfinition 1.2) estsoitv(t) stricte-

mentcroissante Alorson a
/f(z)dz:/f(z)dz

De plus,l'int égrale curviligne estlinéaire par rapporta f et satisfait

/_ f(Z)dz:—/f(z)dz et /1+Zf(z)dz:/1f(z)dz+/2f(z)dz_

1Le chemin estdifférentiablepar morceauxgs'il existeun partage
tel quela restictionde sur estcontinimentdifférentiablepourtout . Danscettesituation,
I'int égralede (2.2) doit étreinterpettecommela sommedesintégralessurlessous-interalles.
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Démonstation. Lesdeuxcheminssontéquialentspary(t) = §(¢(t)). La substitutions = (t),
ds = 1(t) dt donnealors

. b
[ 1@dz= [ 161 ds = ... = [ fa@)i@ dt = [ f(=)d-
Lesformulespourlescheminsrernvergset compog&ssontobtenueglela mémemanere. m|

“W trdeauchdasintegral [ ;( —c)~!d verschwindensogabeeskeineFunktionentheorie!”
(R. RemmertFunktionentheorig1983)

Exemple2.3 Soitvy(t) = c+ “pourt [0, 2x] uneparangtrisationdu cercleavecrayon 0
centéaupointc €. Pourunentier ,ona

/(z —odz= {z?m q —i. (2.3)
Cerésultatestobtenuparun calculdirect(la dernereégali€ uniquemenpour = —1)
/(Z o c)n dz = /271'( it)nl- it dt = n+1 /ZWZ' i n+1 tdt _ n—H i n+l t‘QW‘
0 0 +1 0

Théoreme?2.4 Soity : [a,b] — € uncheminqui estcontinimentdifférentiablepar morceauxet
soit f(z) continuesur le supportde~, c.-a-d.,surv([a, b]). Alors,ona

[ fedz < L) = max | f(7(1))].

t ab

Démonstation. Si~(¢) estcontinimentdifférentiablepna

[ sl =| [ romyima] < [1f6o) pwlds [ hold= 16)

Dansle casou «(t¢) estseulementontinimentdifférentiablepar morceaux,l fautappliquerce
raisonnemena chaquesous-interalle ou la fonctionestcontinimentdifférentiable. 0

1.3 EXxistencedesprimiti ves

Le theoemefondamentabu calcul différentieldans/k exprimele fait que chaquefonction con-
tinue f : [a,b] — IR posedeuneprimitive (z) etque [’ f(z)dz = (b) — (a). Nousallons
étudiersi cerésultatrestevrai dans(.

Définition 3.1 (primiti ve) Soient € unouwertet f : — € continuesur . Unefonction
holomorphe (z) s’appelleuneprimitivede f(z) si '(z) = f(z) sur

Théoreme3.2 Supposongu’unefonctioncontinuef(z) posedeuneprimitive (z) dansle do-

maine C. Alors,
[1@dz= (@~ (@) (3.1)

pour chaquecheminy : [a,b] —  pourlequelle pointinitial etle pointfinal sontrespectivement
o ete, c.-a-d.,pourlequely(a) = ¢y ety(b) = ¢ (voir Fig. 1l1.2).
Enparticulier, ona la conditionnécessaie

[ 1rdz=0 (3.2)

pour chaquecheminfernmé, c.-a-d.,v(a) = v(b).
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Démonstation. Si~(t) estcontirimentdifférentiable/'affirmationestuneconsquencele

[1@ydz= [ fawrma= [ Gorod= 6o = ©- ()

Si v(t) estseulementontinimentdifférentiablepar morceaux|l fautfaire le mémecalcul pour
chaquesous-interalle et additionnedesexpressions. m|

b

Ce théoememontreune énormedifféerenceentrele calcul intégraldans/k et celui dans'.
Tandisque chaquefonction continuepos&deune primitive dans/R, cecin’estpasvrai dans('.
Par exemple,la fonction continuef(z) = z ne satishit pas(3.2) et ne peutdonc pasavoir une
primitive (prendrele cheminfermé ~(t) = “ pourt [0, 2x]). Mémela fonction holomorphe
f(2) = (z — ¢) ! neposedepasde primitivedans ;(c) {c} (voir 'exemple2.3).

Par contre,unefonction f(z) = ay + a1z + ax2* + ... avecrayonde corvergence 0
posdeuneprimitivesur ,(0). Elle estdonreepar

2 3 4
(z):aoz+a1%+a2%+a3%+... (3.3)
(integrationtermeparterme).Ceciestunecongquencealu Théoremel.6.1.

Le theoemesuivantmontrequela condition (3.2) estaussisuffisantepour I'existenced’'une
primitive. Nousdonnonda preuvesi  estundomaineétoilg, c.-a-d.,si  estouvertets’il existe
un“centre” C' tel quepourtout = le sgment[C, z] == {(1 —t)C' +tz 0<t<1}est
entierementans (voir Fig.ll.2 agauche).

4d 0 Sl y
Q Q

FiG. I.2: Domaineétoilé etillustrationdu Théoeme3.2

Théoreme3.3 (critere d’int égrabilité) Soit undomaineétoile de“centre” C. Supposongue
f: — (' soitcontinue Sipourchaquetriangle ayantC commesommebna [ f( )d =0
( étantle bord dutriangle ), alors f(z) pos&deuneprimitive (z) qui estdonréepar

()= [ f0O)d  pour :
En particulier, ona (3.2) pour chaquecheminfermé dans

Démonstation. Comme estun domaineétoilé, la fonction (z) estbien définie. Fixons
maintenant; et consiceronsz prochede z, tel quele triangleavecsommets’, zj, z est
entierementdans . L'intégralesurle bord [C, zy] + [20, 2] — [C, 2] de cetriangleestzéro. Par
congquentona

(2) = (20) + fC)d

20 2

Enécrivantf( ) = f(z0) + (f( ) — f(20)), cetteformuledevient
(2) = o)+ FG)e—z)+ [ (F()=f))d

20 2
dontl'int égralepeutétremajoeepar max ., . |f( )—f(z0)| |z2—=20| (voirle Theoeme2.4).La
fonction (z) estdonc(-difféerentiableavec '(z) = f(z9), carmax .. |f( ) — f(z0)] — 0
Si z — z, parla continuie de f(z). O
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1.4 Théoremefondamentalde Cauchy

Le but de ce paragraphestde demontrerquechaqueonctionholomorpheestintégrablec.-a-d.,
pos®deune primitive. Jusqua maintenannoussa/ons seulementueles fonctionsanalytiques
sontintégrables.

Théoreme4.1(lemmede Goursat) Soit f(z) unefonction holomorphe(C-différentiable)dans
unouvert C.Si  estle bord oriente d’'un triangle , alors

/ f(2)dz = 0. (4.1)

Démonstation. (E. Goursat,Acta Mathematica4, 1884; A. Pringsheim,Trans. Amer Math.
Soc2,1901).Lapreue de Goursats’appuiesurdesrectanglesL’id @éede Pringsheimestd’utiliser
destrianglesqui rendla preuwe directementpplicabled desdomainestoilés.

Soitalors  un triangle et soit f holomorphesur un voisinagede  (voir Fig.ll.3). Nous
devonsdémontrer(4.1). A I'aide descentreslechacurdestrois cdotés,ondécoupe en4triangles
semblablesmaisdeuxfois pluspetits. De ces4 triangles,nousenchoisissonsin, 1, pourlequel
I'int égrale(4.1) estmaximale(envaleurabsolue) Ensuitenouscontinuonsdesubdviser ; dela
mémefagn etarrivonsa unesuite 1 2 avec

‘/ f(z)dz‘gél‘/ f(z)dz’ﬁ...géln‘/ f(z)dz)g... . (4.2)
1
L'intersectionde cettesuite contientun point z,, carles ; sontcompacts.Commef(z) estC-

différentiableenz,, nousavonsf(z) = f(z0)+ f'(z0)(z—20)+ (2) (2—z)0U (z) estcontinue
enzy et (z) = 0. Cetteformule,inséréedansl’int égrale donne

[ f@rde=fz) [ dz+f) [ mz)de+ [ () G-y (43)

Lesdeuxpremeresintégralesontnulles,carlesfonctions1 et (z — z,) pos®dentuneprimitive.
Estimonsencorela dernire: la continuie de (z) en z, signifie que pour tout 0 il existeun
o Otelque| (2)| < pour|z — z)| < ¢. Prenonsalors assegyrandpourque (20)-

FiG. I1.3: Preuwe de Goursat—Pringsheimouruntriangle
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Alors |z — z| < 27met L( ) < 27" . On peutalorsmajorerla troisieme
intégralede (4.3) al'aide du Théoeme2.4 etavecl’estimation(4.2) on obtient

| / f(z)dz| < 47 97 97, (4.4)
Le eétantarbitraire,cetteintégraledoit étrenulle. O
Noussommesnaintenanenpositionde démontrere résultatprincipalde ce chapitre.

Théoreme4.2 (Cauchy 1825) Soit ' undomaineétoile aveccente C', etsoit f : —
unefonctionholomorphedans . Alors, f(z) pos&deuneprimitive (z), donreepar

()= [ f0)d  pour :
Enparticulier,ona [ f( )d = 0 pourchaquecheminfermédans

Démonstation. L’affirmation est une cong&quencemmeédiatedu lemme de Goursat(Théo-
remed4.1) etdu critered’intégrabili€ (Théoeme3.3). |

FIG. 1.4: Couperundomainenon-€toilé endomaine<toilées

Domainesplus géréraux. Le fait qu'une fonction holomorphesatisgit [ f( )d = 0 pour
chaquecheminfermé (et doncl’existenced’une primitive) restevalablepour un domainequi se
laissedécouperenun nombe fini de domainestoiles(voir Fig.11.4). Il estnéanmoinsécessaire
guele cheminy traversechaqué‘ligne de coupe’danschaquedirectionle mémenombredefois.
Celaestvrai, sile domaine estsimplementonnee Ainsi, I'int égralesury selaissedecomposer
(pourlescheminsdela Fig.11.4) en

//1+/2+/30+0+00 (4.5)

carvi, 72 etvys sontchacundansun domainegétoilé.

Remarquongncorequesansconditionssurl’ouvert |, I'énoné&du ThéomedeCauchyn’est
pascorrecte.Consiceronsparexemplelafonction f(z) = z~! surl'ensembleouvert = €' {0}.
La fonction (z) = Logz estuneprimitive surle domaineétoile ¢ IR~ (plancomplee sans
I'axe réel négatif) maispassur . En effet, la condition nécessairel f(z)dz = 0 n'estpas
satishitepourle cheminy(¢) =  (cercleautourdel’origine).
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Exemple4.3 (intégralesde Fresnel) Commepremereap- R+ iR
plicationduthéoemede Cauchyconsicrons

J e o]

ou le cheminy secomposeletrois parties:de( a R le long
de l'axe réel, puis on monteverticalementget retoursurla
diagonalg(voir la figure a droite; lescourbesde niveaudes
partiesréelleetimaginairede f(z) = x (—2z?) sontaussi
dessiees).L'intégralesur~y, est

Izz/ - +"t2@'dt:/ - gy
0 0

donc 2 2 2 21 2 1
Ll < — / Tt <~ / tdt = — "= 1< —.
|5 < 0 - 0 R( )_R

Ainsi, lim _ I, = 0, etle Théoemede Cauchynousdonnelim _, [; = lim _ . I3. Du
cours“Analysel” noussa/onsque lim _.. I; = [* ~©dt = \/7/2 [HW, p.346]. Ainsi nous
arrivonsa

/ — (] 4 ) dt = g (4.6)
J0
En partageanpartiesréelleetimaginaire, on obtient
/ cos 262 dt = / sin 2t dt = ?, 4.7)
0 0

et, al’aide de substitutions,

o0 100 1 /m < cost © gint ™
costht:/ sint?dt = /= et —dt = —dt = /=, 4.8
./o Jo t 2V 2 Jo Vit Jo WVt 2 (4.8)

formulesaffirméesen[HW, p.131] etdémonteesde manireplusélegantegu’en[HW, p.350].

1.5 Formule intégralede Cauchy

“La plusbellecréationde Cauchyetl'une desplusbellescréationsmattematiquesietousles
temps " (Geogesde Rham,Discoursd’Installation,Lausannel 943)

La Réwlution dejuillet 1830entrdne la chutede la dynastiedesBourbons. Cauchy royaliste
et ultracatholique guitte Paris, laissantfemmeet enfants, et s’exile a Fribouig. La, il cherchea
fonderuneaca@@mie catholiqueet partpourl’ltalie, ou il pensetrouver le soutiendessouverains
réactionnairesFinalementsoutenuparlesjésuiteson lui offre a Turin unechairede “physique
superieure”. Sonenseignemeritetaitde touteconfusion passantoutd’'un coupd’'uneidée,d’une
formule & une autre, sanstrouver le cheminde la transition. Son enseignemenétait un nuage
obscurmparfoisilluminé pardeséclairsde génie;maisil étaitfatigantpourdesjeunestleves,aussi,
bien peupurentle suivre jusqu’aubout et de trentequ’ils étaientau début du cours,il restaitun
seulderniersurla breche”(voir Belhostep. 130).

A Turin, Cauchydécouvresacélebreformule. Saprem@republicationestdansun article inti-
tulé Surla mécaniquecélesteet sur un nouveaucalcul appek calcul deslimites, lu al’Académie
de Turin le 11 octobre1831. La formule estdevenueplus accessibleen 1841 quandCauchyla
publiedansle tome2 de sesExercicesd’analyseet de physiquemattematique
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Théoremeb5.1 (formule intégralede Cauchy 1831) Soit  un domaineétoilé et v une courbe
ferméeparcourant dansle senspositif. Soit f(z) holomorphedansun voisinage de I'adhér-
ence = . Alors pour tout z

flz) = %m/'%d . (5.1)

FiG. 11.5: Cheminy pourla preuwe dela formule de Cauchy(a droite: manuscripde Riemann,
[Neuenschwander1996,p. 120])

Démonstation. Onfixeun z . Lafonction — f( )/( — z) danslintégrale(5.1) est
holomorphepartouten , saufen = z. Ondoit doncotercepoint*“chirurgicalement”.SoitC' le
“centre”dudomaineétoile  (voir Fig.ll.2), etsoita la projectiondez apartirdeC surle bordde
voir Fig.ll.5 (si z = C' onchoisitpoura unpointarbitrairede ). Ledomaine = [z, al
estdoncétoilé (pourle mémecentreC').
La continui® en z dela fonction f( ) implique quepourtout 01l existeuné 0 telque
|lf( )= f(z)] £ pour| —z < 4. Notons le cerclecenté enz derayons. Nousallons
démontrerque

[P0 = [Ty [Loa v =50 2wt (O 62

—Z

Pourmontrerla premire égali€ dans(5.2), nousprenonsle cheminy = v+ — —
dans (Fig.ll.5) etappliquonde Théoeme4.2pourle cheminy . Celadonnele résultatdésire,
carlesintégralesur+ et— s’annulent.

La deuximeégalié de(5.2) résultedu fait que f(z) estcontinue.Nousestimonda différence

1

—Z

[TZTE G < x5O - £ max || L)< Somi-2r . (63)

La dérniereégalite dans(5.2) suit d’un calcul directcommedansl’Exemple2.3. La formule
(5.2) estvraie pourtout 0. On obtientdoncl’affirmation(5.1) enconsicerant — 0. O

Le pouwir extraordinairede la formule de Cauchy(5.1) résidedansle fait quela variablez a
gaucheseretroue a droite dansla simpleforme ( — z)~! ; toutesles bellesproprietesde cette
dernirefonction setransmettenta traversl’int égrale,a n’importe quelle fonction holomorphe.
Elle vanousdonnerunesuitede congquencesurprenantes.

Propriété de la moyenne. En prenantcomme un disquede rayon 0 avec centrec et
y(t) =c+ “avecO <t < 2m, laformuledeCauchydonne
1 21 ;
1e) = 5 [ e+ Ma (5.4)
™ Jo

si f(z) estholomorphedansun voisinagede (c). Cecisignifiequela valeur f(c) aumilieu du
disqueestla moyennedesvaleursde f(z) surle borddudisque.
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1.6 Deériveessupérieuresd’une fonction holomorphe

L'applicationla plus spectaculairele la formule de Cauchyestle résultatsuivantqui montreque
chaqueonctionholomorphegc.-a-d., '-différentiableestinfiniment €'-différentiablest peutétre
repesengeparunesérieavecrayonde corvergencepositif.

Théoreme6.1(Théoremede Cauchy—Taylor) Soit f(z) holomorphedansun ouvert . Alors

pourtoutc la fonction f(z) pos&deun développemergnsérie
f(z)=ao+ai(z—c)+ay(z—c)+as(z—c)+...= S ap(z — c)F (6.1)
k=0
aveccoeficientsdonréspar
ak—%/%d. 6.2)

Le chemindanscetteintégraleesty(t) = c+ “ ¢t [0,27] o000 < < et 0 esttel que
»(c) . La série (6.1) posedeun rayonde corvemgence ( estla plus petitedistance
entecetlebord ) etellereprésentef(z) dansle disque ,(c).

Démonstation. Onutiliselidentité (1— )'=1+ +...4+ ¥4+ *¥1/(1 - ) pourobtenir

1 1 1 1
—z (—c)—(z—c): —c(l—z—_z>

B 1 z—c (z —c)* (z — )kt
IR S R (RS Lo Sl Qs o T s

(6.3)

Inséréedansla formulede Cauchy(5.1),cecidonne

f(z) = a0+a1(z—c)+...+ak(z—c)"’+i/(z_c>k+l 10 d . (6.4)

211 —c

Pourdémontreile theoeme,il fautvoir quele restedela sériedans(6.4),qu’ondénotepar Ry (=),

cornverge verszero pourtout z ,(c). Fixonsuntel z etchoisissons 0Oet < 1 telsque
|lz—c| < < < .Alorspourtout yonalz—c| < | —c|. Avec ,unebornesugérieure
def(z)surlacourbey, etl'inégali&€ | —z| | —c|—|z—¢c| (1— ) pour ~,l'estimation

du Théoeme2.4donne
SR (60

(1—")
ou L(y) = 2 = estlalongueurde la courbe.Cetermetenddoncverszérosi —  etla série
convergeversf(z). O

Re(z)| < 5 (65)

En comparanta série (6.1) avecla série de Taylor du Theoemel.6.3 on obtientuneformule
intégralepourlesdériveesd’unefonctionholomorphe.

Corollaire 6.2 (formule de Cauchy pour la dérivée) Soudeshypottesesdu Theoreme6.1ona

FE(e) = %/%dz. (6.6)

Le theoemede Cauchy—aylor estla dernire piece dansune théorie qui nous permetde
démontren’ equivalencedetrois proporietesfondamentales.
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Théoreme6.3 Soit ¢ un ensembleouvertet [ : — € une fonction continue Les
affirmationssuivantesontéquivalentes:

e f(z) estholomorphedans , c.-a-d., ’-différentiabledans ,

e f(z) estanalytiquedans , c.-a-d.,pourtoutc la fonction f(z) peutétre dévelopige
enunesérie corvergentedansunedisque ,(c) avec 0,
e f(z) estlocalementintégrable c.-a-d., pour tout ¢ il existe un voisinage ou f(z)

pos&deuneprimitive.

Si  estun domaineétoilé, on peutsupprimerle mot“localement” dansla troisiemepropriéte,
c.-a-d., f(z) pos®deuneprimitive surtout

Démonstation. Cethéoemeestun résuné desrésultatsdéja demontés (voir Fig.I1.6). Pour
la preue de “intégrableimplique analytique”on appliquele Theéome6.1 auprimitive (z) de

f(z). O
intégrable
N\ .
< NS

FiG. 11.6: Equivalencedetrois proprietesfondamentales

1.7 Théoremefondamentalde I'alg ébre

Ce théoemeaffirme que chaquepolynomede degré 0 pos®deau moinsune (et, apresdi-

vision, exactement ) racine(s)dans'. Suitea la Géonetrie de Descarte1638), ce théoeme
a étt chaudementliscué pendantdessiecles. Plusieursapplications(intégrationde fonctions
rationnellegJoh.Bernoulli 1702),équationdifférentiellesa coeficients constant{Euler 1743),
valeurspropreqLagrangel770))onttoujoursréactualig le problemeet conduita plusieursenta-
tivesde démonstrationFinalementGausg1799)a consace toutesathesea 4 demonstrationsle
ce“Grundlehrsatz”.Unerevue surunecentainede démonstrationgcorrecteset fausses travers
I'histoire parE.NettoetR. Le Vavasseusetrouve dansencycl.desSc.Mathematiqued. 1, vol. 2,

p.189-205etvautla peined’étreconsulée.

La demonstrationest bage sur les inégalis de Cauchyet sur le Theoemede Liouville,
gui sontdescongquencesimplesde la formule (6.6). Le fait quele theoemefondamentabde
I'algebredevienneici un“jeu d’enfants”de quelquedignes,nousmontreunefois de plusla puis-
sancedela théoriequenousvenonsde découvrit

Théoreme7.1(inégalitesde Cauchy) Soit f(z) holomorphedansle disque ,(c). Avecla nota-
tion ( ):=max, .- |f(z)] onapour0< < [lestimation

e < —Y (7.1)

k

Démonstation. Onobtientcesestimationgnappliquant’estimation“standard’du Theoeme2.4
alintégraledans(6.6) etenutilisant L(y) = 2r pourle cerclederayon . |



40 Calculintégral ettheoriede Caudy

Le ThéoremedeLiouville estdevenucélebreapresla publicationde“Lecons... faitesen1847
parM. J.Liouville” dansle Crelle Journal 88, (1879),p.277, par C.W. Borchardt. Cependante
théo®meavait déja ét€ publié en 1844 parCauchy

On appelleunefonction f(z) entiere si elle estholomorphesurtout le plancomplexe ¢'. Des
exemplessontles polyndmes lesfonctions x (z), cos(z), sin(z).

Théoreme7.2 (Théoremede Liouville) Chaquefonctionentiere et bornéeestconstante

Démonstation. Par le Théoemede Cauchy—aylor unefonction entiere f(z) peutétre écrite
sousla forme d’'une série f(z) = ag + a1z + a»2* + ... aveccoeficientsa, donréspar (6.2).
Commea, = f ¥ (0)/ ,l'inégaliedeCauchy(Théoeme7.1)impliqueque

)

k

lax| < pour =0,1,2,...

pour tout 0. Sionfaittendre —  (parhypottese ( ) estmajogepar | indépendant

de ), onarriveaa; = 0 pour 1. |
La mémepreuwve montreaussiquesi unefonction entieresatishit | f(z)| < |z|™ pour
|zl = (donc ()< ™), alorsla fonctionestun polyndbmededegré auplus .

Théoreme7.3(ThéoremeFondamentaldeI’Alg ebre) Pour chaguepolynbme
(2) = @p2™ + ap_12" ...+ ag avec a, € et a,=0 (7.2)

il existeunz (' avec (z) = 0.

Démonstation. L'inégali€detriangleappliqweea a,z" = (z) — a, 12""' — ... — ap donne
Ay a
| ()] " <|an| - (g +...+ #)) pour |z| = . (7.3)
Ceciimpliquel'existenced’'un o Otelque| (z)]  ™|a,|/2 pour|z| = 0-

La démonstrationdu theo®me est par I'absurde. Supposongjue (z) n’ait pasde racine
dansC'. Lafonction f(z) := 1/ (z) seraitdoncentiere.La minorationprécdédentede (z) montre
alorsque

FEIS T pour = (7.4)
Parcompaciéde {z €' |z| < o}, lafonction f(z) estdoncborréepartout(cf. [HW, p.289]).
Celacontreditle TheomedeLiouville, car f(z) n’estpasconstante. O

Si z; estuneracinede (z) = 0, onpeutdiviser (z) par(z — z;) (algorithmed’Euclide)eton
obtient (z) = (z — 2z1) (2) ou (z) estunpolyndbmededegré — 1. Enappliquanttératvement
le Theome7.3on arrive finalemen& unefactorisation (2) =a, (z—=21) ... (2 — 2,).

1.8  Principe du maximum

Ondoit cetheoemea Riemann[1851,p.22] pourles fonctionsharmoniquesD’apres[Remmert
1991 ,p.259],'auteurdecerésultamportant,pourle casdesfonctionsholomorphesestinconnu.
Lespremerestracessemblengtreun articlede Schottky (1892)et de Caratleodory(1912).

Lemme 8.1 Soit f(z) holomorphedansun ouvert , continuedans . Siunpointc estun
maximumocal de|f(z)|, alors f(z) estconstantedansun voisinage dec.
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dra
N

N ,/ rotationet /
. _.7° translation P

~ P

Fic. 1l.7: Démonstratiordu Lemme8.1

Démonstation. Si f(c) = 0, le lemmeestévident. Sinon, posons = |f(c)|. D’aprés
I'hypothéese,l existe Otelque|f(z)] < pourz=c+ %, 0<t<2r. Regardondimage
decettecourbeplaccedande disquefermé  (0). Avecunerotationparl'angle— = —a g f(c)
suivie d’une translationpar —|f(c)|, nousramenonse point f(c) sur I'axe réel et ensuitea
I'origine. Apréscettetransformatioria courbeestdonréepar g(t) = ~* f(c+ %) —|f(c)| ou
git)= "t (f(c+ %) — f(c)). Parlapropriete dela moyenne(formule (5.4)) nousavons

/027r g(t)dt = 0. (8.1)

La courbeg(t) étantdans  (— ), nousavons Reg(t) < 0 saufsi g(t) = 0. La continuié de
g(t) et(8.1)impliquentque Reg(t) = 0 pourtout? (cf.[HW, p.233,exercice5.5]). Mais le seul
point, ou le cercleen questiontouchel’axe imaginaire,est0. Ainsi g(t) = 0 pourt [0, 2] et
f(z) estconstantesurle bordde  (c). Le facteurf( ) peutdoncsortirdel'int égrale(5.1),cequi
entrdneque f(z) estconstantgartoutdansce cercle. O

Rappelongju’'un ensemble (' s’appelleconnee (plus précisementonnee par arcs) Si
pour deux points arbitrairesa, b il existe un chemincontinuy : [0,1] — dans avec

v(0) = a ety(1) =b.

Théoreme8.2 (Principe du Maximum, FonctionsHolomorphes) Soit  un ensembleouvert,
borné et connexe et soit f(z) holomorphedans et continuedans . Si |f(z)] < pour
z , alors

1f(2)] < pourtout =z (8.2)
saufsi f(z) = dans
Démonstation. Soit ' = s _ —|f(z)]. Silesseulspoints maximauxsontsur , alors
"< et les autrespointssatisfont(8.2). Sinon, il existec (notonsque estouvert et
doncc ) avec |f(c)| = '. Le clou de la démonstratiorconsistea regarderl’ensemble
={z f(2) = f(c)}, quiestnonvide (carc ), fermédans (ThéoemedeHausdorf
[HW97, p.295]), etouvert (Lemme8.1).

Pourmontrerque = , cequi compktela demonstratiorparla continuit de f(z) sur
nousprenonsun point b etun chemincontinu~ : [0,1] —  qui relie c avecb (ce chemin
existecar estconnee). Consiceronsle nombret, :=s {t [0,1] ~(t) }. Il existecar
7(0) = a , ona~(ty) car estfermé, ett, nepeutpasétreplus petitquel car est

ouwvert. Parcongquent, = 1 etonab = (1) : O
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Danslesdémonstrationslu Lemme8.1etdu Théoeme8.2 on n’a pasvraimentutilisé I'holo-
morphiede f(z). On a seulemenuitilisé la propriéte de la moyenne(qui est satishite par les
fonctionsholomorphesmaisaussiparleurspartiesréellesetimaginaires).

Rappelongju’'unefonctionréelle (z,y) s’appelleharmoniqugvoir le Theoemel.4.3)sielle
estdeuxfois continiment/R-difféerentiablest si = + = 0.

Théoreme8.3 (Principe du Maximum, FonctionsHarmoniques) Soit  un ensembleouvert,
borné et connexe, etsoit (z,y) harmoniquedans etcontinuedans . Si < (2,y) <
pour (x,y) , alors

< (zyy) < pourtout (z,vy) (8.3)
saufsi (z,y) = dans

Démonstation. Parle Lemme8.4,la fonctionharmonique (z,y) estlocalementa partieréelle
d’'unefonctionholomorpheDonc,elle satishit la propriete dela moyenne. Aveccetteobsenation
les déemonstrationsleviennentidentiquesa cellesdu Lemme8.1 et du Théoreme8.2. Commela
fonction (z,y) estréelle,on n’estpasobligé detravailler avecla valeurabsoluest on obtientles
majorationdanslesdeuxdirections. m|

Lemme 8.4 Une fonctionqui estharmoniquesur un domaine €', estlocalementa partie
réelled’une fonction holomorphe En congquencechaquefonction harmoniqueestinfiniment
differentiable

Démonstation. Soit (z,y) deuxfois continimentdifferentiablesatishisant ~ + =0
sur . Onveérifiefacilementguela fonction

f2) = fletw):= (zy)—i (2y) (8.4)
satishit leséquationgle Cauchy—-Rieman({ ) =(— ) et(— ) = —( ) ). Elleestdonc

holomorpheparle Corollairel.3.3, etlocalemenintégrableparle Théoeme4.2de Cauchy Dans

un disqueautourd’un pointfixé ¢ = a + b il existealorsuneprimitive (z) qui estdonréepar
(z) = (¢)+ [ f( )d ou~ estunecourbearbitrairedansle disquequirélie c avecz. Prenons

commey le chemincompog parlesseggmentsa + ib, z + ib] etz + ib, x + iy|. Onadonc

(z) = ( +/Q( (t,b) — i (t,b))dt+/b( (a,t) —i (x.t))idt
— D+ (@b - (b + (z.y)— (:c,b)+z'(/b (w1t — [ (t,b)dt)

etonvoit qu'avecle choix (¢) = (a,b) dela constantal’intégration,a fonction (z,y) estla
partieréelledela fonctionholomorphe (z). |

c)
c)

Remagque(interprétationphysiquedesfonctionshar-
moniques).Consiceronsunemembranelastiqueat-
tacreeaunfil defer (courbeferméedansik®). La sur
facedela membranestdécriteparunefonctionhar
monique (z,y) dans IR? qui pour (z,y)
décritla courbedufil defer. Cetteinterptétationnous
permetde biencomprendrde principedu maximum.

Le dessinde droite montrela partie réelle de la
fonction holomorphef(z) = 25 au-dessuslu cariee
—1<z<1, -1 <y < 1.

WA
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1.9 Prolongementanalytique et theoremede I'image ouverte

Le théoemed’unicité, pos comme“Exercice” par Abel dansle Crelle Journal, vol. 2, p.286,a
eté postuk pourlesfonctionsholomorphesanspreu\e rigoureusepar Riemann1851,p.28]. La
démonstratioriacile suvantedémontre unefois de plus,la grandeutilit &€ dessériesentieres.

Théoreme9.1 (unicité) Soientf;(z) et f2(z) deuxfonctionsholomorphesdansun ouvert et
soit f1(z;) = fa(z;) pourunesuite zy, 29, 23, . . ., QUi CONverge vers ¢ et qui satisfaitz; = c
pourtout . Alors,il existe 0 tel que f1(z) et f5(z) sontidentiquesdansle disque ,(c).

Démonstation. D’apresle Theoeme6.1,lesdeuxfonctionssontanalytiquesdansun voisinage
dec. Apresunetranslationnhoussupposonsgjuec = 0 etnousconsiceronsla difference

fi(z) = fa(2) — a9+ a1z +asz® + a2’ + ... . (9.1)

Nousdevonsdémontremuea; = 0 pourtout . Supposonsparl’absurde,quececin’estpasvrai
etsoita; le premiercoeficientnonnul. Alors

fi(2) = falz) = 2% g(2) ou 9(2) = ar + ap12 + api2?® + a3z’ +... . (9.2)

Onvoit queg(0) = 0. Commeyg(z) estcontinue,l existeun voisinagede0 ou g(z) = 0. Ceciest
unecontradictioncarla suite{z;} corvergeversc = 0 etg(z;) = 0 pourtout . O

Le prolongemen@analytiqueestun principe,“vu” parRiemanngui estdevenuun pointcentral
de la théoriede Weierstrass.ll permet,entreautres,d’étendrele théoemede 'unicité a tout le
domaine .

Théoreme9.2 (prolongementanalytique) Soient f;(z) holomorphedansl’ouvert ;| et fy(z)
holomorphedansl'ouvert 5. Silintersection ; o estconnexeetsi f1(z) = fo(z) dansun
disque ,(c) 1 o, alors(voir Fig.11.8)

fi(z) = fa(2)  pourtout z | o (9.3)

Démonstation. Soit b un point quelconquede 2. Par conneité, il existe un chemin
v:10,1] — 1  oreliantc avecd, c.-a-d.,y(0) = c ety(1) = b. Commedansla démonstration
du Théo®me8.2nousposong, :=s {t [0,1] fi(v(s)) = fa(y(s)) pours [0,t]}. Untel
to O existecar fi(z) = fa(z) sur ,(c). Lacontinuigede f,(z) — fo(2) implique f1(v(to)) =
f2(v(to)), etgraceauTheoeme9.1le nombret, nepeutpasétrepluspetitquel. Parcongquent,
to = 1 etona fi(b) = fo(b). O

FiG. 11.8: Prolongemenanalytique;a droite uneillustrationdu coursde Riemann
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Une situationtypique du prolongementinalytiqueestla suivante: soit f(z) donréeparune
sériedansun disque ,(0); parexemple,f(z) = 1+ z + 2> + 2® + .... Nousprenonsun point
c ,(0) et nousconsickronsla série de Taylor de f(z) développee autourde ce point (voir
le Theomel.6.3). La série f(z) = ¢y + c1(z — ¢) + co(z — ¢)? + ... ainsiobtenuecorvemge
certainemenpour |z — ¢| < —|c|. Mais, il estpossibleque le rayon de corvergencede la
nou\elle série soit plusgrandque — || et corverge doncdansun domaineplus grand. Pourla
fonctionde notreexempleetavecc = —0. , la nouwlle série pos&deun rayonde concegence

=1..

La fonction f(z) a &t prolongéeen dehoss du disqueinitial, et cecide manere unique Ce
procece peutétrerepéte plusieursfois et permetde remplir un domainede plus en plus grand,
jusquaarriver, éventuellementa unbordnaturel.L’'unicité estgarantieseulemensi I'intersection
du domaine ; ou la fonction estdéja définie avec le nouveaudisqueestconnee (un contre-
exempleestle logarithmeapesun contourdel’origine). Voir la Fig. 1.8 pourundessirhistorique
illustrantce phenongéne.

Exemple 9.3 (fonction sansprolongement) Il existedesfonctionsqui corvergentdansundisque
et qui ne permettentucunprolongemenéendehorsde cedisque.L’exemplele plussimpleest

fRy=z+2+2" 42 +204 ... =22 (9.4)

ayantunrayondeconvergence = 1. Evalueen ¢ avec
< 1 prochede, cettesériedonnepourla partieréelle(la
figuremontrela partieréelleau-dessudu disque ;(0))

=0: + 2+t O

= + 24+t 4

=& 0 — 24+ 4+ + 04
=T V2 +0 — 44+ 4.

etc. A partun nombrefini de termes,la serie devientg( ) = >, , 2 etpour < lona
g( ) = % + g( 2). Cetterelationmontrequela limite lim _; g( ) ne peutpasétrefinie et on
ne peutdoncpasprolongerla fonction f(z) endehorsdu disque (0). Il parat paradoxalque
surtoutles seriescorvergeantiresvite ont cetteproprieté.

Le theoemesuivantmontrequepourunefonctionholomorphd’image d’un ensembleuvert
estouvert (on dit quel’applicationestouverte).Cetteproprieté topologiquea été découertedans
uncadreplusgéréralparL.E.J.Brouwerdanslesanrees1910,et démontéedefagn élementaire
par Stallow (1938)etH. Cartan.

Pour mieux comprendrecette propriete, étudionsd’abordla fonction f : R? — IR? dela
Fig.11.9 (voir aussi[HW, p.295]) qui estinfiniment /R-differentiablemais pasholomorphe.Pres
de chaquepoint z; = (z1,y;) ou la matrice jacobienneestinversible, 'application f estun
difféeomorphismdocal. Parcongquentpourtoutvoisinage dez; I'image f( ) estunvoisinage
de f(z;). Examinonsalorsles pointsou la matricejacobienneestsinguliere: cespointsforment
unecourbé, le long delaquellecetteapplicationformeun“pli”. Sion choisitun point z, surcette
courbelimaged’'undisque centéenz, seraplié acetendroit,etneserapasouverte

2Pourl’exempledela Fig.11.9 cettecourbeestdonréeparla formule
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FIG. I1.9: Contre-aemple:  =z+ 5, =(z+2)y*—3(z+1)y+
Théoreme9.4 (théoremede 'image ouverte) Soit unouvertet f(z) unefonctionholomorphe

qui estnulle partlocalementonstante Alors pour chaqueouvert I'image f( ) estouverte
(ondit que f estune“application ouverte”).

Démonstation. Soit etz un pointavec f'(z;) = 0. La fonction estlocalement
biholomorphepresde z; (Corollairel.7.7) et parcongquentf(z;) estun pointintérieurde f( ).
Il restea consicererles points z avec f’(zp) = 0. Parle Théo®me9.1 cespointssont

isolés car f(z) n'estpaslocalementonstanteDansun voisinaged’un tel point, la fonction f(z)
s’enroule,similairementa la fonction z*, quenousavonsétudé dansle Chapitrel (voir Fig.l.5).
L'ensemblef( ) contourndotalemente point f(z,) (voir Fig.Il.10) etestdoncouvert.

A
J V‘ "v»‘
SREEETE e AN
P A‘!ﬂ’ﬂ?'\ V. SO l. )
s A PN
; Ao
o i, ey
Ls k!
RSEEEEES
FIG. 11.10: lllustration de la preuwve du Theoeme9.4, = (z +0. (1 +1))(z — 20)* — 0.3;

z0=0.440.31, 21 = 0.5+ 0. 7.

La preuwe rigoureuseutilise les series. apres destranslations,noussupposons,, = 0 et
f(z0) = 0. Soitay ( 2) le premiertermenonnul dela sériepour f(z) :

f(2) = arp2” + apr 2"+ =@ (LF bz b2 ). (9.5)

Pour|z| sufisammenipetit, 1 + b1z + by2? + ... peutétreécritecomme(l + cyz + cp2% + .. )"
(utiliser la seriebinomiale)etla fonction f(z) de (9.5)devient

f(z)=ar(z(1+ 12+ o2+ .. ))k = ak(g(z))k. (9.6)

La fonction f(z) estdoncla compositiond’une fonction biholomorphey(z) etdela fonction *
bienconnue Notreinspirationgéonetriqueestdoncvérifieeet chaquepoint prochede f(z,) = 0
posede préimagege f(z) quisontprochede z. |
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11.10 Exercices

1. Consicronde demi-disqug(z,y); z?+y*> 1, y > 0}. Donnerunchemincontirimentdifferentiable
parmorceauwqui décritle borddecetensemble.

2. Donnerdeuxparangtrisationsequivalentesmaisdifférentesiel’ellipse

2 2
{@y: 5+35 =1}

3. Démontrerendétail quela longueurd’une courbeestindépendentelela parangtrisation(considrer

descheminsqui sontcontimimentdifférentiablegpar morceaux).

4. Calculerlalongueurd’arcdelacycloide y(t) = (t —sint) +i(1 —cost) pout0 ¢ 2 . Dessiner
cettecourbe.

5. Intégrerafonction f(z) = e* surlesdeuxcheminsy; (t) = t+it? (pourt € [0,1]) et ya(t) = t2+it
(aussipourt € [0, 1]) ainsiquesurle cheminy; — ..
Fairele mémecalcul pourla fonction f(z) = |z|2.

6. Soit  le bord(avecuneparangtrisationqui estcontirimentdifférentiablestorien&epositvement)
d’'un ensembleompact . Sonaireestdonre par

. 1
aireg( ) = ?/ Zdz (10.1)
(3
Démontrercerésultatd’abordpouruntriangleet ensuitepouruneunionfinie detriangles(parexem-
ple,unrectangle).

7. A l'aide dela formule (10.1) calculerl'aire de 'ensemblefini limité parla courbe ~(t) = p(t)e
(pour0 t 2 )ou p(t) =1+ 3sint. Faireundessin.
Quelairerepiesentd’in égrale (2i)~! [ z dz sil'on intégresuttoutl'intervalle [0,2 ].

avec y(t) = €' pourt € [0,2 ], montrerque

8. Envousaidantducalculde/
J z+a

/27T 14+ acost
0

1+2acost+a2dt:0 pour la|>1,a€ R

Indication. Montrerque f(z) = (z + a)~! posgdeuneprimitive surle disqueD,(0) avecp = |al.
9. Enuutilisantlestechniquegamilierespourle calculdansiR, calculerles primitivespour:

22

ze®, ze®, 22 sin(4z)
10. Si v estl'arc de courbede !’ équationy = x3 — 3z% + 42 — 1 joignantles points(1,1) et (2, 3),

trouver la valeurde _
/ (1222 + 41'2) dz

11. Enéwaluant [ e* dz surle cercle |z| = 1, montrerque
2T 2T
/ e 'cos(t+sint)dt =0 et / e 'sin(t+sint)dt =0
0 0

12. EnutilisantlaformuledeCauchypourlintégrale [ z ! dz oliv etle contourd’uneellipse,montrer
la formule

/27f dt 2
0 a2cos2t+ b2sin?t  ab
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

Ens’inspirantdu calculdesintégralede FresneExemple4.3) démontremue

00 , 1—1
/ o L 22 g §.1+lc§ pour a € R avec |a] 1
. a

Pour , € R, >0etr =,/ %2+ 2démontremque

/ - Cos(x)dI:£ r+ ot / o sm(x)dx:\/_ r—
0 NG r 2 0

Indication. Utiliser la substitutionz = t? dansl’int égralede'exercice13.

Soita =29 <x1 < <z, =b unesubdvisiondelintervalle [a, b] etnotons
wp(z) = (z—x0)(z—z1) (22— )

Consiceronsune courbeferméey autourdu segment(a, b], orienée positvement,et satishisantles
conditionspourpouwir appliquera formule de Cauchy Pourunefonction f(z) qui estholomorphe
dansl'int érieurdela courbeet dansun voisinagedela courbe demontrerque

o) == 1 f(2) ] wy(2) — wn(x)

= d
2i) z—=z Wy (2) :

estun polyndmede degré n qui satishit ,(zy) = f(zx) pourk = 0,1, ,n (polyndbmed’inter-
polation;voir le cours“AnalyseNumérique”).

Soit f(z) holomorphedansD,,(0) etsoity(t) = re,0 ¢ 2 avecO < r < p. Calculer

0
[ =t ="

endépendanceela positiondea etb parrapportaucercley.

SoitU € ouwertetc € U. Si f: U — (€ estcontinuedansU etholomorphedansU \ {c}, alors
f(2) estholomorphedanstout U.

Indication. Démontrerquela fonctiong(z) := (z — ¢) f(z) estC-différentiableen ¢ et doncaussi
dansU. Appliquerensuitele Theoeme6.1alafonctiong(z).

Soit f(z) holomorphedansD,,(0) avecp > 1. Calculerlesintégrales

/(2 (=+ %))f(j) dz

avecy(t) = €' pourt € [0,2 | dedeuxmangresdifferenteset endéduirelesformules

1/0% £l eos?(t/2)dt = FO) + T e 1/0% ety sin(t/2)dt = £(0) — 0

LesnombresdeBernoulli B;, sontlescoeficientsdela série
z Bl B2 2 B3 3 B4 4

En utilisantle Théoemede Cauchy—aylor et le résultatdel'’exercicel7,demontremuele rayonde
corvergencede cettesérieestp = 2 .

Démontreruela fonction
z

S e R ey

estholomorphedansle disqueD,,(0) avecp = 4 . EndéduirequelesnombresieBernoullisatisfont
pourk — oo,

Bo, (- 1>k+1 ((22]3)2‘k
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21.

22.
23.

24,

25.

26.

27.

28.
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Differentiationnurrériqued’unefonctionholomorphe Si f(z) estholomorphedansle disqueD,,(c)
etsi0 < r < p,onaque

k!
2k

F ()

27 i .
/ fle+ret)e ™ dt
0
Démontremquel’approximationnumérique

k!

rk

N-1 ‘ . 2 j
Z fe+re' et aec tj=—
=0

£ ()

donnele résultatexactsi > k etsi f(z) estunpolynrdmededegré < k +

Pourla fonction f(z) = 2? + 2 — 1 calculerle maximumde | f (z)| dansle disque|z| 1.
Consiceronsla fractionrationnelle

141z

R(z)= ———3"
(2) 1— %z + %z2

Enappliquante principedu maximumsurun demi-disque{z; Rez 0, |z| R} avecunR trés
grand,demontrerque
|R(z)] 1 pour Rez 0

Soit f(z) holomorphedansD,(0). Pour0  r < p, ondéfinit

(r) == max {|f(2)]; 2| = 7}
Montrer quela fonctionr —  (r) estcontinueet croissante.Elle eststrictementcroissantesi et
seulemensi f(z) n'estpasuneconstante.

Soit f(z) unefonctionholomorphedansle disqueD; (0). Montrerqu’il existeun entierpositif n tel
quef(1/n) #1/(n +2).

Surle disqueD; (0) consiceronsla fonctiondéfinie parla série
F(z) =3k
k=0

Déterminerle domainemaximalou f(z) peutétreprolongee commefonctionanalytique.Donnerla
valeurde f(2) deceprolongement.

Indication. En dérivantlidentite (1 —2)~' =142+ 22+ 22+  deuxfois, essayed’exprimer
la fonction f(z) commefractionrationnelle.

Soit f(z) = 22 — 3z + 2. Calculerexplicitementlesimagesf (U) pourlesdisquesouverts
U= D05(1) et U= D1(1 5)

Montrerdanschacundescasque f (U ) estouvert.
Indication. Ecrire f(z) souslaforme (z — ¢)? + d, etle bordde U sousla formec + r(t)e™.

Démontrele “principe du maximum”al'aide du theoemedel'image ouverte.



Chapitrelll

Singulariteset fonctionsmeromorphes

“Les singularies sontextrememenimportantesar on peutentirer quelguechoseen analyse
complee, cettebranchedesmatlematiquesyui étudieles fonctionsdéfiniessur un domaine
duplancomplexe ” (www. t echno- sci ence. net , Astrophysique)

Desfonctionsréellesavec dessingularies noussontfamilieres(coursAnalysel), par exemple,
l/x, sinz/z, xsin(1l/z), etc. Pourdesfonctionscompleces, I' étudedessingulariés est tres
différenteet on peut obtenir des classificationantéressantegui ne sont pas possiblesdansle
casréel. Lessingulariésjouentun role importantdansle calculdesintégralegrésidus).

1.1 Le point alinfini etla sphere de Riemann

Dansle casréel, il estfréquentde “compactifier’l'axe enajoutantun point —  etun deuxeme
point+ ; engéomngétrie projective, on introduit une“droite a l'infini”. En analysecomplexe, il
estplusnaturelde consicerertoutl’infini commeun seulpoint

Une prem#ire motivation pour cettecorventionsontles fonctionsrationnellescommel /z, la
transformatiorde Cayley (1.2.7) ou celle de Joulovski (1.2.10). On voit, parexemple,enFig.1.6,
que les deux “tachesblanches” repiesentant’extérieur de la figure d’'a coté, se rapetissentiu
point 1, si 'on imagineque I'extérieur s’agrandita I'infini. Donc, le “point 1" correspondau
“point " parcetteapplication.

Unedeuximemotivationestfournie parla projectionsteréagraphique(Fig. I11.1), qui projette
unesprere 2 apartirdu“podlenord” surunplanparalkleal équateurElle estbijective entre
le planetla sptere,sande point . Cepoint correspongustementu“point " duplan. Cette
identificationde @ = ¢ { } avecunesphereestconnuesousle nomsplere de Riemann

FiG. lll.1: Projectionsteréographique
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On saitdepuisl’Antiquit & (Hipparchus Ptolemaiosjue cetteprojectionpréservees cercles
(coursGeéonttriel, voir aussiFig.lll.1). Spécialemenintéressanenanalysecomplece estle fait
(connudepuide 17emesiecle,Halley 1696)quela projectionsteréographiqu@réservdesangles
c.-a-d.,elleestconforme Celaestdl aufait quechaquaayondeprojection ' traversele plan
tangent sousle mémeangleque le plan de projection ' (voir Fig.lll.1, a droite: on a

1= 4 cCar C( estparalkleauplantangenta ,puis ;= set = 3z,donc 3= ).

Les proprietes d'un point complexe ou d’une fonction complece en un point peuwent étre
étendueswpoint  al'aide del'applicationz — 1/z quiervoie  aupoint0.

C’estainsiqu’on peutdéfinir qu'unesuite{z; } corvemgeversle point , c.-a-d.,

lim 2z, = (1.2)

k—o0

sila suite{1/z;} corvergevers0, c.-a-d.,si pourtout 0il existe telque|l/z;| < pour

(ou,enposantk = 1/ , sipourtout R 0 il existe telque|z,| R pour ).
La suitesurla sprerede Riemannqui corresponda unetelle suitedans’, corverge versle pole
nord . Parexemple lasuite0,i, —2,—3¢,4,5i,— ,— i, ,...corvemgevers dansC. Lasuite

0,—1,2,-3,4, —5,... corvergeaussivers  dans(, maiselle ne corverge pasdansii.
Siunefonctioncomplexe f(z) estdéfiniepour|z| R, onnote

fC )= lim f(z) = ;}Lr{.lo f(zx) pour{z,} satishisant 1}1_130 2z, =

Z—00

si cettelimite existe et ne dépendpasdela suite{z;}. Aveccettenotationon peutdéfinir qu’une
fonction f(z) estholomorphe(analytique)aupoint , sila fonction f( ) := f(1/ ) estholo-
morphe(analytique)aupoint = 0. Lafonction f(z) = 1/z pourlaquellef( ) = estalors
holomorpheen . LafonctiondeCayley f(z) = (2 +1)/(z — 1) satishit f( ) = 1 etelle est

holomorpheen  carlafonctionf( )= f(1/ )=(1+ )/(1— )estholomorpheen = 0.

1.2 Le déweloppementde Laurent

“L’extensiondonréeparM. Laurent  nouspardt dignederemarqué.
(Cauchyl1843,voir Remmertl991)

Siunefonctionholomorpheendversl’infini oucesseal’&étreholomorphedansunerégion,on peut
néanmoinssau\er la série entiere,a condition d’admette aussidespuissanceségatives Cette
extensiona ét€ présenéepar PA. Laurent(1813-1854jngénieurde 'armée)a Cauchy qui ena
parle al’Académie(voir citation),maisqui nel'a pastrouvee“digne” de publication.

Théoreme?2.1 Soit f(z) unefonctionholomorphedansun ouvertqui contientla couronnecircu-
laire C' ,(c):={2z € <|z—¢| < }. Alors,pourz C ,(c)ona

O i R R U R NI R CRORE D DY R OM A
- - k=—00
ou
1
ak:%/%d, . —3-2-1,0,1,2,3,... 2.2)

estla mémeformuleque(l1.6.2), maisaussivalableici pourles négatifs.Lechemind’intégration
esty(t)=c+ "t [0,2r] avec < < (lesvaleus =0et = sontadmises).
Lasériey;, (ax(z—c)* corvergepour|z—c| < ,etlaseriey;, oax(z—c)* pour|z—c|
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Fic. lll.2: Preuve du Théo®emede Laurent

Démonstation. Nous suivonsde tres pres les idéesde la démonstratiordu Théoemell.6.1
de Cauchy—aylor qui estbaesurla formule inégrale(ll.5.1) de Cauchy Commela couronne
C ,(c) nestpasun domaineétoile, on ne peutpasdirectementppliquercetteformuleintégrale.
On estalorsobligé dediviserla couronnesn plusieurspartiesétoilees(voir la Fig.111.2).

Pourun z fixé a l'intérieurde la couronneC' ,(c) nouschoisissons.,s 0et < 1 tels
que <s<s/ <|z—¢c < < < etnousconsicronslescheminsy (t) = c+ *,
vs(t) = c+s " etdi(t),...,0,(t), dessiesdansla Fig.11l.2 pour = 5. Laformuleintégralede

Cauchy(11.5.1) appliqguieeauchemind,, etle Théoremell.4.2 appliqe auxautress; (notonsque
lafonction — f( )/( — z) estholomorphedanslint érieurded; pour = 1) donnent

S =5 [ 2

En additionantiesintégralessurles?;, la contritution dessegmentsreliantlescerclesy et+, se
simplifie,etonobtient [ +...+ [ = /[ — [ .Ainsi

f(z)zﬁ/ f 1 f(O)

()
-z d + 2mt ) 2z —

La premeireintégraledans(2.4) peutétretraitée commedansla preuwve du Théoemell.6.1
et donnenaissancauxtermesavec 0 dans(2.1). Commel’int égrantdesintégraleq2.2) est
holomorphedansla couronne e cheminy peutétre dépla& librementvers~ sanschangena
valeurdel'int égrale.

Pourla deuximeintégrale nouséchangeons  z dans(ll.6.3), ainsila sériedevient corver-
gentepour| —¢| < |z — c|. Celadonne

1 1 —c ( _ c)k‘ ( _ c)k-+1

(_)Zd et %/ f()zd =0 pour =2...., . (2.3)

d . (2.4)

= , 2.5

z— z—c+(z—c)2+ +(z—c)’“+1 (z—c)ftl(z— )’ (2:5)

etinséré dansla deuximeintégralede (2.4) creelestermesavec < 0. Le restepeutétreesting

delamémemaneére,car| —c|/|z—c| < <1 pour sedepla@antsurle cheminys. O
L'in égali& de Cauchy(voir (7.1))

wl<—L  wee ()= max If(2) (26)

zZ—Cc =

( < < )restevalablepourles positifset négatifs.
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Exemple2.2 Consiceronsla fonction f(z) = 1/(1 + 2?) etcherchonde développementeLau-
rentautourdu pointc = 0.4 4+ 0. 4. Pourcalculerlescoeficients,lesformulesintégraleq2.2) ne
sontpastoujourspratiques.On essayerlutdt d’utiliser dessériesde Taylor connues.
La fonction f(z) = 1/(1 + 2?) estholomorphepartoutsaufaupoints : qui sontadistance
~ 0.5 et = 1. 5dec(voir laFig.lll.3). Pourcalculerle développementle Laurentdansla
couronneentrecesdeuxrayons,nousdecomposonta fonctionenfractionssimples,

1 1 1 1
= —_ . 2.7

1) =1 2i<z—i+—i—z> .1
On suitla demonstratiorprécedenteet on remplacdes deuxfractionssimplesparles deuxséries

géonetriques(2.5) et (11.6.3), unefois avec remplaé& par: et I'autre fois par —i, en faisant
attentionala corvergence Ainsi, on obtientpour(2.7)

11 (1 —c)? i—c 1 1 z—c (z —c)?
1+z2_2z’('“ (z—¢)3 (z—c)2+z—c+—i—c (—i—c)?  (—i—-c)? )

Lavaleurabsoluadecettesérietronquee(—24 < < 24) peutétreadmieeenFig. ll1.3.

i

)

':"::'
RN
KK

)
)

FIG. 111.3: Domaineetmodulede 24 termesd’'unesériede Laurentpour 1/(1 + 22).

I11.3 Singularitésisolees

Siunefonction f(z) estholomorphedansun disqueépoing(  0)
o)={z € 0<|z—c< }= Ll {c}, (3.1)

nousappelons: unesingularité isolee Le but de ce paragraphestde classifierles singularies
isoléesetd’étudierlesfonctionsholomorphegprochesdeleurssingulariésisolées.

Le disqueépoiné (c) estunecouronneC’ ,(c) avec = 0. On peutdoncappliquerle
Théoreme2.1etconsicererle développementle Laurent

fz)=...+ (26120)2 n ZG:1C +ag+ai(z—c)+axy(z—c)P+...= io: ag(z — C)k

k=—oc
pour z ,(c). Ondistinguelestrois possibiliessuvantes:

1. singularite supprimablesi a;, = 0 pourtout < 0;

2. poled’ordre 0,Siay =0pour < — ,maisa_,, =0);

3. singularite essentiellesi un nombreinfini dea;, avec < 0 sontnonnuls.
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1) Singularitéssupprimables

Unesingularié supprimables’appelleaussisingularie virtuelle ou singularié effacable. Comme
le theomesuivantnousmontre,il nes’agit pasd’unevraiesingularié.

Théoreme3.1 Soit f(z) holomorphedansun disqueépoing  (c). Lespropositionssuivantes
sontéquivalentes:

1. f(2) posdeunesingularite supprimableenc;

2. f(z) seprolonge holomorphiquemerdu disqueentier ,(c);

3. lalimite lim,_,. f(z) existedans(,

4. f(z) estbornéeau voisinage dec.

Démonstation. L'implication (1)  (2) suitdudéweloppementle Laurentenposantf(c) := ay.
Lacondition(2) entrane(3), carchagudonctionholomorpheestcontinue.L’existencedelalimite
lim,_.. f(z) = a implique quepourtout z dansun voisinagede c la valeurde f(z) estprochede
a (,donc(3) (4).

Il rested démontrer(4) (1). Si|f(z)] < ( dansun voisinagede ¢, alors ()
max ,_.— |f(2)] < . Parcongquentlesinégali&sde Cauchy(2.6), pour — 0, montrent
quea, = 0 pourtout < 0. Ainsi, le développementie Laurentdevient unesérieentiere. m|

2) Poles

Si f(z) posedeun pdled’'ordre enc, on peutmettreenévidencde facteur(z — ¢)~™ dansle
développemente Laurentet on obtient

fz)=(z=¢c)™™ (a_m + 0 my1(z =€)+ a_mya(z — ) + .. ) (3.2)

Théoreme3.2 Soit f(z) holomorphedansun disqueépoing (c). Lespropositionssuivantes
sontéquivalentes:

1. f(z) posedeenc unpbledordre 0;
2. f(z) = (2 —c) ™y(z) ou g(z) estholomorphedansle disqueentier ,(c);
3. lalimite lim,_.. f(z) =  existedans(.

Démonstation. Lesimplications(1)  (2)  (3) sontunecongquencéammédiatede (3.2).
Supposonsnaintenanguelim,_.. f(z) = . Lafonction f(z) estalorsnonnulle dansun voisi-
nagedu pointc etl'inverse (z) = 1/f(z) estbiendéfinie etholomorphedansun disqueépoiné

(c)avecO < < . Commelim,_. (z) =0, ondéduitdu Theoeme3.1que (z) estholo-
morphedansle disqueentier (c) etque (c) = 0. Parcongquent, (z) = (z — ¢)™ ((z) avec

un 0 etavec o(c) = 0. Lafonction f(z) = 1/ (z) posededoncun déweloppemente
Laurentdela forme(3.2). O
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3) Singularitésessentielles
Dansle casd’'unesingularié essentiellele comportementie , quand serapprocheale , est
caracéris parle theoemesuivant.

Théoreme3.3 (Casorati 1868, Weierstrass1876) Soit holomorphedansun disqueépoingé
. Lespropositionssuivantesontéquivalentes:

1. pos&deen unesingularite essentielle;
2. pourtout avec , 'ensemble estdensadans
3. la limite n‘existepasdans .
Démonstation. L'implication estévidentecar, aucasou  existe,
estprochede si estprochede et ne peutdoncpasétredensedans
Sila limite n'existe pasdans , le point ne peutpasétreunesingularié sup-
primableni un pdle. Donc,l'implication estvraie.
Pourdémontrer , Supposongjue estunesingularie essentielleet (par I'absurde)
gu’il existe tel que n'estpasdensedans . Il existealors et telsque
pourtout . Cecinouspermetde consicererla fonction
c.-a-d. — (3.3)
Elle estholomorpheet bornge ( ) dans . D’apresle Théoreme3.1, se
prolongeholomorphiquemenré . Si , alors estholomorphedans etsi
(zérodemultiplicité ), alors aunpodled’ordre en . Onendéduit(voir (3.3))
que estholomorpheou que aunpodledordre en . Cecicontreditle fait que
pos®deunesingularié essentiellen . |

UneillustrationestdonréeenFig.ll1.4, pourla fonction

unefonction qui, dansle casréel, estsi aimable(voir [HW, p.253]). Les deuxtoursqui appa-
raissenformentunesingularig, leslignesde niveaude sontdeslemniscategExercice7).
L’argumentde se comportebeaucoupplus violemment,avec une infinité de rotationssur
chacuneale ceslemniscatesLa validité du Theoemede Casorati—-\Eierstrasgstévidenteici.
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FIG. lll.4: Fonction avecsingularié essentielleta valeurabsoluea gaucheet leslignesde
niveauavecvaleurs ( ) de adroite.
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1.4 Theoremedesreésidus

“résidu[ré-zi-dg n.m. (dulat. residuusqui estdereste).Cequireste "
(LarousseDictionnaireUniversel)

Le Theoemedesrésidusgéréralisele théoremede Cauchyll.4.2 auxfonctionsayantdessingu-
laritésisoléesal'int érieurdu chemind’intégration.ll fut pour Cauchyl’instrumentprincipal pour
trouver desvaleursd’intégralesiéfinies.

Définition 4.1 Soit holomorphedansun disqueépoiné . Laquantie
_ / d  Res 4.1)
ou pour et , estappeéele résidude au point
(c.-a-d.la seulechosequi restede apresintégration).
Le résiduestle coeficientde du développemente Laurent.On peutle calculerpar

déweloppemenenseries.Pourdespdlessimples,onalesformulescommodes

Res et Res —_— (4.2)
Si avec etsi pos®deun zérosimpleen
Si estunpobled’ordre de , onpose . Alors, le résidude en
estle -iemetermedela sériede Taylor de , C.-a-d.
Res — (4.3)

Théoreme4.2 (Cauchy 1826) Soit un domaineétoile et unecourbefermée parcourant
dansle senspositif. Soit holomorphedansun voisingge de I'adhérence , a
I'exceptiond’'un nombe fini desingularitsisolées dans . Alors,

_ / d > Res (4.4)

Démonstation. La preuwe esttres similaire a celle du Theoemell.5.1 (formule intégralede
Cauchy). La seuledifferencerésidedansle fait que nousavons maintenanplusieus pointssin-
guliersa contournermar de petits cercles(voir Fig.lll.5). Commeaupar&ant, celamarchesans
autrecomplicationsi le domainede définition estétoilé. On projetteles singulariésversle bord

FiGc. lll.5; Preuve duthéoemedesrésidus
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eton appliquele Theoemell.4.2 de Cauchya un chemin  qui comprend , lescerclesautour
dessingularieésetlesconnectionsLesintégralesurlescheminsaller etretourdisparaissentl ne

resteque
/ i 3 / d (4.5)

oules sontlescerclesqui contournentes pointssinguliersdansle senspositif. On obtientla

formule (4.4) enrempla@ntlesderniresintégralegar(4.1). 0

Siunefonction estholomorphedansun domaine etsi estun pointfixé, alorsla
fonction

— (4.6)

posede commeseul point singulier avec Res (voir (4.2)). Dansce cas,le

Théoreme4.2 desrésidusdevientla formuleintégralede Cauchy(l1.5.1).

I11.5 Calcul d’int égralespar la méethodedesrésidus

“La théoriedesrésidussepréteavec unemeneilleusesimplicité a la recherchalesintégrales
définies,etvoici comment:” (H. Laurent, ThéoriedesRésidus 1865)

Noussommesnaintenanteretouralatoutepremiremotivationde Cauchypourentreprendrees
recherchesnanalysecomplexe,asavoir lajustificationetla géréralisatiordescalculsd’intégrales
entreprispar Euleret Laplace.

“L’art” detrouver desintégralegdéfiniesa été cultivé tout aulong des18emeet 19emesiecle,
Dirichlet et Kronecler ont donré descours(jusqua 6 heureshebdomadairesjur le sujet. Au-
jourd’hui, il existedelonguegables(parex. cellesde GrobnerHofreiterou Gradstein—Ryshikui
temoignentd’un travail incroyable) et desprogrammesnformatiques(par ex. Maple ou Mathe-
matica),qui “crachent’cesintégralesenquelquesnillisecondesMais, pourun espritscientifique,
il est,encoreettoujours,intéressantle voir commentestrésorsdu sa/oir ont été trouvés.

L'id ée esttres simple: on choisit une fonction , on choisit un chemin et on évalue
l'int égrale(4.4) encalculantlesrésidusiensuiteon la partagesn partiesréelleetimaginaire eton
trouve deuxformulesd’intégrales(dont une estsouwenttriviale). Discutonsquelquessituations
typiquesqui conduisent desintégralesntéressantes.

1) Int égralesimpr opres. Consideronslesintégrales

/

> >

ou la fonction n’a qu’'un nombrefini de singulariés
(aucunesurl’axe réel) et satishit
Commechemind’intégrationon prendl’intervalle reel , Suvi d'un granddemi-cercle
: (voir la petitefigure). Sousla condition , l'int égralesurle
demi-cerclgendvers pour etontrouve

/ > Res (5.1)
Im

ou la sommeestsurtouteslessingularies de dansle demi-plansugerieut
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Exemple De cettemanireon obtient

/7_

sansavoir besoinde calculerune primitive de la fonction . En effet, les
singularies concermgessont -, et —. Lesrésiduscorrespondantsont

par la deuxemeformule de (4.2). Ainsi, Res — , Res et
Res — dontla sommeest

2) Int égralestrigonométriques. Pouruneintégraledela forme

/

on consicerele cercleunité avec etonobsere que

/ [(——) e

Il suffit alorsde calculerlessingulariésetleursrésiduspourla fonctiondela deuxemeintégrale
dans(5.2). Si estunefonctionrationnelle'int égrantde (5.2) estaussirationnel.

Exemple On obtientlesformules(pour )

/ _ / si (5.3)
/ L / s (5.4)

Pourle deuxemeexemple,il y aun pdle al'int érieurdu cercleunité de
résiduRes
L'intégrale

et

/ S si (5.5)

nécessitde calculdu résidud’un pdle double. Pouréviter cela,on peutdériver I'int égrale(5.4)
parrapportau parangtre .

3) Transformation deFourier. Il s’agitdesintégrales
impropresdela forme

[ ]
/ :
ou lafonction n’a qu’unnombrefini desingulariés(au-
cunesurl'axeréel) et satishit .

Commecheminnousconsiceronsle bord du caré (voir la petitefigure) ou et
sontsuffisammenigrandspour quetoutesles singulariessoientdansl’int €rieurdu care. Notant
quicorvergeverszéropour , I'int égralesur ,
peutétremajotéepar (pour )
‘ / ( Si
Pourl'int égralesur , on obtient

/ - — ) — S

etl'int égralesur peutétremajoeedela mémemanere.Ainsi nousobtenons
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/ > Res Si (5.6)
Im

ou et la sommeest sur toutesles singularies  de dansle demi-plan
superieut
Exemple On obtientalorssanscalculscompliquesque,pour etpour avec Re :

[ — ot [ —

Uneadditionresp.soustractiorde cesdeuxintégralesdonnele formulesde Laplace(1810)

4) Transformation de Mellin. Consicronsavec

et Re I'int égraleimpropre
ou la fonction n'a qu’'un nombrefini de singularies(au-
cunesur I'axe réel) et satishit ainsique

Rappelongjue Ia puissance esten géréeral multivaluée et donree par

Pourobtenirunefonction holomorphal fautfixer unebranchedu logarithme. Nousconsmérons
ou I'argumentestchoisipourque . Parle Théoemel.8.2

la fonction et alorsaussi  sontholomorphesdansle plan complexe privé de I'axe réel
positif. Pourunréel et pour , lalimite d’en hautet celled’en bassontdifféerentespn
arespectrement et

Pourdéfinir le chemind’intégration,nousprenonsun trespetitetun tresgrand,
et nousconsickeronslesdeuxcerclesderayons et reliéspardessegmentshorizontauxproches
del'axeréelpositif (voir la petitefigure). Avec , lesintégralessurles
cerclespeuentétremajoreespar

/ | et |/ | 5.7)

et convergentverszero pour et (par hypothesesurla fonction ). Le theome
desrésidusmpliquealorsque,dansla limite et ,ona
/ / > Res
ou sontles singulariesde et lesrésidussontcalcukespour . En
utilisantle fait que cetteformule devient
/ — 3 Res (5.8)
Exemple Avec on obtientla formule (pour Re )

/ - -

carle résidude en est
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5) Uneformule d’Euler. Pourdemontrer

/ - _

nousposons etnousconsideronge chemin > >
delafigureavec petitet grand.
Le petit demi-cercleest nécessairgour éviter le pole a I'origine. L'intégralesurle grand

demi-cercle : peutétreestiméeal’aide de sur par
Elle corverge verszérosi . Commela fonction estholomorphedansl’int érieurdu

cheminfermé, uneintégrationsurce chemindonnepour

f = | -

L'intégraleaumilieu corvergevers si . Enéchangeant par  dansla premereintégrale
etenutilisant nousobtenonda formule cherclee.

6) Encore desintégralesimpr opres. Cherchons calculer

/

ou la fonction n'a qu’un nombrefini de singularieés(aucunesurl’axe réel positif, I'origine
incluse)et satishit :

L'id ée estde consicererla fonction et le méme cheminque pour la
transformationde Mellin. Commedans(5.7) on demontreque I'int égralede surle grand
cercledispardt si . Cellesurle petitcercleavecrayon , peutétreestineecommesuit:

V.
Elle corverge aussivers zéro pour , car n'a pasde singularié a I'origine. Pour
I'int égralesurle cheminentieril restealors(pour et )

/ /A )

etle theoemedesrésidusdonne
/ > Res (5.9)

Exemple Commeapplicationconcete,calculond’int égralesuivante:

Pourlestrois singulariés : , lesrésidusde
sontrespectrement , et . La formule (5.9) donnela
valeuraffirméedelint égrale.
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1.6  Fonctionsméromorphes

“ , partie” et “ , forme” (DictionnaireGrecFrana@is,Hachette)

Lesfonctionsméromorphesontdesfonctionsqui ont presqudgen partie)la forme desfonctions
holomorphesPlusprécisemenbna:

Définition 6.1 (Briot—Bouquet 1875) Une fonction estméromorphedansun ouvert , si
elle estholomorphedans saufendespointsisolésou elle peutavoir despoles.

Les fonctions méromorphesdansun domaine peuwent étre additionrees, multipliéeset
dériveessanssortir de 'ensembledesfonctionsméromorphesL’avantagepar rapportaux fonc-
tionsholomorphegstquelesfonctionsméromorphepeuventaussiétrediviséesentreelles.

Théoreme6.2 Si et sontméeromorphegians , leur quotient estaussiméro-
morphe L’'ensembledesfonctionsméromorphesians formealorsuncorps.

Démonstation. Lessingulariesde sontlespdlesde et etleszérosde
Pouruntel point ona avec et et

avec et . Le quotient posedeen une
singularie supprimablési ) ouun pole d’ordre . 0

Exemples.Toutesles fonctionsholomorphesmais aussiles fonctionsrationnellesainsi que les
fonctions , , , etc.,sontméromorphes.

Décompositionen fractions simples. Pourles fonctionsrationnellesja decomposition
enfractionssimplesestsouwenttresutile. Nousreprenonsin exemplede[HW, p.119-120]:

(6.1)
Nousavonsun pole d’ordre 3 en etund’ordre2 en . La fonction
n'a plus de pole en . Nous déwelopponscettefonction en série de Taylor et obtenonde
déweloppementle Laurent(qui corverge pour )
- — — (6.2)
etsimilairementpourl’autre pole (cettefois pour )
— — — (6.3)
Idée: Si on dénoteles“parties principales” de cesdéweloppementpar
et (6.4)
alors n'a plus de pole et, par le Théoreme 3.1, estholomorphedans
Comme , il suitdu Théoremell.7.2 deLiouville quecettedifferencesstzéroet
(6.5)
(cf. [HW, formule (11.5.11)]).
Rappelongjue posedeunpdled’ordre en ,si enaunaupoint
. Cecisignifie que ou estholomorpheproche et
Alors, ou estholomorphedansun voisinagede et . Par

exemple,un polynbmededegré  pos®deen unpdled’ordre
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Théoreme6.3 Si estunefonctionméromorphesur , alors ne posede
gu’unnombe fini depbleset estunefractionrationnelle

Démonstation. Commelessingulariés(ici le pointinfini estinclus)d’'unefonctionméromorphe

sontisolées|l existe telque neposedepasdesingularié al'extérieurde (sauf

eventuellemeneén ) etseulemenun nombrefini dans . Soient lespdlesde
situésdans . Si  estl'ordrede |, onconsicrelafonction

qui estholomorphedanstout . Si aunpoled’ordre en ousi estholomorphe
dansunvoisinagede  ( ), 0na . Parlaremarquesuivantle

Théoremell.7.2 deLiouville, lafonction estunpolyndomededegréauplus .

Par congquent, estunefonctionrationnelle. O

Casd’une infinit & de poles. Soit, parexemple, . Il y adespoles
simplesauxpoints , , avec Res . Laformuleanaloguea (6.5) seraitici

NN ANEAN
NIRRT =

formuletrouvéeparEuler, al'aide desonproduitpour (voir Introductiol748,Chap X, 178).
Voici d’autresexemples.

ouencore

- - (6.8)

et

(6.9)
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Notrebut estde démontrercesformules. Tout d’abordremarquonsgjueles séries(6.6) et (6.7)
ne corvergentpassansautreprécision(série harmonique) Pourdonnerunesensa cesformulesil
fautgrouperensembldestermes

Pourunefonction méromorpheavec pble  nousnotonspar la partie principale dans
le developpemente Laurentautourde (c.-a-d., les termesavec indicesnégatifs). Pourune
courbefermée autourdel’origine, nousnotonspar la distancede al'origine etpar
salongueur
Théoreme6.4 (Mittag-Leffler) Soit méromorphedans avecpoles ( ).
Consiceronsunesuite decourbesfermeescontournant’origine et satisfaisant
pour et , surlesquelles

pour et (6.10)
Alorsona

> ) > ( ) (6.11)

Int

ou Int désigne’int érieur dela coube
Si estun pole de , Il fautremplacer dansla formule(6.11) par plusle
termeconstantdansle développemerde Laurentautourde

T
L

)

FIG. 11.6: lllustrationdela preuve du“Théoemede Mittag-Leffler” pour

Démonstation. Cethéoemeestuneversionsimplifieedu cekebre
théoeme de Mittag-Leffler, qui fut publié dansActa Math.vol. 4,
1884.

Commelessingulariésde sontisolées,l n'y aqu’'unnom-
bre fini despbles a l'intérieurde  (voir Fig.111.6). L'idée est
d’enlever cessingularieset de consicererla fonction

>

Int

qui estholomorphedansunvoisinagede Int (voir Fig.111.7). La
formuleintégralede Cauchydonnealors

3 - / > Int (6.12)

Int

pour danslintérieurde et difféerentde pbles. Danscettesituation,la fonction
pos®delespbles et avecrésidusRes etRes
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FIG. lll.7: Courbeddeniveaupourla valeurabsoluede >

Le theoemedesrésidusdonnealorsque

. / S (6.13)
etlaformule(6.12) (appligteeunefois pour etunedeuximefois pour ) impliqueque
[ (— ) —J
Nousmajoronscettederniereintégraleenutilisant(6.10))etI’hypothésesur , cequi donne

| > ) (6:14)

Int

ou estla distanceminimaleentre etlacourbe . Pour fixé, cettedistanceendvers
P'infini pour etla majorationdans(6.14)tendverszeéro.

Dansle casou l'origine estun pole dela fonction , on appliquecettedemonstratiora la
fonction qui estholomorphepresdel’origine. O

Exemple 6.5 (formules d’Euler) Consideronsla fonction (voir la formule (6.6)).
Pourla courbe nousprenonde borddu carié avecsommets .Ona
et . Lafonction peutétremajoeeal’aide de

Surles partiesverticalesde ona et surles partieshorizontales car
pour . La formule (6.11) du Theoemede Mittag-Leffler implique alors

- E(— ) — ) - T
cequijustifie d'une partla formule (6.6). D’'autre part,enmultipliant cetteformule par , la série
devient(avec— ) )

que

Y——  YXr—  X(Z—)— 639
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Cettesérie,compaeea (1.9.5), donnelesformules

> — — pour (6.16)

'un desplusformidablestriomphesd’Euler. Mémele cas fut uneénigmepour Leibniz et
Joh.Bernoullipendanun demi-secle(plus préci€ment:de 1673a1740).

La formule (6.7) peutétre justifiee de la mémemankre. Pourla fonction
(voir laformule (6.8)) onadespdlesd’ordre etle Théoemede Mittag-Leffler donne

— = x( ) ))

En utilisant la formule (6.16) pour et , les termesconstantss’annulentet on
retrouwe la formule (6.8). La formule (6.9) peutaussiétrevérifieede cettemankire.

I1I.7  Principe del'ar gument

A l'aide du theoemedesrésidusnousdémontronsci le célebre“principe de l'argument”. La
premireapplicationdeceprincipeestduea Riemann(1859,Werke p. 148, pourestimere nombre
de zérosde sa“fonction ), unedeuximepar E.J.Routh(1877,dansun travail surla stabilite
d’'un syséme).

Théoreme7.1(Principe del'ar gument) Soit un domaineétoile et la courbefermée par-
courant dansle senspositif. Si est méromorphedans un voisingge de I'adhérence
etsanszéro ni pélesur , alors

—/— (7.1)

BN

ou et sont, respectivementie nombe de zéros et le nombe de pbles de a
l'intérieurde , compésavecleur multiplicité.

Démonstation. La fonction estméromorpheet posededespbdlesla ou estsoit
zérosoitinfinie. A I'aide de (4.2),on voit que

si alors Res(— >

si — alors Res(— >
Le théoremedesrésiduspour cettefonctiondonnel’affirmation (7.1). m|
Inter prétation géometrique du principe del'ar gument. Le quotient estla déerivée
de . Aussilongtempgjuela valeurde restedansun domaineou estdéfinieet
analytique pn atrouve uneprimitive de etparcongquenbna

J— ) O ) 7.2

ou dénoteune partiede la courbe . Sion veutappliquercetteformule a la courbe
entiere , il fautinterpreter commefonction multi-valuee. Néanmoinda partie réelle de

(quiest ) estle mémepour (lacourbe estfermée).Ainsi
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FiG. 111.8: Le principedel’argumentpourla fonction

[— ) C )| ) @3

Ceciestunmultiple entierde etcomptele nombredetoursqu’effectuele vecteur  , quand
parcourt dansle sengpositif.

Exemple Dansla Figurelll.8 sontdessieslesvecteurs attactesaupoint pourla fonction

ou et . Cettefonction pos&dedeuxzéros(
et ) etdeuxpoles( et alintérieurdu chemin . On peut
obsererquel’entier (7.1)vaut pourlescourbes , et ,ilvaut pour etdenouwau

pourla courbe .

Ce theoemepos®ded’innombrablesapplications,entreautresle “théoemede Roucte” et
une -emepreuwe duthéoemefondamentatiel'algebre.

Théoreme7.2 (théoremede Rouché) Soient et desfonctionsméromorphesdansun
ouvert etsoit unecourbetelle quele principedel’argumenteutétre appligLé. Si

pour tout (7.4)

alors

En particulier, quand et sontholomorphesalors ellesont le memenombe de zéros a
l'intérieurde .
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Démonstation. Encongquenceale(7.4),lesfonctions et n’ont ni zérosni polessur .

Il existealorsunvoisinage delacourbe oule quotient estholomorpheet
tel que
pour
Ceciimplique quela fonction Log estbiendéfiniedans et qu’elle estune primitive de
. Pourla courbefermée on obtientdonc [ . L’égalie
etle principedel'argumentpermettentle conclure. 0

Donnonsencorequelquesapplicationgypiquesde cerésultat:

Unedémonstationduthéoremefondamentatiel’alg ébre. Soit
un polynbmede degrée . Surun cerclederayon (avec sufisammentgrand)on a
. Le théomedeRouclkeimpliqueque pos®dele mémenombre

de zérosdans que (c.-a-d., exactement zéros,compgsavec leurs
multiplicités).

Continuie deszérosd’'un polyndbme Soit un
polyndmea coeficientsdépendantontinimentd’un parangtre . Si estuneracine
de demultiplicité , alorspour et assezetits,le polyndbme a
racinesdansgle disque . CecisuitdutheoemedeRoucte, caril existeun telque

pour
Un satishisantla deuxemeinégali€ existe, parcequeles zérossontisolés. La pre-

miereinégalie estduea la continuit descoeficients,si  estsufisammenprochede

Lemmede Hurwitz. Soit unesuitede fonctionsholomorphesians qui con-

verge localementuniformémentversunefonction holomorphe (c.-a-d.,corverge uni-

formémentsur chaquesous-ensembleompacide ). Supposonsgjue ne s’annulepas

sur le bord d’un disque. Alors, pour sufiisammentgrand, et ontle

mémenombrede zérosdans . Pourla demonstratiorde ce lemmeon remarqueque
sur

1.8 Exercices

1. Calculerleslimites suvantesdans (si ellesexistent)

2. Lesquelleslesfonctionssuivantessontholomorphesiansun voisinagede

— (—)

3. Soit un point de la sprere de Riemann,c.-a-d., . Calculersaprojec-
tion steréographique  a partir du pdle nord sur le plan passanpar I' équateur Calculer
égalemensaprojection  apartirdu pdle sud . Montrerque

Cecimotive I’ étudedel'infini al'aide dela transformation
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K

FiG. 1l1.9: Fonction avec singularie essentielleja valeurabsoluea gaucheet les lignesde

niveauavecvaleurs ( ) de adroite.
4. Pourlafonction , d@montremparun calculdirectquepourtout etpour
tout il existeun avec (voir la Fig.111.9).
5. Lafonction
estholomorphedans . Calculerestroisdéweloppementsgle Laurent:pour ,
pour et pour
6. Lesfonctionssuivantegpos&dentunesingularié aupoint . Déciders'il s’agitd’'unesingularié

10.

11.

supprimabled’un pdle (quelordre)ou d’'unesingularit essentielle:

—

Pourla fonction , d@montrerqueleslignesdeniveaude etde sontdes
lemniscategvoir la Fig.111.4).
Rappel.La célebre“lemniscate”de Jac.Bernoulli estdéfinie par (voir

[HW, p.314,3156t329).

Pourchacunelesfonctionssuivantesdétermineldes pdlesetlesrésidusencespoles:

—) = —

Enutilisantle theoemedesrésiduscalculerl’int égrale

/7

ou parcourtle borddu caré desommets dansle sengpositif.

/

Démontrerquepourdesentiers satishisant

Indication. Considererle chemindela figure.

Calculerl'intégrale

Y



68

12

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

Singulari€esetfonctionsméromorphes

. Soit un polyndbmededegrée . Démontremquela sommedesrésidusde la fonction
estzéro.

Parla méthodedesrésidusmontrerque

f— - -

Calculerl'intégrale

Indication. Utiliser lesmémesdéesquepourl’int égraledu type (5) dansle paragraphd|.5.

Indication. Prendreun chemincommedansl’intégraledu type (5) dansle paragraphdll.5 et

une déterminationdu logarithmequi estune fonction holomorphedans  privé de la demi-droite
d’argument

Démontremque

Vérifierla formule

/ _ _ pour

Calculerlesintégralessuivantes

f——

Enapplicante theoemede Mittag-Leffler demontrerda formule

( )

Endéduireque

Démontrerquetouteslesracinesdu polyndme sontsituéesentreles cercles
et .

Indication. Appliquerle theoemede Roucle avec surle petit cercleet avec

surle grandcercle.

Soit holomorphesurle disqueunité etcontinuesurl’adhérence etsupposonsue
. Démontreralors(al'aide du theo®medu Roucte) que pos&deexactement

unesolution

Soit unefonctionholomorpheet supposonsjuele borddel’ensemble

soit paran&tré parun chemin ausenspositif. Rappelongjue estle vecteurtangenta

cettecourbeet le vecteumormalorieng versl'extérieur

a) Expliquerpourguoiona danscettesituation;

b) En utilisantles équationgle Cauchy—Riemanpour , montrerque

¢) Montrerque eststrictementdécroissantelongde (dériver ).

Cerésultatestillustré dansla Fig. 111.10 pourla fonction

(8.1)
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73
FiG. 11.10: L'ensemble pourlafonction de(8.1).
22. DanslaFig.Il1.10! sontdessigslesvecteurs attaclesaupoint surla courbequi décrit
le bord de 'ensemble (pour la fonction de (8.1)). Uniguement

23.

en regardantcettefigure, décidercombiende zérosou pdles sontdanschacunedescomposantes
conneeshorreesde etde

En utilisantle theoemede Roucte, demontrere résultatsuvant qu’on appelleaussile “lemme de

Zarantonello”:soit etsoit unpolyndbmededegré satishisant . Alors,ona
Indication. Compareita fonction avec

Cettefigure estprisedu livre “Solving OrdinaryDifferential Equationd!” deHairer& Wanner
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Chapitre IV

Seriesde Fourier

La théorie de ce chapitrenouspermetde mieux comprendreoute sorte de phénonenespério-
diques Elle a sonorigine au 18emesiecle danslinterpolation de fonctions périodiquesen as-
tronomie,dansl’ étudede la cordrevibranteet du sonavantd’entrerenforce ensciencegracea
la Theoriedela Chaleurde Fourier(1822),voir le chapitreV.

Commeexemple consiceronda digitalisationd’un son(Fig. IV.1). Onaenrayistré im-
pulsionsparsecondegont sontdessies(cecicorrespona millisecondes).
Il N’y a pasde douteque cesdonréesrepsentenun phénonene périodique. On estsouent
intéresé parl’ étudedu spectred’un tel signal,parlesfréquenceslominantesparla suppression

d’un bruit defond éventuel etc.

fo : H . . . s Y A .
;/'/ / /J //J / L/ ./ f/ :
v Y Y viV i :

L g i L :

/

P ]
v v v v v V

L | IR Loy Loy | I | IR | I | AT | I | AT Ly
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FiIG. IV.1: Digitalisationdu son“o” prononé& parMartin

A partla résolutionde certainesquationsaux déeriveespartielles,on utilise aujourd’huides
seriesde Fourier (saversiondiscrete FFT, voir le cours“Analyse Numérique”; un des“Top 10
Algorithms of the 20th Century”) et desmodifications(ondeletteu “wavelets”) dansbeaucoup
d’applicationseninformatique(compressiome sons,compressiom’image, JPEG).

V.1 Deéfinitions mathématiqueset exemples

Fonctions périodiques. Lesfonctions : , maisaussi , sontdesfonctions
-périodiques c.-a-d.ellesvérifientla relation
pourtout
Polyndmestrigonométriques. Lescombinaisondinéairesde etde ( ) sont

desfonctions -périodiquesEllessontdela forme

— > ) (1.1)

oules et sontdescoeficientsréels.Onappelle(1.1)un polynbmetrigonométrique
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FIG. IV.2: Plusieurgpolyndbmestrigonongtriques

Formule d’Euler etreprésentationcomplexe. Laformuled’Euler

(1.2)
nouspermetdesimplifier 'expression1.1). En effet, enadditionnanet ensoustrayania formule
(1.2)et , on endéduit

(1.3)

Le polyndbmetrigonomeétrique(1.1) peutdoncétreécrit sousla forme

> (1.4)

ou,demankreéquvalente,

ou

Avec cesformules,on peutpasserde la repesentatiorréelle (1.1) a la repésentatiorcomplexe
(1.4) etvice-versa.

Coefficients de Fourier d’'une fonction -périodique. Considceronsd’abord un polynbme

trigononétrique > , multiplions-lepar etintegronsde a
car [ — pour etl'intégraleestégalea  pour . Onobtient
alors

- / (1.5)
Commelesfonctionssont -périodiquespn peutécrire/ ou [ aulieude [

Si est -périodique,maispasnécessairemenin polyndometrigonomneétrique,on appelle
(1.5) lescoeficientsde Fourier dela fonction

Définition 1.1 (Série de Fourier) Soit unefonction -périodiquetelle queles intégrales
dans(1.5) existent.On appelle“s érie de Fourier de " la série

3 ol _ / (1.6)

eton écrit > . La série de Fourier peutégalemengétre écrite sousla forme

- 2 2

avec donréspar (1.5).
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Pourle moment,on sait seulemengu’on a égali€ dans > pour des
polyndmestriogononétriques.Le sujetde ce chapitreestd’étudierla corvergencede cettesérie
etla questionquandcetteidentite restevraie pourdesfonctions  -périodiquesarbitraires.

Exemplel.2 Etudionscommentune fonction estapproxinee par sa série de Fourier La

Fig. IV.3 montresix fonctions -périodiquesainsi que plusieurstroncaturesde leurs seriesde
Fourierassocges.Lessix fonctionssont:

Si
Si — si
Si

/zg\ /\/425\ Il ) 1 2 3 4 5 7

i

N
~

FIG. IV.3: Quelquedonctions -périodiquesavecdessériesde Fouriertronqleesassoates
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Vérifions,parexemplepourla fonction ( ), quela sériede Fourierestcelle
donréedansle dessincorrespondandela Fig. IV.3. Un calculdirectdonne:

— / — (parceque estimpaire),

- = )

Remarquonsgjue,engéréral,ona

silafonction estimpaire,c.-a-d.si (sériedesinus),
silafonction estpaire,c.-a-d.si (sériedecosinus).
pair _ PN 1 impair 1M [
/\_,.-f /\,/
7 /
/ 4 . . .
/ 1 4 ; o= —
/ ] sv 0 I P
.-r/ | ~
\ Ve \ 7
0 N v

FIG. IV.4: lllustrationdesfonctionspairesetimpaires

Exemplel.3 Etudionsencorda fonctiondu detut dece chapitrequi estla digitalisationd’'un son
(Fig. IV.1). Surl'intervalle comprenantousles pointselle n’estvisiblementpaspériodique.
Par contre,lespremiers  points(reliéspar dessegmentsde droite) repesententine fonction
qui peutétre prolongee périodiguement.Sapériodeest —— secondesSi on dénotecette
fonctionpar ( ensecondes)afonction avec devient -périodique
eton peutappliquedesformulesde ce paragrapheOn cherchedoncunerepiésentation

> avec —

La Fig. IV.5 montrelesmodulesde enfonctionde . OnlescalculenumériquemenparFFT,

voir le cours“AnalyseNumérique”. Comme estréelle,ona —. Onobsere queles
coeficientsdeFourierdominantsorrespondertbusadesmultiplesde . Lafréquencelominante
decesonestdoncde Hz.

Essayonsleretrouwer le sondela Fig. IV.1 a partir de sonspectrg(c.-a-d. a partir descoefi-
cientsdeFourier ). Quelquesvaleursde sontdonréesdansle tableaulV.1. Dansla Fig. IV.6
nousdessinongjuelquessériesde Fourier tronglées. D’abord nousprenonsuniquementes ter-

mesavec et , c.-a-d.la fonction . Cecidonnela fonction
101§
100 ‘
1071
H|||||| |”| H||I||I|” ‘H.II.‘I I‘||I | I. e | | | | ‘Il |
0 50 100 150

FIG. IV.5: Le spectrgvaleuralsoluede enfonctionde ) pourle sondela Fig. V.1
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TAB. IV.1: Coeficientsde Fourierpourle sondela Fig. IV.1
pointilléedanda Fig. V.6 (unsinuspur). Siontientenpluscomptedescoeficientsavec
et on obtientla fonctiontraitill ée,et en ajoutantles termescorrespondana et

on obtientla courbesolide.Elle estdéja unetresbonneapproximatiordu sonactuel.On
Voit qu’avectrespeud’informationon peutreconstituete signaloriginal.

R [ [ [ [ [ [ [ [ [ [
0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000

FIG. IV.6: Approximationparun polyndbmetrigononétrique

IV.2 LemmedeRiemannetfonctionsa variation bornee

Sil'on sedonneunefonction“arbitraire” sur , etsil'on calculelescoeficients
respectrement par(1.5),onpeutsedemander

la sériede Fourierva-t-ellecorverger?,corvergeruniformément?
aucasou elle corverge,va-t-ellecorvergervers ?

Cesquestionsaffirméesdansun élande jeunessear Fourierapartir de 1807,sesontaveréespar
la suiteplusdifficiles queprévues.

Une premere approchepour étudierla corvergencede la série de Fourier consistea dériver
desmajorationgpour  etd’utiliser le fait que

Lemme 2.1 Soit unefonctionen escaliersur un nombe fini d’intervalles,alors
lescoeficientsde Fourier (1.5) sontmajorespar

_— pourtout . (2.1)

Démonstation. Pourdesfonctionsenescaliei(voir le petitdessin)

on peutexplicitementcalculerles coeficientsde Fourier On ob-
tient, parexemple,

- -y W
—( ) i
—( ) —

Lesestimationgpour et sontobtenuegarleurrelationavec et
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Lemme 2.2 (Lemme de Riemann) Soit intégrable (au sensde Riemann)alors
Ceciimpliguequelescoeficientsde Fourier satisfont , et

Démonstation. Soit . Par hypotrese,il existe un

partage delintervalle tel que(dansla notationde

[HW, p.222],voir le dessimadroite)

3 (2.2)

Notons la fonction en escalierqui assumdes valeurs
sur . Pourcettefonction nousavonspar(2.1)
quepour sufiisammengrand,

| / si (2.3)

Danschaqueintervalle ona , etl’'on trouve par(2.2)
gue la differencedesintégralessur et estplus petiteque . Ainsi, on a
'estimation [ pour : m|

Le Theoeme?2.4 ci-apresestle résultatd’'un long développementommenantpar S.D. Pois-
son (Th. math.Chaleur 1835, p.185), G.G. Stokes (1849), jusqua F. Riesz(Math. Zeitsdr. 2,
1918, p.312). Il estinspiré par I'estimation de la démonstratiordu Lemme2.1, laquellenous
amemea la définition suivante(C. JordanCours d’Analyse Tomel) :

Définition 2.3 (Variation totale et fonctionsa variation bornée) Lavariationtotaled’'unefonc-
tion estdéfiniepar

Ondit que esta variation bornéesi

Afin demieuxcomprendrdesfonctionsa variationborrée,voici quelquegproprietes:

Unefonctionesta variation bornéesi et seulemensi elle estdifferencede deuxfonctions
monotonegroissantegvoir Fig. IV.7).

Pourunefonction monotone ona . Elle estdonca
variationbornee.Comme et , aussila
differencede deuxfonctionsmonotone®sta variationborrée.
Soit avariationborrée. Avecla notation on ala relation
pour . Par congquent,
etaussi . Lesdeuxfonctions et
sontalors monotonesroissante®t leur differencedonnela fonction

(dansFig.1V.7 onaajout la constante auxdeuxfonctions et ).
Si esta variation bornée alors estintégrable (au sensde Riemann).

Ceciestunecongquencealu fait que chaquefonction monotoneestintégrableau sensde
Riemann([HW] p.228).
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T

—_————

~ .

Fic. IV.7: Fonctionavariationbornreecommesommede fonctionsmonotones

Si estcontinimentdifferentiable alors esta variationbornée
Surl'intervalle compact ona . Le theoemede Lagrangenousdonnealors

2. 2.

Unefonction peutétre a variation bornéesansétre continue
Consicerons parexemple,desfonctionsenescalier

Unefonction peutétre continuesansétre a variation bornee

Uneexempleestla fonction surlintervalle
Théoreme2.4 a) Si esta variation bornég alors les coeficientsde Fourier
satisfontpour
— (demémepour et ). (2.4)
b) Si est -périodique fois continimentdifférentiableet fois differentiable
par morceauxavec avariation bornéeg alors
_— (demémepour et ). (2.5)

Démonstation. a) Pourun fixé, nousapprochons de plusen plusfinementpar desfonc-
tionsenescalier , ainsilesintégrales

/ convemgentvers /

(voir la demonstratiordu Lemmede Riemann). Mais, par la démonstratiordu Lemme2.1, ces
premeresintégralesrestenttoujoursmajoreespar
avecuneconstanteui nedependpasdela fonction
b) Si estdifferentiableparmorceauxpnfait uneintégrationpar parties

- o

Le termeintégté disparét gracea la périodicite de . Le deuxemetermeestle coeficient
de Fourier de la fonction dérivée avec un facteur en plus. On peutdoncappliquer
I'estimation(2.4) a . Si pos®deplusderégularié on peutrepétercetteintégrationpar
partiespourobtenir(2.5). O
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Exemplesde la Fig.1V.3. La deuxiémeet la cinquiemefonctionde la Fig.IV.3 sonta variation
borrée, mais elles ne sontpascontinuessur tout I'intervalle. On comprendalors pourquoiles
coeficientsdeFourierdiminuentcomme . Laquatremefonctionn’estpasbornéeetdonc
pasa variationborrée.Celan’empéchepasles coeficientsde diminueraussicomme

La troisiemeet la sixiemefonction de la Fig.IV.3 pos&dentune premere dérivee qui esta
variationborrée,d’ou uncomportemengn . Lapremerefonctionestavariationborrée,
maissadérivéenel'est pas. On peutdémontrer(parle produitde Wallis) queles coeficientsde
Fouriersecomportentcomme

V.3 Etude éléementaire de la corvergence

Comme , houssavonsparle criterede Weierstrasg[HW], p.217)quela sériede Fourier
(1.6) estuniformementorvergentesi la seriedetermes corvergeabsolumentPar conequent,
sousla condition(b) du Théoreme2.4,il estcertainquela sériedeFouriercorvergeuniformément

sur versunefonction continue.Mais, on ne saitpasencoresi elle corverge vraimentvers
la fonction . Dansle casou (cas(a) du Théoreme2.4), ce raisonnemente peut
pasétreappligLé.

Pour étudierla cornvergencevers de la série de Fourier, nousconsiceronsles sommes
partielles

3 ol _ / (3.1)

Un résultatintéressanavecunepreuwe extrememensimplea ét€ publieeparPR.Chernof, Amer
Math.Monthly, vol. 87,No.5 (1980),p. 399-400.

Théoreme3.1 Soit intégrable sur et differentiableau point . Alorsles
sommegpartielles cornvementvers Si

Démonstation. Aprés soustractiond’une constante nous pouvons supposeique
Comme estdifférentiableen , onaparCaratleodoryque avec
continueen . L'idéegénialeestdeposer

(3.2)

La fonction nousest bien connu (voir les “Nombresde Bernoulli” dans(1.9.3)) et
pos®deune singularié supprimableen . Donc estcontinueen  etintégrablesur
l'intervalle . Notons lescoeficientsde Fourierde et lescoeficientsde Fourier
de . Par (1.6) nousavonsalors

_ / — / (3.3)

Aveccetteformule,lessommegartielles , eévalueesen , deviennent

3 > ( ) (3.4)

ce qu’on appelleune série télescopante Le Lemmede Riemann,appliqle a la fonction ,
montreque si . Nousavonsalors : O
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IV.4 Noyaude Dirichlet et convergenceponctuelle

“L’auteur de ce travail (Cauchy)avoue lui méme que sa demonstratiorse trouve en défaut
pourcertainegonctionspourlesquelleda corvergenceestpourtantincontestableUn examen
attentif du Mémoirecité m’a port a croire quela démonstratiorgui y estexpofen’estpas
mémesufiissantepourles casauxqueld’auteurla croit applicablé.

(Dirichlet, Crelle Journal, vol. 4 (1829),p.157)

JohannPeterGustar LejeuneDirichlet (pour plus de précisionsvoir H. Minkowski, Jahresber
DMV XIV, 1905, p.149-163),né en Allemagneen 1805 de parentsémigtes frangais, passees
anrees1822-1827a Paris; cettevisite auradescongquencedouleversantepour les matlema-
tiques.ll fait la connaissancde Fourier, Poissoret Cauchy Poissora publié unepremerepreue
de corvergencedessériesde Fourier, ou Cauchydécouvreunefaute. Cauchypublie ensuiteune
deuximepreuwe, ou Dirichlet decouvreunefaute(voir citation). Apressonretouren Allemagne
(a 22 ans, sur initiative d’Alexandervon Humboldt a Breslau, puis a Berlin) il écrit un chef-
d’oeuvre(Crelle Journal 1829, qui donnela premerepreue rigoureusalecorvergencedesséries
deFourier. De plus,cetarticleestal’origine duconcepimoderned’unefonction. Dirichlet devient
ensuitde perespiritueldujeuneRiemanretlui transmeta passiordessériestrigonometriquesgqui
donneranaissanceentreautresal’int égraledeRiemann De Riemann/'int érétdecessériespasse
aWeierstrasgsonexempled’'unefonctionsansdériveeestunetelle série) et a seséleves(Heine),
qui proposeen 1870au jeuneCantord’étudierla corvergencedesseriestrigonomnetriques. Ces
recherchegle Cantor'ameénenta la théorie desensemblessanslaquelleles mattematiquesiu
20esiecleseraienimpensables.

Consiceronsles sommegatrtielles d’une série de Fourier, commeellessontintroduites
dans(3.1). Si on écrit lesintégralespour  avec unenouwelle variabled’intégration , on peut
insérercesformulesdansla série etéchangesommeetintégration.On obtientainsi

> [/ = )

— 3 (4.1)

estle noyaude Diric hlet. Une formule pluscompacteestdonréedansle lemmesuivant.

Lemme4.1(Noyaude Dirichlet) Le noyaudeDirichletestdonre par
_ - 00000 (4.2)

etla sommepartielle dela série de Fourier satisfait

/ ( ) (4.3)

Démonstation. En écrivant(4.1) sousforme d’'une série géonetrique,on obtienta l'aide de la
formuled’Euler
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FIG. IV.8: NoyauxdeDirichlet avecl’'enveloppe enpointillée.

La formule pourla sommepartielleestdonreeparle calculsuivant:

/ / /
/ / /( )

Dansla premereligneonautiliséla -périodicite de etde etdansla deuxeme
lignele fait que : O

Nous sommesici a un point, ou K. Knopp écrit (voir page362): “Durch diesenSatzsind
zwar die Fragen nochkeineswgs  erledigt, aberesist jedentlls einewesentlichneue
Angriffsmdglichkeit zu ihrer Erledigunggeschdien’” Lesfonctions ressemblenfort a une
suitede Dirac (voir [HW, p.266]) et on pourraits’attendrea ce quela convolution [

tendvers Si . Malheureusemenles neformentpaspréci€mentune
suitede Dirac, carlesconstantesle Lebesgue

/ pour . (4.4)

On doit soigneusemerétudierl’int égraledans(4.3) et profiter desannulationsluesaux change-
mentsde signedans

Pour le résultatsuivant, I'hypotheseessentielleseraque esta variationborrée. Rap-
pelonsqu’unefonctionavariationborreeestla difféerencede deuxfonctionsmonotonesPourune
fonctionmonotonda limite a droite etla limite a gauche

existent. Doncellesexistentaussipourlesfonctionsa variationborrée.

Théoreme4.2 (Dirichlet 1829) Soit unefonction -périodiqueet avariationbornée
Alors la série de Fourier converge pour tout et

Si estcontinueen ,ona ,
si estdiscontinueen ,ona

~( ) (4.5)

(le premiercasestenfait un casparticulier du deuxeme).
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Démonstation. Nousutiliseronsla propriete [ du noyau de Dirichlet qui est
unecongquenceale etde [ /S —> . Laformule
(4.3)noussuggredeconsickrerl’expression

/ S /( ) (4.6)
/ w —

Le but estde demontrerque cettederniereintégraletendverszéro pour . Comme
estavariationborrnée,on peutsupposesanspertede géréralite que etdoncaussi sont
monotonegroissantes.
Par définition de ona . Ceciimplique que,pourun arbitraire, il
existe tel que
pour 4.7)

Nouspartageonslorsl’int égrale(4.6) en(enutilisantl’abbreviation )

/ / - (4.8)
L'intégralesur l'intervalle tendverszéro parle Lemme2.2 (Lemmede Riemann),car la
singularie en estécarée. Tout I'art (de Dirichlet) résidedansune estimationsoigneuse
delint égralesurlintervalle . Ici nousavonsbesoinde la monotoniede , cequi estune

conequencalel’hypothesesurla variationborrneede
L'id éeestderemplaceta fonction parunefonctionen

escalier , qui prendla valeur sur —_—
I'intervalle . Comme estmonotone
croissantepn a Si et Si

. Ainsi

car sontdesintégralesavec valeur positive. La con-
stante majorel’int égrale

(voir FigurelV.9adroite). Pourobteniruneminorationdela mémeintégrale nourremplacons
parunefonctionenescalierqui prendla valeur surl’intervalle
Les deux estimationsensemblesnontrentque la premere intégralede (4.8) devient

arbitrairemenpetite. Cecidémontrequel’expression4.6) corverge verszéropour
De la mémemaniere,on demontre

/ -

etenutilisantla formule (4.3) onendéduit(4.5). O
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V.5 Le phénomenede Gibbs

“Willard GiBBS, 1839-1903war dergrossteThermodynami&r Amerikasundzugleich,neben
BoLTzMANN, derBegriinderder statistischemMechanik’
(A. SommerfeldPart. Diffgln. der Physik 1947,p. 10)

Proched’unediscontinuie  d’unefonction , la seriede Fouriertrongleene donnepasune
bonneapproximation(voir les iemeet iemedessinde la figure IV.3). Bien que pour chaque

(ou estcontinue)lessommegartielles convergentvers , I'erreur maximale
estindépendantele (pour ). MaisI'endroit ou I'erreur estmaximaletendversla discon-
tinuité ; voir le dessinde gauchede la figure IV.9. Cettepropriété s’appellele phénonenede
Gibbs(1899).

)| .
1 /
| . . |
5 10
FIG. IV.9: Sommegartielles pourunefonctionenescalier(gauchektla fonction (droite)

Cas particulier. Pour expliquer le phenonmenede Gibbs, consiceronsd’abord la fonction en
escalier(dessindegauchedela figurelV.9)

[

Lessommegartiellesdela sériede Fourierassocgea cette
fonctionsatisfontpour (voir lelemme4.1)

/ )
/ /

Supposonsnaintenangue - (parexempleavec ). La deuxemeintégraleest
majorée par parceque B pour et parcequela
longueurde l'intervalle d’intégrationest . Enutilisant - - etla
substitution - , lapremereintégraledevient

Avecla fonction , definiedansle dessindedroitedela figurelV.9, nousavonsdonc
Celademontreque,pour grand,la fonction estmaximalepour - etquela

valeurmaximalede estd’environ , C.-a-d.presque  tropgrand.
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Casgéneral. Consiceronsunefonction -périodique .
qui posedeunediscontinuié (sautde hauteur ) aupoint \/
. Définissonsunefonctioncontinue afinque RN

Y

ou estla fonction du casparticulier Supposongue les sommespartiellesde la série de
Fourierassockealafonction convergentuniformémentverscettefonctiondansunvoisinage
de . Nousavonsdoncque,prochede ,lesfonctions assoceesa satisfont

()

Ceciexpliquel’erreur prochedela discontinuiedansle iemeetle iemedessindela figurelV.3.

V.6 Fonctionscontinues,Théoremede Fejér

“Fejér avait I'habitudede travailler coucte surle dosparterre,et enregardante plafond. Sa
femmede ménages’en estétonrée, et pensaitd’abordqu’il était malade. LorsqueFejer I'a
rassue qu'il étaitenbonnesang, elle a explost : Monsieurle Professeut Vousallezdonner
guelguesheuresa I'universig, puis vousrentrezet vous vouscouchezparterre. Mais enfin,
guandtravaillez-vous ?”

(SainMarton,A matematikairténetiABC, trad.etcomm.parE. Bayer)

Un desgrandsmyseresdu 19esieclea ét de savoir si, pourchaque&onctioncontinue la sériede
Fouriercorvergevers . Malgré lesdéfautsdela preuwve deCauchy(1826)pourcerésultat,l aéte
géréralementccepé (parDirichlet et Riemann).Un contre-aemplede du Bois-Re/mond(1873)
amisfin acetespoiret, versla fin du 19esiecle,le seulrésultatrigoureusemenrétabliconcernant
la corvergencedescessériesa été la preuwe de Dirichlet de 1829, suvie de quelquesvariantes
(Dini, Jordan).

Danscettesituationmorose,une sensatioréclate: un jeuneHongroisde 20 anspublie dans
les ComptesRendusde 1900 (p.984) sur 4 pageda preuwe que, pour chaquefonctioncontinue
périodique,les sommesle Cesaro corvergentuniformémentvers . Fejer estun desprincipaux
architectesd’'une écolemathematiquehongroisede tout premierordre (Lanczos,Erdos, Erdélyi,
F. etM. Riesz,Turan,Pblya, Szeyo, J. von NeumannKalmar, Karman,Halmos,Haar Wigner).

Sommesde Cesaro. Danslesanrees1890,de nombreuxchercheurgStieltjes,Cesro, Poincaé
et E. Borel) ont ten€ de “dompter” dessériesirrégulieresen théorie desnombresou desséries
divergentesgpar desprocessusle “lissage” ou “sommation”. La méthodela plus simpleestcelle
de Cesaro (voir aussiCauchyl1821,p.59): onremplaceunesuite par

(6.1)

Un exercice“must” pour tout coursde premere anrée (voir [HW, p. 187]): si la suitedes
corverge, alorsla suitedes  corverge aussiet versla mémelimite. Mais cettedernere peut
cornverger, mémesi la premerene cornverge pas.Par exemple,

Sil'on appliquecetteidéeala suitede sommegartielles de(3.1),onaurala formule

= -> >( —) (6.2)
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1]

e —————— _py-—1

FiG. IV.10: NoyauxdeFejr

En exprimantles sommespatrtielles a l'aide du noyeaude Dirichlet de (4.2), on
obtientpourla sommepartiellede Cesro

/ (6.3)

ou le noyeaude Fejer estdonre par

(6.4)

Lemme 6.1 (Noyau de Fejér) Lesnoyauxde Fejér satisfontpour ,

_ (—i) (6.5)

Démonstation. L'identité impliqueque
X € -)) XA ) (—)
La définition (6.4) ensemblevecla formule (4.2) pour donnent6.5). O

Lemme 6.2 (Suite de Dirac) LesnoyauxdeFejér formentunesuitedeDirac,c.-a-d.,ils satisfont

/ pour tout (6.6)

et, pour et arbitraire, il existe telque
/ pour . (6.7)
Démonstation. L’affirmation (6.6) estune congquencemmeédiatede (6.5), de (6.4) et du fait
que [ . Pourdémontrer(6.7), fixons et arbitraire.On peutdonc
trouverun tel quepour et pour I'estimation —_ — est

vraie. Cecidemontre(6.7). Notonsqu’'onaaussi

/ (6.8)

car [ O
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Théoreme6.3 (Fejér 1900) a) Pour chaquefonction  -périodiqueetcontinuesur , lessommes
deCesro dela série de Fourier convergentuniformémentvers

b) Au casou estcontinuepar morceaux, la corvemgencevers estuniformedans
chaqueintervallefermé sanspointdediscontinuig,etona que

(6.9)
enchaquepoint  dediscontinuié.
Démonstation. a)La preue estsimilaireala preuwe de Landaudu “Théoemed’Approximation

de Weierstrass([HW, p.265]). Nous decomposonga différenceentre et en trois
parties(d’abordon restreint’'int égralesur , puisonremplace par ):

| o/ / |
/ / |
/ |

D’apresdesthéoremesd’Analysel ([HW], p.207 et 219), estborrée et uniformémentcon-
tinuesurlintervalle compact

Nouscommenonspar choisirun arbitraire. Puis,nousavonsun pour satistire

uniformémenten si . Ensuite,nousprenons sufiisammengrand

poursatishire (6.7) etdoncaussi(6.8). Ainsi nousavons

par(6.7)et
car uniformémenten (6.10)
par(6.8) et
Donc, pourtout etla corvergenceuniformeestétablie.
b) Supposongjue estseulementontinuepar morceaux.Commedansla démonstration

duLemme4.1,formule(4.3),nousavons

/ )

La démonstratiorestmaintenansimilaire a celle du Théoeme4.2, maisbeaucouplus simple.
Nousconsicerons

/ — / ( ) (6.11)

etnousseparondintégraleen /[ [ ou esttel que pour

. Ainsi, I'int égralesur estmajoeepar etcellesur par ,car est

borréeetle noyaudeFeger satishit (6.7). O
lUnefonction estcontinuepar morceauxs'il existe un partage

tel que estcontinuesur chaquentervalle ouvert eta chaquepoint de discontinuit la limite a droite

etlalimite agauche existent.
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Contre-Exemplede Fejér (fonction continue avecsérie de Fourier divergente)

Neufansapressonpremiercoupd’éclat,Fejer trouve unedeuxieme“tri vialitasava” pourfaireun
pieddenezauxgrandsmadtresdu 19esiecle: sonexempled’unefonction continuepourlaguelle
la série de Fourier diverge en un point (Crelle J. 137,1909, p. 1-5; Ges.Arbeitenl, p.538). Au-
paravant,un premierexemple trescomplique, estdd a P. du Bois-Remond(1873),un deuxime,
déja plus simple,a H.A. Schwarz, un troisiemea LebesguglLemns p.84-88). Mais seulement
Fejer apporteunesimplicité qui le rendapproprée, commeil dit, “f ir VorlesungszweaX'.

FIG. IV.11: Séerie“cosinus”pour , (gauche), (droite).
Motivation. Consiceronsla fonction sur et prolongeonga enunefonction
paire. Sasériede Fourierva étreune“série cosinus”(voir Fig.1V.11) aveccoeficients(utiliser la
formule )

—/ —( ) Si estimpair et sinon.
Onvoit queles  non-nulssontpositifs pour et négatifspour . La sommepartielle
> estalorsmaximalepour (unesortede réesonance)ensuiteelle decrdt
demaniremonotoneverszéro,commeil sedoit car .Ona pourtout eton
peutminorerla valeurmaximale al'aide del'aire d’'unehyperbole

1 X )

(6.12)
| ! — -y — -
0 1 3 5 7 S‘) 11 13 Z
Le contre-exemple.On consiceredonc(Fig.1V.12) la fonctionpairequi sur estdonréepar
> — (6.13)
Le déenominateur assurda convergenceuniforme,etdoncla continuit de . Lessommes
partielles decettefonctionontune“résonancevers , dontla hauteur
dépassera

— - (6.14)

(voir (6.12)).Ainsi, necorvergera pasvers pour

C\Ml\zl Wv“zs W
VAN

FiG. IV.12: Exemplede Fegr
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Remarques.Unefois unexemple trouvé, pourlequella sériede Fourierdivergeenun point,
onpeut,al’aide detranslationgtsuperpositiondabriquerun exemplepourlequella sériediverge
enunnombe dénombablede points

La fonction (6.13)dela Fig.1V.12 n’estcertainemenpasa variationborrée. Celapeutaider
a comprendrepourquoile conceptde variationborrée a tellementfacilité les preuvesdespara-
graphegprécdents.

La théorie de corvergencedessériesde Fourier pour fonctionscontinuesa trouvé dansles
anrees60 unecertainematurig, gracea un theoemede Kahaneet Katznelsonpour chagueen-
semble demesurenulleil existeunefonctioncontinuetelque divergesur ), etuntheéoeme
réciproquede Carleson(pour chaguefonction continuepériodiqueles  corvergentvers sauf
surun éventuelensemblele mesurenulle).

Exemple6.4 Pourquatrefonctionsde I'Exemplel1.2 nousmontronsdansla Fig.1V.13 (a com-
pareravecla Fig.1V.3) quelquespproximationgardessommegpartiellesde Cesaro . Nous
observnsquelesoscillationsprochesdesdiscontinuies(phenongnede Gibbs)ont disparu.

2—

FIG. IV.13: Approximationpardessommesie Cesiro

V.7 Systmesorthogonaux

Pournousrapproched’unethéorieplus gérérale(sériesde Fourier, Sturm—Liouville,polyndmes
deLegendrefonctionssplériquesgetc.),et poursimplifier la notation,consiceronsl’espace

Riemann-inégrablesur (7.2)

avecla forme sesquilireairesemi-cfinie positive (on dira “produit scalaire”)

/ — (7.2)

J ,// (7.3)

Ondésignepar

la semi-normecorrespondante.
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Pourun calculaveccettesemi-normegpn alespropriétessuivantes

I'in égalie de Cauchy—Scharz ;

I'estimation ; parsuite,la corvergenceuniformeentrdnela con-
vergenceenmaoyennequadratique;

si et sontperpendiculaires;.-a-d., , alorsona

(Théormede Pythagore);

restreinteauxfonctionscontinuesja semi-norme estunenorme;c.-a-d., est

satishite seulemensi

Définition 7.1 (sysemeorthogonal) Unesuitedefonctions dans formeun
syseémeorthogonalsi
pour

Onaunsysemeorthonormalsi, deplus, pourtout
Exemple7.2 a)Le syseme

(7.4)
formeunsysemeorthogonapourdesfonctionsdans . Il estorthonormaki ondivise
lesfonctionspar . La suitedesfonctions

(7.5)
formeaussiun sysemeorthogonalpourl’intervalle

b) Surl’espace desfonctionsdéfiniessurunintervalle delongueur ,

(7.6)
estun sysemeorthogonal Un autresyseémeorthogonakurle mémeespacest
(7.7)
Notonsque(7.5) n’estpasorthogonalesur
c) Le polyndbmesde Legendre
- ——( ) a®
formentun sysemeorthogonaldans (voir le cours“AnalyseNumérique”).

Soit un sysemeorthonormaldans (un sysemeorthogonalpeuttoujours
étrenormali€ endivisant  parsanorme ) etsoit unecombinaisorinéairefinie dela
forme > . Enprenantle produitscalaireavec et enutilisant|’orthonormali& du
syseme , on obtientla formule pour le coeficients. Ceciestla motivation
pourgéreraliserles sériesde Fouriera dessysemesorthonormauwarbitraires.

Définition 7.3 Soit un sysemeorthonormaldans et soit
Onappelle
> avec (7.9)

série de Fourier, etles  sontlescoeficientsde Fourier. On utilise la notation commedansla
Définition 1.1 pourindiquerqu’il s'agitd’uneidentificationformelle.
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Le résultatsuivantmontrequela série de Fouriertronqueepos®deunepropriéte d’optimalité.
Elle estla meilleureapproximationde pourla norme dansla classede fonctions qui
s’exprimentcommedescombinaisondinéairesde  jusqu’audegré

Théoreme7.4 Soit unsysémeorthonormaldans , soitlafonction Riemann-
intégrablesur etsoit) sasérie de Fourier. Pour tout et pour tout

ona

En particulier, parmi tousles polyndmestrigononetriques > dedgré

celuipourlequel / ’ ’
estla serie de Fourier tronqlee

Démonstation. Ladifference estorthogonaleatouslesfonctions avec
ainsiqu'aleurscombinaisondinéaires

(X X ) X Y o )PREEED Dl
Enappliquanie Théoremede Pythagoreavec on obtient

> X | IE Iz | @

cequi montrel’affirmation. 0
Théoreme7.5 Soit unsysémeorthonormaldans , soitlafonction Riemann-
intégrablesur etsoitd’ sasérie de Fourier. Alors,
> (inégalite de Bessel) (7.11)
etenparticulier la série - corverge. Ona
3 (egalite de Parseval) > H quand (7.12)
Démonstation. Enprenant dangl’ égalié de(7.10),onobtient

> 1= 11 2 | X X (7.13)

guelquesoit etl'in égali€ de Besselestdemontiée. L’ égali€ de Parsenal découledel’ égalié
dans(7.13). O

Remarquonsjuel’in égalie de Bessefournit unenouwelle preuve du Lemmede Riemann.
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Définition 7.6 (sysemecomplet) Ondiraqu’unsyseémeorthonormal dans
estcomplet(ou total) si pourtoutefonction ona

> [ Si (7.14)
Propriétésde sysemescomplets.
a) Pourtoute fonction , la série de Fourier corverge en moyennequadmatique

vers (ceciestla formule (7.14) expriméeen mots), mémesi la série ne corverge paspoint par
point.

b) Si estcompletdans etsi estcontinuesur , alors
pourtout
Si les coeficients de Fourier sonttous nuls, l'identité de Parseval implique que . Par
continuig la fonction estdoncidentiquemennulle.
c) Si estcomplet,alorsla série de Fourier d’'une fonction peutétre

intégree terme par terme independammendle la corvergencede la série; c.-a-d., Si
> , alorsonapourtout

/ >/
Desestimation®lémentairet'in égalie de Cauchy—Scharzdonnent
/ | YR VN

/AR >E I D SR

Par definitiondela compktudecettemajorationcorverge verszéro pour

Théoreme7.7 (corvergenceen moyennequadratique) Le syseme
estcompletdans . Cecisignifiequepour toutefonction ona

/ ’ > ( pour

ou sontlescoeficientsde Fourierde .

guepourtout il existe unefonctioncontinueet -
périodique telle que

/ | (7.15) \

Par hypothese(voir aussila demonstratiordu Lemme2.2
de Riemann)il existe un partage

tel que pour la difféerencedes sommes ~
de Riemann > .
Nousprenongour unefonctionlinéaireparmorceau
(voir la petitefigure) qui prendaupoint  unevaleurdans

Démonstation. Dansunepremerepartienousmontrons - —I/

l'intersection . Pourobtenirunefonction -périodique,nousremplaons
par (si nécessairegt nouschoisissons dans . Ainsi,
la fonction estdansla partie grise de la figure et nousobtenonssur l'intervalle

I'estimation . Nousendéduisongd'affirmation(7.15)avec
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Par le Théoreme6.3 de Fejer, les sommede Cersaro de la série de Fourier pour
convergentuniformémentvers . Pour sufisammengrandonadonc
/ | | (7.16)
L'in égali€ élementaire donnealors

/| A ) | )
/| - |

Dansla norme , lessommegatrtiellesdela seriede Fourierdonnenta meilleureapproxima-
tion parmitouslespolynbmestrigonométriquesdedegré  (voir le Theoeme7.4). Ceciimplique
que _

etl'affirmationdu theéoemeestdémontge. O

Corollaire 7.8 Lesysemeorthogonal estcompletdans
Le syseémeorthogonal estcompletdans
Le syseémeorthogonal estcompletdans

Démonstation. La premereaffirmationestunecongequencemmeédiatedu Theoeme7.7. Pour
la deuxieme,consiceronsunefonction arbitrairedans . Nousla prolongeonsnune
fonction paire (voir la figure IV.4) et ensuiteen unefonction  -périodique. La série de Fourier
de cetteprolongationestune série en cosinuset, par le Théoeme?7.7, elle corverge vers en
moyennequadratiquesur l'intervalle . Pourla troisiemeaffirmation nousprolongeonda
fonction enunefonctionimpaire. 0

Théoreme7.9 (Weierstrass1885) Soit unefonctioncontinue Pour chaque
il existeun polynbme tel que

pourtout

Démonstation. Apresun changementlescoordon@esde la forme nouspouvons
supposenque . Nousprolongeons demanerecontinueet  -périodiquesur
tout . Pourcettefonctionlessommesie Cesirodela sériede Fouriercornvergentuniformément
vers . Il existedoncun polyndmetrigononétrique > tel que

pourtout

Commecombinaisorinéairedesfonctionsexponentiellesla seriede Taylor de pos®deun
rayonde cornvergence . Entronquantla série de Taylor on obtientun polyndme qui
satishit pourtout . L'inégali€e detrianglepermetde conclure. O

Corollaire7.10 Le sysemeorthogonal formeé par les polyndomes deLegende (7.8) estun
syseémecompletdans

Démonstation. Commedansla démonstratiomu Théoeme7.7 on peutserameneaucasd’'une
fonction continue . La mémedémonstratiormontrequ’il sufiit de prouwer I'existenced’un
polyndme pour lequel estarbitrairementpetit. Mais, ceci estune congquence
immédiatedu Théoremede Weierstrass. |
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V.8 L’espacede Hilbert

“Notre sujet  devraétreconsidctré commemarquanunepremereétapedansla Théoriedes
fonctionsd’une infinité de variables encorenaissantemaisqui fournira peutétre bienbt les
méthodedesplus puissantesletoutel’Analyse’ (F. Riesz1913,0euvesll, p.833)

Dansle cadrede sesrecherchesurles équationgntégralesHilbert a entané dansles premires
anreesdu emesiecleun vasteprogrammed’étudede fonctionsa uneinfinité devariables Une
serie de Fourier estjustementune “fonction” dépendant’une infinité de variables .
Allons doncélagir lathéoriedel'espace ou  aucasdedimension . Nousn’écrironspas

, carici lesdifferentesnormegvoir [HW, p.275]) nevont plusétreéquivalentestlesespaces
vont étredifféerentgpourlesdifferentesiormes.

L'identité de Parseval (7.12)nousmontredéjale chemin: nousallonssurtoutnousintéressea
la normeeuclidienne.

Définition 8.1 Ondénotel’espacedessuitescaré-sommablepar

{ 3 } (8.1)

Si on serestreintauxsuitesréelleson écrit

Danscetespacaousavonsun produitscalaire etunenorme:

S YRS (8.2)

On devrait maintenants’attaquera de nombreusepetitespreu\es fastidieusescar pleinesde
chosessont“triviales”dans , maisellesnele sontplus pouruneinfinité de variables.Par ex-
emple,si et on doit démontrerque ,l.e.,quey” . Pourcela
on écritquelquedignesfadesetl’on utilise I'in égali€ de Cauchy—Scharz
Unechoseestcependanintéressanta demontrerle fait que  estcomplet.

Définition 8.2 Un espacevectoriel estcompletsi chaquesuite de Cauchyestune suite corver-
gente.Un espaceompletavec produitscalaireet normes’appelleun espacale Hilbert.

Théoreme8.3 Lesespaces et sontcomplets.
Démonstation. Soit

(8.3)
unesuitede Cauchyc.-a-d.,pour arbitraireil existeunentier telque
pour . Pourchaqueentier , nousavonsalors
\l > (8.4)
et aussi . Cecisignifie que pour chaque la suite estunesuitede
Cauchydans (unespaceomplet).Parcongquentcettesuitecorverge: . En
passanélalimite dans(8.4),on obtient

J 3 (8.5)



Seriesde Fourier 93

Cetteinégali& estvraie pourchaque . Ainsi,

J > (8.6)

Celasignifieque , doncaussi et : O

Remague Chaquesysemeorthonormakompletdonnesuitea uneapplication

(8.7)
qui ervoie unefonction sur la suite descoeficients de Fourier, c.-a-d., ou
> . Parl'identité de Parseval, la suite esten effet dans , etonaque

. Enidentifiantles fonctionsavec la mémesérie de Fourier, on
obtientalorsuneisométrie. Cettedernireapplicatiomn’estpassurjective,carl’'espace
n’'estpascomplet(voir Exercice29).

Un problemeimportantestde trouver un espacejui contient et qui soit complet
pourquecetteisométriedeviennebijective. Pourcebut, il s’averequel’int égraledeRiemanm’est
passufiisante.L’intégrale deLebesgu@ermetd’interpréterle compEte de commeun

espaceale classesle fonctionsde car intégrableau sensde Lebesgugvoir le coursAnalyselll
pourplusdedeétails).

V.9 Ondelettede Haar

L’analysede Fourierestbagesurlesfonctions
AVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVAVA

qui sontuniformessurtout I'intervalle consiceré. Elle ne peutpastraiter de manereefficacedes
phénonéneslocaux Par exemple,on a desgrandedifficultésd’approximerunefonction proche
d’'unediscontinuie (phenonmenede Gibbs). Dansle traitementdesimagesou on esttypiquement
confrongé adeschangementabruptesie couleursceciestun granddésaantage Le but estalors
de trouver un sysemeorthogonalde pour lequella série de Fourier s’adaptemieux
auxphénonenedocaux.

L'origine dela “basede Haar” que nousallons présenterdansce paragrapheestlégerement
différente. Apresle ‘désastre’desthéoremesde corvergencepour sériesde Fourier et fonctions
continuegfaussereuve deCauchycorrectiondeDirichlet, contre-eempledeFejér), Hilbert pose
asonétudiantA. Haarle problemesuivant: trouver (enfin)unebasedefonctionsorthogonalespu
la corvergence(uniforme)estassueepourtoutefonction continue.Le résultatde cesrecherches
estla“basedeHaar”(1910,voir la figurelV.14).

La basede Haar (ondelettesde Haar). Surlintervalle nousconsiceronsla fonction con-
stante ainsique i
{ Si

Elle s’appelleondelettemere etnouspermetde construiretouteslesautresonctionsdela basepar
dilatationet partranslation

pour et
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Fic. IV.14: Lesondelettesle Haar

On voit unegrandedifferenceavec la basede sinus surl'intervalle . La
premerefonction ressembldeaucoupa fonction . Pour fixé,lesfonctions
pour correspondentnsemble la fonction . Ellespermettenmieux

des’adapteauxphénonmenedocaux.Par contre,on abeaucoupnoinsdefrequences disposition
(seulementespuissancesde ).

Théoreme9.1 Lesfonctions
(9.1)
formentun sysemeorthonormaldel’espace

Démonstation. L’orthogonalie du sysemeestfacilementvérifiee en distinguantplusieurscas.
Commela fonction vaut surunintenalle delongueur  etzéroailleurs,onaque
pourtout . i

Chaquecombinaisorinéaire >SS0 estunefonctionenescalier Elle est
dansl’espace de fonctionsqui sontconstantesur les intervalles
pour . Lavaleur decettecombinaisorinéairesur  estdonréepar(pour

- (9.2)

La matricedans(9.2) estorthogonalea uneconstantgres. Cecientrdne quechaqueonctionen
escaliedans peutétreécritesousformed’unetelle combinaisorinéaire.

Lemme 9.2 Soit . Si sontlescoeficientsde Fourier
pourla basedeHaar, alors la sommepartielle

IO

estla fonctionen escalierqui prendla valeur moyenne f sur l'intervalle
(pour )
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Démonstation. La fonction estdansl'espace . Parle Theoeme?7.4, cettefonction
minimisela norme parmitouteslesfonctionsenescalierdans . Parcongquentla
valeur de surlintervalle minimisel’expression

/|

En calculantles dérivéespar rapportaux partiesréelleet imaginairede on voit quela valeur

optimaleestdonreepar i : O

Théoreme9.3 Pour chaquefonctioncontinue , la série de Fourier pour la base

de Haar corverme uniformémentvers , C.-a-d., pour lesfonctions duLemme9.2ona

si

Démonstation. Surlintervalle compact la fonction estuniformémentcontinue.Pour

un arbitraire,il existe doncun pour lequel si .

En integrantlin égali®e parrapporta surlintervalle , on obtient
i pour Si . Par le Lemme 9.2 ceci signifie que

pourtout , Si , etla corvergenceuniformeestétablie. 0

Corollaire 9.4 Le sysemeorthonormal(9.1) estcompletdans

Démonstation. Parle mémeraisonnemenguedansla démonstratiordu Théoreme7.7 il sufit
de consicererdesfonctionscontinues.La compktudeestunecongquencedu Théoeme9.3, car
la corvergenceuniformeentranela convergenceen moyennequadratique. O

Les fonctionstrigonometriques et la basede Haar sont deux cas extrémespour des
sysemesorthogonaux.Pourle premier les fonctionssontd’une tresgranderégularig, maison
estconfrong au phenonmenede Gibbsprochedesdiscontinuiés. Pourle deuxeme,lesfonctions
dela basesontpeurégulieres(ellessontdiscontinues)maiselless’adaptenbienauxphénonenes
locaux.

Un grandproblemeestdetrouver un sysemeorthonormakompletqui estformé pardesfonc-
tions regulieres(continue,différentiable,a supportcompact,etc.) qui localisentbien. Les di-
versegéponses cettequestion(ondelettesle Meyer, ondelettesle Daubechies, ) nécessitent
la connaissancede fonctionsde cari€ intégrableau sensde Lebesgueet desmoyensde I'analyse
fonctionnelle(voir le cours“Analyselll”).

V.10 Exercices
1. Considcronsla seriedeFourier > avec

(-~

Ecrirecettesériesouslaforme — > > .
Réciproguementransformeta série de Fourierdonréeennotationsréellespar

——  pour —  pour

enla sériecorrespondantennotationscomplees.
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2. Calculerla série de Fourier de la fonction  -périodiquedonrée par (voir la 5emefonction de la

Fig.1V.3)

{3

. Calculerla série de Fourier de la fonction  -périodiquedonrée par (voir la 2eémefonction de la

Fig.IV.3)
— — pour

. Soit unefonctionavecsériede Fourier

- 2

L

Calculerlesseriesde Fourierde

Quelleestla parite decesfonctions?

. Calculerla seriedeFourierdelafonction -périodiquedonréepar

ol n'estpasentier

Résultat — (_ Z 7)

. Ensupposanguela série de Fourierdel'exercice5 repésentda fonction , montrerque

— -2 )

(acomparemvecla formule(l11.6.7)).

. Ondit gu’'unefonction satishit uneconditionde Lipschitzd’ordre s'il existe
telque
pour (10.1)
a) Unefonction, qui satishit (10.1)avec , estconstante.
b) Unefonction,qui satishit (10.1)avec , estavariationborrée.
c) Pour , trouver unefonction qui satishit (10.1)maisqui n'estpasa variationborrée.
Indication. Surl'intervalle , consicererla fonction qui satishit ,

etqui estlinéairesurchaquentenalle

. Considceronsunefonction qui satishit (10.1) et qui est  -périodique. Montrer queles coeficients

deFouriersatisfont’estimation

~ (—) pourtout .

Indication. Parun changementle variablesmontrerque

-/ ~/ )

Prendrda moyennearithmmétiguede cesdeuxrepiesentationsle

9. Pourquellevaleurde , lafonction est-ellea variationborreesur ?



Seriesde Fourier 97

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

Montrerqu’unesériede Fourier

peutétreécritesousla forme

ou \/ . Exprimer entermesde et

Soit , ol estun polyndbme a deux variables. Montrer qu'il y a
seulemenun nombrefini descoeficientsde Fourierde quisontnonnulles.
a) En utilisantle theoemedesrésidug(intégralegrigononetriques) calculerla serie de Fourierde

b) A l'aide dela série geonétrique,vérifier que

estbienégala

Soit analytiguedansun voisinagede la couronnecirculaire avec
un . Montrerquelescoeficientsde Fourierdela fonction satisfont’estimation
(décroissancexponentielle)

Démontremquelesnayauxde Dirichlet posgdentla propriét que

/ si

— — Y ——  pour

Justifierla formule

Pour , montrerlesformules
Soit continuepar morceauxet designongar  sescoeficientsde Fourier La
fonction

/

estcontinueavariationborreeet  -périodique.Montrer (intégrationpar parties)que

Ainsi onal’ égalie
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18.

19.

20.

21.

22.

23.

Seriesde Fourier

Soitla fonction définieparla série

2.

Si cette série converge uniformément,démontrerqueles  sontles coeficients de Fourier de la
fonction

(Sommatiord’Abel) Soit

unesériedontlessommegartielles satisfont

pourtout
Alors, pourchaquesuite satishisant pourtout et ,onaque
la serie

converge etquesasommeestmajoieepar :
Indication. Soit . En utilisantl'identité

demontremque formeunesuitede Cauchy

Consideronslesdeuxséries

_ ¥ ot Y (102)

Silescoeficients et sontpositifset corvergentmonotoniquementerszéro,alorslesdeux
sériesde (10.2)cornvergentpourtout  sauféventuellemenpourlesvaleurs dansle casde
la premeresérie. De plus, on a convergenceuniforme sur chaqueintenalle fermé avec
Indication. Majorer} et> etutiliser la sommationd’Abel.

Pourquellesvaleursde , lesfonctionsrepiesentesparlesséries

sont-ellexcontinue® Quelestle graphedela deuxemefonction?

Soient deuxfonctions -périodiquescontinueset a variationborree. Montrer que les coefi-
cientsde Fouriercompleesdela convolution

sont ,ou et sontcellespour respectrement .

Supposonsgjuelesfonctions et soientdonreespardesséries

by 2

qui corvergentuniformémentsur . Montrerqueles coeficientsde Fourierdu produit
sontdonreespar >
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I \ﬁ

a) Déwelopper ensériede Fourierparrapportausysémeorthonormal
b) Calculerlessommegartielles
c) Calculerlessommesle Cesaro

24. Soient

Indication. Démontrer pourlesintégrales Ik
Résultat.
4 4 4
2 2F / 24
| | . | |
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
4 4 4
2 2 2
. | . | . | . | . | . | . | . | . |
0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3
FIG. IV.15: Sommegartielles etsommegle Cesaro pourla fonctiondel'Exercice24
25. Donnerunesuite defonctionsdans qui satishit pourtout et
pourlaquelle pourtout
26. Démontremue - formeun sysemeorthogonaldans
27. Soit un syttmeorthogonakompletde . Si et appartiennena ,
etsi sontlescoeficientsde Fourierde  , montrerque

> -

28. Démontremue

estun sysemeorthogonadans . Est-il complet?
29. Onconsicrela suitedefonctions définie par
{ si
Si
Vérifier quecettesuiteestunesuitede Cauchydans parrapportala semi-norme

Démontremuecettesuiten’a pasdelimite danscetteespace.
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30.

31.

Seriesde Fourier

Fonctionsde Rademaler Pour , dessinetesfonctions
sign

Démontremuele syseme estorthonormaldans , maisil n’estpascomplet.
Indication. Chaquefonction, qui estsymétriqueparrapportala droite , estorthogonalea
pourtout
Combiende termesde la série de Fourier pour la basede Haar sont nécessairepour approximer
la fonction sur avec un erreurmaximalede ? Cecin’estpaspossibleavecle

sysémeorthogonal !



ChapitreV

Equations aux deriveespartielles

Contrairemenauxéquationglifférentielleordinairegvoir le cours*Analysell, partieréelle”),les
equationsuxdériveespartiellesontcommefonctioninconnueunefonctiondeplusieus variables
etl’ équationcontientdesdérivéespartielles.Les sériesde Fourieront éte les premiersoutils pour
leur solution. Nous consiceronsce chapitresurtoutcommeune applicationintéressantele la
théoriedessériesde Fourier (chapitrel V).

V.1 Equation desondes(corde vibrante)

Initi &€ par Taylor (1713) et Joh.Bernoulli (1728,0pem lll, p.198-210),e problemede la corde
vibrantefut 'un desprincipauxchampsde rechercheet de disputes(d’Alembert, Clairaut, Eu-
ler, Daniel Bernoulli, Lagrange)au XVllle siecle. Il repesentda premere EDP (équationaux
dériveéespartielles)del'histoire.

Etablissementde I’ équation. Noussuivonsles idéesde Joh.Bernoulli: on s'imaginela corde
repesenge par une suite de pointsde massede distance  entreeux. On voudraitconnatre
a tout instant les positions du -emepoint (voir la figure V.1). Noussupposondes

FIG. V.1: Lesforcesagissansurla corde,etdessingle Joh.Bernoulli (1728)
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“petites”. Si  estlatensiondela corde,laforcetransersale au emepointest,parThales,

( ) ) — (1.1)

Dansla dernereexpressionon consicerela positioncommefonction de deuxvariables,
. Parlaloi de Newton (1687)“force égalemassdois ac@lération”, cetteexpressiondoit
étreégalea

— — (1.2)
Ainsi, pour , leséquationg1.1)et(1.2) nousamenentachercheunefonction avec
— — ou \/i serala vitessede propagation (1.3)

Remaque Pourcette équation,d’Alembert (1747, “Recherchessur la Courbeque forme une
Corde tendw miseen vibration”, Hist.de I’Acad.Berlin, vol 3, p.214-219)a trouvg la solution
, 00 et sontdesfonctionsarbitraires(“Cette méthodequi
estsirementunedesplusingénieusesju’on ait tiréesjusqu’ici del’Analyse  ”; Lagrangel759,
Oeuves 1, p.63). Nous nousintéressongnaintenantaux solutionsobtenuesa I'aide de séries
trigononmetriquesunetechniquequi peutétregérérali€ea d’autressituations.

Equations des ondesavec conditions initiales et conditions aux bords. Pourdéterminerla
solutiondela cordevibranteil fautencoreprécisena positionetla vitessedela cordea uninstant
fixé (par exemple ) et il fautdonnerdesconditionsaux extrémitesde la corde. Ainsi, le
problemecomplets’écrit:

- — pour
— pour (conditionsinitiales) (1.4)
pour (conditionsauxbords)

M éthodede la séparation desvariables. Cetteméthode adopée par Fouriera de nombreuses
reprisessouentappeée“méthodedeFourier”, estappliqgueepourla premerefois pard’Alembert

ala cordevibranteen 1750. Elle consistea rechercheta solution commeproduit d’'une
fonction , nedépendantjuede , etunefonction , hedépendanguede , c.-a-d.,
(1.5)
Ainsi, I équationdela corde(1.3) devient
(1.6)
La deuxiemeidéeconsistea diviser cetterelationpar pourobtenir
— (1.7)

ou la conclusionestla suivante: ce qui esta gaude, ne dépendpasde , ce qui esta droite, ne
dépendpasde , doncle tout doit étre uneconstantequenousappelons . Nousavonsobtenu
deuxéquationglifferentiellesordinairesquenoustraitonsl’'une apesl’autre: commenonspar

a (1.8)

Lesdeuxconditionsauxbordsdans(1.4) donnent pour et B pout
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Ainsi, il fautque , eton obtientpourla fonction :

(—) — (1.9)

L’autreequationde (1.7) nousdonne

v v (1.10)

Cela,inséré dans(1.5) donne pourchaque , unesolution. Toutescessolutionspeu-
ventétreadditionrees carnotreequatiordifférentielleestlinéaire (similairemena [HW, p.144]).
Ainsi, la solutiongéréraledevient par superposition

> —< — —) (1.12)

Pourdétermineres coeficientsinconnus et , nousutilisonsles conditionsinitialesde (1.4).
Ainsi, enposant dans(1.11),onobtient

(1.12)

Exemple (la corde d’'un piano).

“Eine genaueAnalyse der Bewegung der Saite nachdem AnschlageinesKlavierhammers
wilrdeziemlichverwickelt sein’
(H.Helmholtz,Die Lehre vondenTonempfindurgn 1862,p.610)

Calculonsle mouvementd’une cordede piano. Supposongjue le marteau,couvert d’'un feutre

élastiquetransmetala corde,initialementaurepos( ), unevitesseinitiale de
si avec : : (1.13)
et sinon.On pose et dansl’ équation(1.4).

Par bonheurMAPLE existe pourcalculerlesintéegraleg1.12). On obtient et
Cescoeficientscornvergentrapidemenverszéro (comme ). La corvergenceuniformede
la seriedeFourierestalorsassuée.La Fig. V.2 donneuneillustrationde calcukepar(1.11)
avec : et termesdela série.

FIG. V.2: Mouvementd’unecordedepiano( , resp. termesde(1.11))
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V.2 L’équationdela chaleur

“ sonanalyse laisseencorequelquechoseadésirer soitrelatvementala géeréralit, soit
mémedu cote delarigueur ”
(Laplace Lagrange| egendregité d'apres[Burk1914,p.957])

“FOURIERS Théorieanalytiquedela Chaleurist die Bibel desmathematischeRhysilers”
(A. SommerfeldPart. Diffgin. der Physik 1947 la toutepremi?rephrasede celivre)

Nous voici doncau livre qui esta l'origine dessériesde Fourier, la Theorie analytiquede la

Chaleurde JosephFourier. Un premiermanuscriptfpréseng par Fourier a I’Académieen 1807,

et un seconden 1811, ont renconté une vive oppositionde la part du Comité (voir ci-dessus).
Seulementpresla mort de Lagrangeen 1813, violemmentoppo® aux idéesavant-gardistesle

Fourier, celivre afinalementete publie en1822.

Dérivation de I équation. Fourierexpliquel'origine de sonéquationsur unecentainede pages,
en pensanta desmolécules“extremementvoisines” et a “la quantie de chaleurque l'une des
moléculegeit del’autre estproportionnellexla difféerencedetemperaturedecesdeuxmolécules”
[Fourier1822,p.41]. Au casd’un “prisme d’une petiteépaisseur{p.60), chaquemoléculea un
voisin de gaucheet unvoisin dedroite,etla temperature  dela -ememoléculeaugmentetres
similairementa |a situationdela cordevibrante(1.1),

— ) ) ey

et, apresle passage , houssommesameresa cherchemunefonction , exprimantla
temperatureaupoint alinstant , satishisant

- (2.2)

[Fourier1822,p.102]. Ici, estuneconstantalépendantu maériel (chaleurspécifiqueet con-
ductwitécalorifique).Contrairemenal’ équationdela cordevibrante nousavonslaunedérivation
parrapporta d'ordre .

Conditions initiales et conditions aux bords. Noussupposongsonnatre pouruntemps
(conditioninitiale) (2.3)

etil fautdonnerdesconditionsqu’onimposeauxbordsdela tige. Lesplusfrequentegetlesplus
facilesatraiter)surviennengjuandesbordsdela tige sontplongesdansde“l'eau glacce”, c.-a-d.,

(conditionauxbords). (2.4)

Méthode de la separation desvariables. Commedansle paragraphé/.1 nouscherchonda

solutionsousla formed’un produit . L’équationdela chaleur(2.2) devient

alors

(2.5)
Unedivision par separdesvariableset permetdeconclurel’existenced’'uneconstante
telleque
_ (2.6)

De nouweau,noussommesonfroneésa deuxéquationgdifféerentiellesordinaires:celle pour
(les conditionsaux bordsincluses)estexactementa mémeque dansle paragraphe/.1 et nous
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cequi estla reponsecompkteanotreprobleme.
Le résultatpeutétreadmir enFig.V.3. La solution
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V.3 Le problemede Dirichlet pour I’ équationdu potentiel

“Hierzu kannin vielen Fallen ein Princip dienen,welchesDirichlet zur Losungdieser
Aufgabefir eine der LaplaceschenDifferentialgleichunggeriigendeFunction  in seinen
Vorlesungen seiteinerReihevon Jahrerzeu gebemnpflegt”

(Riemannl857,Werke p.97)

L’ équationdu potentiel(équationde Laplace) endeuxvariables est
—_ — (3.1)
Tirant sonorigine de I'astronomie(Laplace1785, Legendrel785), cetteéquationa une grande

importancedanspresqudoutela physigueet enanalysecomplece (voir le Théoremel.4.3).

Problemede Dirichlet. Soitdonréundomaine (ouwvert,borrg, avecbordqui estdifférentiable
parmorceauxetunefonction définiesur . Trouwer avec

_— — dans et sur (3.2)

Riemann1857)éwoqueune“solution” simpledeceproblemequ’il nomme*PrincipedeDirichlet”
(voir citation): choisirparmitouteslesfonctionscelle pourlaquelle

_// ((_) <_>) et sur (3.3)

C’estunproblemevariationnelendeuxvariableqd’'unesorted™ énegie minimale”), etson“équa-
tion d’Euler-Lagrange”(voir “Analysell, partie réelle”) estjustementl’ €quationdu potentiel.
La solutiondu problemede Dirichlet entoute géréralite a di attendrele siecle suvant (Hilbert,
Soboley, Lax-Milgram).

Le problemede Dirichlet pour un rectangle. 1
Consiceronsle rectangle et et exp-
rimonslesconditionsauxbordsparquatrefonctionsdonrées

: et : . Trouver _
lasolutionde(3.2)qui satishssecesconditions. "
Solution. Nous supposonsd’abord . Posons,pour séparerles variables,

, cequi donnepour(3.2)

(3.4)
Car , nousavonspour et lesmémessolutionsqu’en(1.9). L’ équationpour
devient , etdonnepour lesfonctionshyperboliques
. Pourfaciliterle traitementesconditionsauxbords et , houschoisissons
commebase (quiestnul en ) et (qui estnul en ). Ainsi,

nousavons,de nouveaupar superpositionla solutiongérérale

3 —( - 7) (3.5)

Sil'on insereici lesconditionsinitiales et , ontrouve
— ] — — ] — 356)
Similairement(échanger ), on calcule une solution qui estnulle sur les droites

horizontalest satishit : pour . La solutionfinaleestalors



Equationsauxdérivéespartielles 107

Exemple. Poursatiskire notre sensestletique,choisissons et , le nombre
d’'or. Pourle dessindela figure V.5 nouspartageonsescotesen et (nombresde Fibonacci)
sous-interalles.Lesfonctionsdu bordsont

( —) — - (3.7)

(ou on utilise la corvention ) et
( ) U — (3.8)
Commefagdeest, nous prenonssimplement , et a l'ouest, encoreplus simple,

. Le résultatpeutétrevu enfigure V.5.
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FIG. V.5: Un problemede Dirichlet pourunrectangle

Le problemede Dirichlet pour le disque.
Un deuximecas,ou le problemede Dirichlet peutétrerésolua I'aide dessériesde Fourier est
celui d’'un disque. Soit le disqueunitaire. Nous choisissongdescoordonigespolaires

( ). Pourla fonction I’ équationde Laplace
(3.2)devient
e — (3.9)
La separatiordesvariables donnelesdeuxéquationordinaires
— — (3.10)
Puisque doit étrepériodiquede période , il fautque et
. Ensuitel’ équationpour devient
(3.11)
Il s’agit d’'une équationdu type “Cauchy” (voir [HW, p.152]), pourlaquelleon pose
avecun inconnu.L’équation(3.11)donne , C.-a-d., . La solution
pos®deunesingularié pour , doncla seulesolutionvalableest . Le tout

donne parsuperpositionla solutiongérérale

— > ) (3.12)
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Condition au bord. Si la condition au bord est exprimée par
pour , onvoit queles et sont
tout simplementescoeficientsde Fourierdela fonction
Commeexemple,consiceronsla condition au bord
en utilisant la série de la figure IV.3. La solution est
dessigedanda petitefigure( termegiela série).

La formule de Poisson. Une repiésentationintéressantele la solutionestdlie a Poisson(1815,
voir [Burk1914,p.997]): I'id éeconsistaintroduirelesformules(lV.1.5) pourlescoeficientsde
Fourier et dans(3.12).Apresunéchangalel’int égrationavecla sommeon obtient

—/( > )) (3.13)

Ici on sesertdela formule . La sommepeutétre

évaluéeenconsicerantla partieréellede > avec
. Onobtientainsipourla solutionde (3.9),

— / (3.14)

V.4 Equation desondes(membranecirculaire)

Nousgéréralisondesidéesde Joh.Bernoulli (voir
le paragraph#.1) adeuxdimensiongiand’espace.
On s’'imagine la membranerepiésenge par des — /—/ /—/ //4%‘9 /—/
points de massesituéssur unegrille (distance JV % ﬁf/ﬁt % ﬂf/ 7/\$
endirectionde 'axe , et en directionde ).

On cherchea connatre lesvibrationstrans\ersales P P

de la membrane.Commepour la cordevi-
brante Ja forcetrans\ersaleaupoint est

( ) ( )

ou on consickrela vibrationtransersalecommefonction detrois variables,
Parla loi de Newton (force égalemassdois ac@lération)on obtientdonc

- ~ =)

Enpassanélalimite et , enutilisantla notation — — etl'abréviation
, cetteéquationnousamenea (pourunemembraneayui estfixéeaubord)

— pour
our conditioninitiale, position
p ( p ) 4.1)
— pour (conditioninitiale, vitesse)
pour (conditionaubord)

ou, pourunemembraneirculaire,
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Premiere séparation desvariables. Commepourl’ équationrdesondesdansunedimensionnous
separonde temps desvariablesd’espacest nouscherchonslessolutionsdela forme
. Ceciconduita

— (4.2)
Onale droit de supposenquela constantelans(4.2) estnégative. En effet, si esttelle que
dans (le disqueunité) et sur , onobtientparuneintégrationpar parties
(pourle premiertermeparrapporta , pourle deuxemeparrapporta )
cequi montreque , Si n’estpasidentiguemennulle.
L’ équationdifférentiellepour dans(4.2) donnelesoscillationsentemps
(4.3)
etpour on obtientle probleme(l' équationde Helmholt?
sur
4.4
sur (44)

Si  estle disqueunité, on peut résoudrece probleme. Il est naturel d’'introduire des coor
donréespolaires , et de consicerer la fonction
. Enexprimantle Laplacien  entermede |, le probleme(4.4) devient

o (4.5)
— — (4.6)

ou la limite estconstantestindépendantele

Deuxiemeséparation desvariables. Pourrésoudrd’ equationaux déerivéespartielles(4.5), nous
posons cequidonne

La conditionde périodicite, et , implique que avecun
entier . Lessolutionspour sontalors

(4.7)
Pourla fonction on obtientl’ équatiordifférentielle

(4.8)

aveclesconditionsauxbords

Si

et . : (4.9)

unevaleurfinie  si
Pour , la transformation et nouspermetd’éliminerle parangtre de
I’ équationdifférentielle(4.8),car et . On obtientainsil’ équation

deBessel(4.10).
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L’équation de Bessel.La transformation et dansl’ équationdifférentielle
(4.8) nousconduital’ équationde Bessel

(4.10)

Nousconsiceronsuniquemente casou estunentiernon-regatif. Uneparticularieé del’ équation
deBessel4.10)estquele coeficientde  s’annuleenun point ou on s'intéresse la solution(il
s’agitd’'une équationdifférentielleavecunesingularig).

Lestermesprincipaux de (4.10) sontles mémesque pour une équationdu
type Cauchyet on estteng de cherchemne solutionsousla forme . Commececine
marchepas,on essaievecuneperturbatiord’unetelle fonction:

> > avec (4.11)

Eninsérant(4.11)dans(4.10)on obtient

2 2 2.

Unecomparaisomescoeficientsdonne

( ) (4.12)

( ) (4.13)

( ) (4.14)

Comme , I'équation(4.12)implique , cequifixelavaleurde . La possibili&
(pour ) nenousintéresseas,parcequelafonction(4.11)posedeunesingularigen
etnepeutdoncpassatistirelesconditions(4.9). Continuonsalorsnotrecalculavecl’autre
possibilit . L’équation(4.13) devient etimplique . Finalementja
relation(4.14)donnela formule derécurrence pour . Le fait que
implique que pourtout impair. Pour ona et

on voit parrécurrencejue

II

Avecle choix , lafonction de(4.11)devient

(=) X——(-) (4.15)
Cettefonctions’appellefonctionde Bessel'indice  (voir la figureV.6). Le criteredu quotient

montrequela sériedans(4.15)cornverge pourtout

1F 1F

% E%ggg@@y%& e I e Ua Ao

FIG. V.6: Fonctionsde Bessel (gauche), (droite)
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N

n=1, k=3, j=10.1735 n=1, k=4, j=13.3237

N\ )

n=3, k=4, j=16.2235

FIG. V.7: Fonctionspropres du Laplaciensurle disque

Solution de I’ équation desondes(membranecirculaire). Pourtout , lafonction
estsolutiondel’ équatiordifférentielle(4.8) etelle satishit la conditionpour de(4.9).

Afin de satishire aussila condition de(4.9),il fautque soituneracinede

Le dessinagauchedela figure V.6 montrequepourtout entier , lafonctiondeBessel

pos®deuneinfinité de zérossatishisant

Cetteaffirmation estdonréeici sansdémonstration.Elle estobtenuecommeapplicationde la
théoriede Sturm—Liouvillequi estparfoistraitteaucoursAnalysell (partieréelle).

La fonction satishit alors|’ équationdifférentielle(4.8) et la conditionau
bord(4.9). Par congquentpourtout etpourtout

( )

estunesolutionde |’ équationde Helmholtz(4.5) en coordon@espolairesqui satishit les condi-
tionsaubord(4.6). Enla multipliantpar(4.3)ou estrempla@par  onobtientparsuperposi-
tion la solutiongérérale del’ équationdesondeg4.1):

DY ( )
D ( )

(4.16)

Il restea détermineres coeficients | , et afin de satishire les conditionsinitiales
pourla positionetla vitessedans(4.1). Pourcecalculnousutiliseronsunerelationd’orthogonalié
desfonctionsde Bessel.
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Théoreme4.1 (orthogonalité desfonctionsde Bessel) Soient les
zérospositifsde , alorsona
pour
/ —( ) pour
Démonstation. Posons et . Cettefonction satishit I’ @quation

différentielle(4.8) qui, apresunedivisionpar , peutétreécritesousla forme auto-adjointe

() () (87

Deuxintégrationgar partiesdonnent(enutilisant )
Enremplacant parl'expressiorde (4.17)on obtient

/ ( —) / ( —) (4.18)

et parcongquentaussi

cequi entrdnel’'orthogonali€ pour

Une multiplicationde (4.17) par donne ce qui peut
étreécritsousla forme
Onintegrecetteidentit de a pourobtenir(obsererque etque Si )
L’affirmationdu théoemepour estmaintenantuine congequencale etde
|

Satisfaire les conditions initiales. Commenonspar celle pourla position
Noustravaillonsencoordonieespolaireset nousdevélopponda fonctionensérie de Fourier

> ) (4.19)

Lescoeficientsde Fourierpeuwentétrecalcukesparlesformulessuivantes

Encomparanta série (4.19)avecla solution de(4.16),on obtient

> 3 (4.20)

Il restea multiplier cesformulespar et d’'intégrersur l'intervalle . La relation
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d’orthogonalié pourlesfonctionsde Besseldonnealors

. / - / (4.21)

Un calcul analoguepermetde déterminerles coeficients et dans(4.16) a partir desco-
efficients de Fourier et de la fonction (conditioninitiale pour la
vitesse).Aveclesvaleursde , , ainsitrouvéeset inséreesdans(4.16), nousavons
compktementesolule probleme(4.1) surle disqueunité.

Remague Lesseriesde(4.20)aveccoeficientsdéfiniespar(4.21),s'appellentseriesde Fourier—
Bessel A l'aide de la theoriede Sturm—Liouville on peutdémontrerque le sysemeorthogonal

estcompletsur l'intervalle par rapportau produit scalaireavec fonction de
poid . Ceciimplique que pour toute fonction dans la série corverge en
moyennequadratiquevers . Pourobtenirla corvergenceponctuelleou uniformeil fautsup-

posemlusderégularié (continuig, differentiabilieé, ) delafonction.

V.5 Transformation de Fourier

“On consicereici le mouvementde la chaleurdansune massesolide homogene,dont toutes
lesdimensionssontinfinies” (Fourier, Théorie Anal.dela Chaleur1822,ChaplX)

Sionveutcalculerle mouvementdela chaleurdansunfil delongueurinfinie, on peutprendrees
formulesdu paragraph&/.2 etfairetendre . Mais commeil y adéjaun passage la limite
(la sommeinfinie dansla sériede Fourier)il fautfaireattention.

Prenonaunefonction qui tendrapidementerszérosi , etconsicerons
la sériede Fourierpoursarestrictionsurl’intervalle

> avec — / (5.1)

Si la fonction satishit [ , lescoeficients corvergentverszérosi (a
causedu facteur devantl’int égrale).La série de Fouriertronquee (avecun fixé) donne
alorsunemauvaiseapproximationde (voir lesdeuxdessinge la Figure V.8 qui utilisentle
mémenombredetermes).

6termes | | 6 termes

7N\
\r_ \ \ il Z
-3 0 -6 -3

FIG. V.8: SeriedeFouriersousle passage
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Simultarémentavec , on doit augmentete nombrede termespris en consiceration(voir la
troisiemeimagedansla FigureV.8). L'id éeestde prendre termesdansla sérietronquee
(ou estuneconstantet estsupposg étreentier).Enposant pour , onobtient
alorseninsérantlescoeficients dansla sérietronqlee

) > (—/ )

Danscetteformuleonreconn@ unesommede Riemannetenlaissantendre et verslinfinie,
lesdeuxmembresorvergentformellementvers

[ (=] ) 2)

L'intégralede Riemannétantdéfinie seulemenpourun intervalle compacthoussommewbligés
deconsicererdesintégralesmpropres(voir [HW, Sect.l11.8]). Nousintroduisond’espace

{ et / L (53

defonctionsabsolumenintégrablesur

Définition 5.1 (Transformation de Fourier) Soit . La transfornéede Fourier de
estlafonctionsur  définiepar

- _ / (5.4)
Souwenton utilise aussila notation pour

Ainsi, la formule (5.2) ressembleéa meneille aux formules(IV.1.6): la somme(sur ) dans
(IV.1.6) estdevenueuneintégrale(sur ), etlescoeficients deviennentiafonction . Grace
a cetteanalogie,les coeficients de Fourier ~ sontsouwventnotéspar . Une grandepar
tie de résultatsdu chapitrelV peutétre formulée et démontée pour la transfornée de Fourier.
Commenonsparle Lemmede Riemannretla théoriede Dirichlet.

Lemme 5.2 (Riemann-Lebesgue)Soit ~ unefonctionabsolumenintégrable sur . Alors
estuniformémentcontinueet satisfait pour

Démonstation. Pour donrg, il existe telque [ . Pour
nousavonsalors
ou la derneremajorationutilise pour et le theoemedesaccroisse-
mentsfiniespour : . La continui#
uniformede endécoule.

Comme i , le Lemmede Riemann(LemmelV.2.2) donne

- ~

si  estassegyrand. O
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Théoreme5.3 Soit et a variation bornée sur chaqueintervalle compact. Alors,
pour tout ona

Démonstation. Pour onintroduitunefonction sur par

—[ ) e

Puisque [ i quand , la limite dans(5.5) estuni-
formeen etonpeutéchangerla limite avecl’intégralesur . Onobtientalors

-/ )
- ] —

carl'int égralesur peutétredetermireeexplicitementet vaut . Lereste
dela demonstratiorestidentiquea celledu TheoemelV.4.2. m|

Unecongequencemmédiateestla formuled’inversion.

Corollaire5.4 (formule d’'inversion de Fourier) Soit une fonction continue a variation
bornée sur chaqueintervalle compactet dans . Si estabsolumenintégrable sur
, alors

— [ _

Pourtravailler avecla transformatiorde Fourier, il estutile d’avoir unepetitetablea sadipo-
sition (voir la tableV.1). De tellestablesont éte publieespar Campbell& Forster1948,Erdélyi
etal. 1954. La plusimpressionnantestde F. OberhettingerMath. Grundlehen XC (1957)qui

TAB. V.1: Petitetabledela transforneede Fourier

N

‘ O
-1
3
L
()
1
.
T1

s
\/TL 3

VAN

-4 3 2 -1 0 1 2

L | |
-3 -2 2
7 . .
-3
R
[ |

J

3

1
3
| 1 —= [
3 4
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contientsur 200 pagesquelquesl800formules. L'introduction d’'une pageet demiemise a part,
cetouvragene contientquedesformuleset vautla peined’étrefeuilleté. L’ éditeurn’a pasomis
depréciser commeal'accouturee,qu’il était“interdit dele traduiredansunelangueétrangre”.
LatableV.1 estun extrait de Gradshtgn-Ryzhik,p.1147.

Convolution
“C'est |lala propriete essentiellale la transformatiorde Fourier, et qui estla raisond’étre de
sesapplications " (L. Schwartz,Cours 1958,p.25.)

Nous avons déja renconté la cornvolution a plusieursoccasions theoemed’approximationde
Weierstras$HW, p.267],lesformulesdeDirichlet (IV.4.1) etFefer (IV.6.3) etlaformuleintégrale
deCauchy(ll.5.1). On définit la corvolutiondedeuxfonctions et par

_ / (5.6)

Lefacteurgénant”  serde bienvenudanda preuve duthéoRmesuivant,theomedonnant
unesimplerelationentrela corvolution etla transformatiorde Fourier.

Théoreme5.5 Soient et desfonctionsabsolumenintégrableset bornées.La transfornéede
Fourier deleur corvolutionestle produitdesdeuxtransforneesde Fourier, plus précigment
o - (5.7)

Démonstation. |l fautinsérerla définition (5.6) dansla transfornéede Fourier(5.4),changetes
intégrationsavolonté et faire unesubstitutiortriviale:

- =/ (=] )

| (=] ) "
Dansl’int égraleintérieureon substitue , ainsil'int égraledoublese décomposesn un
produitde deuxintégralessimples. m|

Transformeed’une Dérivee

Voici la propriete importantepourlesapplicationgde la transformatiorde Fourierauxrésolutions
deséquationgifférentielles.

Théoreme5.6 Si et sesdérivees et sontdans , alors

o B o - (5.9)
Démonstation. La preuwe estparintégrationgarparties.Ona
Comme S/ et , On voit que existent. Ces
limites sontnullescar . Une autrefagon de voir le résultatestde dériver I'int égrale
delatransformatiorinverse(Corollaire5.4) parrapportau“parametre” . O

Commeexemple,voir lesformules2 et 3 dansla tableV.1.
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Application aux équationsdiff érentielleset intégrales

Le sckemaestle suvant: la transformatiorde Fourierchangeuneéquationdifférentielle(ou une
équationintégraleavec corvolution) enuneéquationplus simple. Cetteéquationestrésolue puis
la transfornéeinversedonnela solution.

ProbEmedifficile
Equationdifféerentielleordin.
Equationintégrale
Equationdérivéespartielles

ProbEmefacile
Equationalgébrique
Equationdifféerentielleordin.

'

Solutiondu Solutiondu
ProbEmedifficile ProbEmefacile

Ci-dessougjuelquesxempledaciles.(Desexemplespluscompliquesdela physique— “the the-

ory of vibrations”,“the conductionof heatin solids”, “slowing down of neutrons”,*hydrodynam-
ical problems”, “atomic and nuclearphysics”, “two-dimensionaltresssystems”,“symmetrical

stressystems™ dandle “state-of-the-artde 1951, constituenplusde80%dulivre de Sneddon.
Aujourd’hui, lesprogresdesméthodesiumériqueset desordinateuront quelquepeutemperé cet

enthousiasme.)

Equation dela chaleur. Voyonsavecquelleélegancda transfornéede Fouriernousameneala
solutiondel’ équationdela chaleurpourunfil infini :

Y

—— - N
Sousdesconditionssur gui permettende faire toutescesopérations,la solutionestalors
donréeparla formulede Poisson

N / — (5.10)

Une équationintégrale. Cherchonsinefonction telleque

/ > —
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V.6 Exercices

1.

Si et sontdeuxfois contimimentdifférentiablesla fonction
estunesolutiondel’ équationdesondes . Déterminefdesfonctions et poursatishire
lesconditions(avec et corvenables)

— pour (conditionsinitiales)
(6.1)
pour (conditionsauxbords).
Le résultatest
~( ) — / 6.2)
La fonction de (6.2) estbien définie tant que . Commentfaut-il
prolongerlesfonctions et endehorsde lintervalle pour que (6.2) soit une solution pour
et pour tout . Discuterles conditionssur et afin que soit deux fois

continimentdifférentiable.

L’équationdestuyauxsonoes. En supposantjue les extrémites du tuyau soientouvertes,on est
confront auprobeme(avec et corvenables)

— — pour
— pour (conditionsinitiales) (6.3)
— — pour (conditionsauxbords).

a) Montrerque(6.2) repesentda solutionde (6.3), si I'on prolongelesfonctions et defagna
cequ’ellessoientpaireset périodiquesde période

b) En utilisantla méthodedessériesde Fourier, trouver une autrerepiesentatiorde la solutionde
(6.3).

L’énepie dela cordevibrante(entemps ) estdonre par

(=) =)

Montrerquel’ énegie estprésereeentemps.

Onconsierel’equationdela chaleur

pour un conducteutinéairede longueur . Trouwer les solutionscorrespondargux conditionsaux
limites

— pour
. Consiceronsle problemede Neumanrsurle disque
sur — sur (6.4)
( estla dérivéeendirectiondela normale ).

En supposantonnuela sériede Fourierpour , calculerla solutionde (6.4).
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7. Démontreunedesformulessuivantes )
—( ) (6.5)
_ (6.6)
8. Démontreda formule (de Bessell816)

- | ) (6.7)

Endéduireque pourtout
Indication. En utilisantla série de Taylor, démontrera formule pour . Ensuite,vérifier que
I'int égraledansl’ équation(6.7) satishit lesformules(6.5).

9. Ensachangue

utiliserlaformulederécurrencd6.6) pourcalculer pour . Lerésultatest-il
encontradictionavecl'affirmationdel’exercicepréc&dent?
Essayed’expliquerl’apparantecontradictionenétudianttoutesles solutionsde

ou estuneconstantelonree.



