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Mécanique du solide
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I) Cinétique des systémes matériels :
1 - Rappel ; composition des vitesses et des accélérations :

Soit (R) un premier référentiel (appelé « absolu », (Oxyz)) et (R’) un référentiel (appelé « relatif »,
(O’x’y’2’)) en mouvement par rapport a (R).

® (R’) est en translation par rapport a (R) :

Composition des vitesses :

VIM)=v'(M)+v, =v'(M)+v(0")
Composition des accélérations :

aM)=a'M)+a,=a'(M)+a(0")
® (R’ esten rotation autour d’un axe fixe de (R) : (O et O’ sont confondus)

Composition des vitesses :
F(M) =7 (M) +7, =7 (M) +Q 4 0) AOM

On peut rappeler la formule de Varignon :
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Composition des accélérations :

aM)=a'(M)+a,+a,

~ ~ dé(R')/(R) M+ O O N O =
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Un 17 exemple : un forain sur un manége pour enfants

Un manege d'enfants tourne a une vitesse angulaire constante ® > 0 constante. Le propriétaire
parcourt la plate-forme pour ramasser les tickets. Partant du centre a t = 0, il suit un rayon de la
plate-forme avec un mouvement uniforme de vitesse vy.

a) Etablir 1'équation de la trajectoire de 'homme dans le référentiel terrestre (trajectoire vue par
les parents).

b) Déterminer la vitesse de I'hnomme par rapport a la Terre, a partir des équations de la trajectoire
puis en utilisant la composition des vitesses.



¢) Déterminer l'accélération de I'homme par rapport a la Terre, a partir des équations de la
trajectoire puis en utilisant la composition des accélérations.

Un 2 exemple : monvement d’un trapéiste

Le trapeze ABCD effectue des oscillations sinusoidales 8 = 6, sin(a@x) .

Données: OM = AB=DC =b et MP =d.

Le trapéziste, assimilable a une tige TMP, tourne autour de BC avec une vitesse relative ®
constante par rapport au trapeze. A I'instant initial, le trapéziste est vertical, la téte T en haut. Les
notations sont celles de la figure.

Déterminer pour le point P (les pieds du trapéziste), a l'instant t = 7/ @, accélération dans le
référentiel (R’) lié au trapeze, l'accélération de Coriolis, laccélération d’entrainement et
Paccélération dans le référentiel terrestre (R).

Solution :

Dans le référentiel lié au trapeze, P effectue une rotation uniforme autour de M a la vitesse
angulaire constante M. Par conséquent :

V'(P)=au, A MP = —ad sin ax U, +adcosax u,
Et:

a'(P)= —@*MP = —@*d cos o i, — @ dsinax ii,
Laccélération de Coriolis est donnée par :

a (P) =26l AV'(P)=-26,0"dcos’ ax ii, —26,w*d cos ax sin @t ii,
Iaccélération d’entrainement est :
d,(P)=6ii. NOP—6?OP
8, (d sin® @t — 6, (b +d cos ax) cos” axr)
a,(P)=|6,0 (—(b+d cos ax)sin @t — 6,d sin @ cos” axr)

0

A t=7m/a@ (les pieds P sont en haut), on trouve :

a'(P)=w’dii, ; ad,(P)=20,0di, ; d,(P)=-6,0" (b—d)i,



On en déduit ensuite ’accélération « absolue » 2 cet instant :

a(P)=d'(P)+d,(P)+d,(P)=w (d+26,d —6;(b—d))i,

2 — Centre d’inertie d’un systéme, référentiel barycentrique :

Dans le cas de solides ou de systemes matériels, on est amené a définir une masse volumique, une
masse surfacique ou encore une masse linéique :

m:mw)p(M)dr : m:”(S)O'(M)dS : m:LC)/l(M)dE

Remarque : dans la suite, on choisira une représentation continue volumique. Pour une
représentation discrete, voir le chapitre de mécanique de sup sur les systemes de points matériels.

Le centre d’inertie d’un systeme sera défini par :

® Distribution discontinue :

_— —_—

m,OM,,
i
m

® Distribution continue volumique :

”.[V)p(M)@dr

m

Ijlv)p(M)@df ; 0G =

Le centre d’inertie possede la propriété d’associativité : le centre d’inertie G d’un systeme (S),
constitué de deux systemes S, et S, de masse m; et m, et de centres d’inertic G, et G,, est défini

par:
(m, +m2)E = mIO—G£ +m,0G,

Disque rayon 300, épaisseur 100

Distance entre plans 250 mm

Cylindre longueur 400mm,
Diametre 200

Cylindre longueur 320mm,
Diameétre 80

Quel est le centre d’inertie de ce solide ?



Référentiel barycentrique :

Le mouvement du systeme est étudié dans le référentiel (R). On appelle référentiel barycentrigne (R,)
relatif au référentiel (R), le référentiel de centre G et animé d’un mouvement de translation a la

vitesse V(G) par rapport a (R).

z
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La loi de composition des vitesses s’écrit sous la forme :

V(M) =v,(M)+V(G)

3 — Résultante cinétique et moment cinétique d’un systéme matériel :

® Résultante cinétique (ou quantité de mouvement totale du systéme) :
P= mv)p(M)v(M) dt = mi(G)

Dans le référentiel barycentrique, la résultante cinétique est évidemment nulle.

® Moment cinétique :

Le moment cinétique par rapport a O du systeme, dans le référentiel (R) est :

L, =[ V)W A P(M)F(M) dt

Théoreme de Kanig pour le moment cinétique : (voir cours sur les systémes de denx: points matériels)

L,= J.HV)O_M APM)F(M) dr = MV)(£+G—M) A p(M)F, (M) +7(G)) dt
L, = EAmV(GHMV)WAp(M)ﬁ,,(M) dr
Soit :
L, =0G Ami(G)+ L,

Remarque :

Le moment cinétique barycentrique ne dépend pas du point ou on le calcule. En effet :

L, = mmm AP(M)T, (M) dt = m(v)(RHG_M’) AP(M)T, (M) dt

Soit :



—

L, =L, +AGAI”(V),0(M)\7,, (M)dt=L,,+F,=L,, =1,

Et, en utilisant le théoreme de Kcenig, on a finalement :

—

L; = LG,b = LA,h =L,

Moment cinétique par rapport a un axe :

La projection du moment cinétique L, du systeme (S) sur un axe A passant par O définit le

moment cinétique La de (S) par rapport a A.

Iy u
A
L <

(0

o

Ainsi, en introduisant le vecteur unitaire 1, de ’axe (A), on obtient :
L,=L,u,
On vérifie facilement que Ly est indépendant du point O de I'axe A.

La notion de moment cinétique par rapport a un axe est intéressante lorsque le systeme (un
solide par exemple) est justement en rotation autour de cet axe A.

4 — Résultante dynamique et moment dynamique d’un systéme matériel :
®  Résultante dynamique :

La résultante dynamique (encore appelée quantité d’accélération) est :
S = m(v)p(M)a(M)dr
Comme pour la résultante cinétique, on montre que :
S={] j( , PO)E(M)dT = mi(G)

On montre au passage la relation entre la résultante cinétique et la résultante dynamique :

—

5=
dt

®  Moment dynamique :

Le moment dynamique l_jo en un point O du systeme (S) dans (R) a pour expression :
D, = || , OM A pM)a(M) d7

Théoréme de Kanig pour le moment dynamique :

La démonstration est comparable a celle relative au moment cinétique. On obtient :



D, = 0G A mi(G) +MV)W A p(M)i, (M) dt

D, =0G Ama(G)+ D,
Le moment dynamique barycentrique ne dépend du point ou on le calcule :
D; =Dg,, =Dy, =D,
Relation entre moment cinétique barycentrique et moment dynamique barycentrigue :
dL, _d — . -
aly :_(M GM A p(M)v,(M) df] =D,
dt dt V)
5 — Torseur cinétique et torseur dynamique :

Résultante cinétique et moment cinétique d’une part (résultante dynamique et moment
dynamique d’autre part), possedent les propriétés d’un concept mathématique appelé zorseur que
nous allons définir.

e Notion de torseurs :

On considére un ensemble de points M, et a chacun de ces points on associe un vecteut ¢,

(ce vecteur pourra étre la vitesse, la quantité de mouvement, une force qui agit en ce point,
...). On définit alors :

* Ta résultante : R = ZEL

* Le moment en O : M, =Z(0Mi ~G;)

On vérifie aisément que le moment en deux points O et A vérifient la relation :

M,=M,+AOAR=M,+RAOA (BABAR I}

La résultante R et le moment en O, M ,, sont appelés éléments de réduction en O du

torseur (T) associé au systeme de vecteurs ¢,. La donnée des éléments de réduction en un

point O définit complétement le torseur puisqu’il est alors possible de calculer les éléments de
réduction en tout autre point A :

R est indépendante de A et MA = ]\7[0 + E AR

® Torseur cinétique et torseur dynamique :

On vérifie que, dans le référentiel (R), la résultante cinétique P et le moment cinétique L,
en un point O d’un systeme matériel (S) forment les éléments de réduction d’un torseur,
appelé torseur cinétique et noté T, (P,L,). On a notamment :

- —_—

L,=L,+AOAP



—

De méme, la résultante dynamique S et le moment dynamique en O, D, forment les éléments de réduction

du torseur dynamique 77, (.§, 130 ).

6 — Energie cinétique d’un systéme matériel :

e Définition :
1 _
E = J’IJ’(V)Ep(M)v(M)zdr

® Théoreme de Keenig pour I’énergie cinétique :
On montre que : (voir cours sur les systemes de deux points matériels)
1

E = Emﬁ(G)2 +m(v)%p(M)vb(M)2dr

E, = %mﬁ(G)z +E_,

IT) Mouvement d’un solide :
1 - Le solide en mécanique :

On appelle «solide » un corps indéformable : la distance entre deux points quelconques d’un
solide reste constante au cours du temps.

2 — Champ des vitesses :

Le solide (S) se déplace dans le référentiel (R). On considere le référentiel (Ry) lié au solide (S)
d’origine P (point rigidement lié au solide).

Zs
Rs) 7y
V4
O Xs
y
. ®

On considere un point M rigidement lié au solide; on note Qg ,, =Q le vecteur vitesse

angulaire instantanée du référentiel (Rg) par rapport a (R), qui est @ priori une fonction vectorielle
du temps.

La formule de Varignon (loi de dérivation dans les référentiels (R) et (R))) donne :



d(PM) :d(W) BT
dt dr ).

—

d(PM —
Or, [ ( )J =0 puisque le vecteur PM est fixe dans le référentiel du solide. Comme :
(Ry)

dt

dPM)| _(dom)) [doP) M) —FP)
i )o\oa ) A ),

Il vient :
(M) =v(P)+QAPM

On constate que les vitesses des points d’un solide vérifient la loi caractéristique des moments
d’un torseur, appelé « torseur des vitesses » ou « torseur cinématique », dont :

® la résultante est le vecteur rotation Qg ,, =€Q.

¢ le moment en P est la vitesse V(P) du point P de (S) dans (R).

17 excemple : le mouvement d’une tige
On considere une tige AB homogene, de longueur 2b et de centre d’inertie G, milieu de AB.

A bouge sur le sol horizontal et B reste contre un mur vertical.
La position de la tige est déterminée par 'angle & = (i, ,OG) qui vatie lorsque la tige glisse.

At =0, la tige est par exemple verticale ; la distance OG reste égale a b.

Z

k=

y
><‘

a) Déterminer directement les composantes de la vitesse V(G) du point G en fonction de o de la
dérivée temporelle de O

Dans le triangle OAB, la médiane OG a pour longueur b, par conséquent :

bcosa —basina
OG =|bsinx et v(G) =|barcosax
0 0

b) En déduire le vecteur vitesse angulaire instantanée Q = Qui_ de la tige.



La loi de composition des vitesses permet d’éctire : V(G) =V(A)+Qu, A AG.
Or, OA = 2bcosa u.,v,=-2bdsinu_ et AG = —bcosa U, +bsinaxu,,dou:
V(G)=-2basina u, +Qu_A(-bcosa i, +bsina i)
V(G)=-bQa+Q)sin u, —bQcosa i,

On en déduit que Q=Qu, =—aui,.
2" excemple : le monvement d’nne roue

On considere une roue de rayon b, de centre C, se déplacant sur le sol horizontal fixe dans (R),
en restant dans le méme plan vertical.

“°0 10 = 10 = I (© X

On appelle I le point de contact de la roue et du sol a I'instant t. On peut en fait distinguer trois
points au niveau du contact de la roue avec le sol :

® le point I du sol qui est fixe dans (R).

® le point I de la roue qui, lorsqu’elle roule, ne se trouve plus au contact du sol a un instant
ultérieur.

® le point géométrique I qui localise le contact.
Dans le référentiel (R) lié au sol, la vitesse du point I est bien évidemment nulle.
La vitesse du point I de la roue s’exprime en fonction de celle du centre C :
V(1) =V(C)+QACI, =v(C)+QACI
ou Q= Qui_ estle vecteur vitesse angulaire instantanée de la roue.

Le mouvement de la roue peut se décomposer en un mouvement de translation du centre

d’inertie C et en un mouvement de rotation autour de 'axe (C,u_) a la vitesse Q= Qui, —6i .-

La vitesse V(I ) s’appelle vitesse de glissement de la roue sur le sol, v, =v(I,) . Elle est tangente au

sol. La roue roule sans glisser sur le sol lorsque v, =v(l,) = 0.
Si on note x I'abscisse de C (et donc celle de I), on peut écrire :

V, =Xii, +(—0i,)A(=bii,)=(x-bb) i,

8

10



La condition de non glissement donne alors : x — b6 =0.

Remarque : cette condition de non glissement revient a écrire que O = x=1IM =b8, ce qui
correspond bien a 'idée que I'on peut se faire de la condition de non glissement de la roue.

37 exemple ; mouvement d’une roue sur un support cylindrique

La roue de centre C et de rayon b roule sans glissement sur un support cylindrique de centre O et
de rayon a, fixe dans (R), tout en restant dans un plan vertical.

‘V (p

I/— a

y A

N
4

<

=Y

0]

—_—

Déterminer le vecteur rotation Q de la roue en fonction de 'angle ¢ = (i ,,00).

On souhaite écrire : V(I) =v(C)+Qu_ A CI =0 puisqu’il n’y a pas glissement de la roue sur le
support cylindrique. Or :

Cl=-bi, ; V(C)z%((a+b)ﬁ,):(a+b)(bﬁ¢ . (a+b)@i, —Qbii, =0

a+b .
b

Par conséquent : =

3 — Eléments cinétiques ; relations typiques pour un solide :
® Rotation d’un solide autour d’un axe fixe :

On considere un solide (S) en rotation autour d’un axe A lié au solide et fixe dans (R) (Oxyz).
Tres souvent, le référentiel d’étude sera le référentiel barycentrique (R,) (Gxyz) et les axes (Oz) et
(Gz) seront soient confondus soient paralléles a 'axe de rotation A.

Le solide est supposé homogene et on notera :

=[] st = ], am

On pourra ensuite généraliser aux répartitions discretes, surfaciques ou linéiques.

Moment cinétique en un point de l'axe :

On prend I'exemple d’une porte qui tourne autour de ses gonds.

11
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Le solide et le référentiel li€ au solide R 5 (Oxgyyz) tourne a la vitesse angulaire Q=06i . autour de
I'axe (Oz).

On veut calculer le moment cinétique du solide dans le référentiel (R) par rapport a un point A
situé sur I'axe de rotation :

L=[ V)m/\dm V(M)
Avec ¥(M) = V(A) +Qii. A AM = Qii_ A AM , il vient :
L, :J.HV)AM A(Qii, A AM )dm
Soit :
- —2 _—
L, = ” |, (AM Qi ~(AM Qii,).AM)dm

On introduit le point H tel que :

RN _—

AM = AH + HM alors AM u, = AH
Et:
L, = J.HV)(AHZ + HM*)Q ii. —(AH Q).(AH + HM ))dm
Soit :
Ly=([[], Hvzam )& - Qf[ AH HMdm=L,,+L,,
Moment d’inertie :

On note Ly, =L, , .1, la coordonnée du moment cinétique sur 'axe A: Is est appelé moment

cinétique du solide par rapport a 'axe A :

L,

( IRZERE jg

I1 est indépendant du point A.

12



On définit le moment d’inertie du solide par rapport a 'axe A :
_ 2 _ 2 ) —
1 =]  HM *dm _m(v)r dm s L=J,Q

ou r = HM désigne la distance du point M a I’axe de rotation.

Ja est une caractéristique du solide et ne dépend que de la répartition des masses dans le solide.

Quelques exemples :

* Tige de longueur 2b, axe passant par son centre : J, = gmb2

2
* Cerceau de rayon R, axe passant par son centre : J, =mR

1

* Disque ou cylindre plein de rayon R, axe passant par son axe: J, = EmR2
* Sphere creuse de rayon R, axe passant par un diametre : J, = EmR2

* Sphere pleine de rayon R, axe passant par un diametre : J, = ngz

Moment cinétique perpendiculaire a l'axe :

L, =- QMV)AH HMdm

L, , est perpendiculaire au vecteur rotation (a 'axe (Oz)). Il n’est en général pas nul. On peut

montrer qu’il est nul :
* Lorsque I'axe de rotation coincide avec un axe de symétrie du solide

* Lorsque le solide est plan dans un plan perpendiculaire a I’axe de rotation en A.

Energie cinétique :

L’énergie cinétique du systeme dans (R) est:

E =[], 5 dm 700 =[] S dnre?
Soit :

E :1JAQZ

c

On constate que ’énergie cinétique ne dépend pas de la composante L, | du moment cinétique.

Utilisation des théorémes de Kanig :

Avec des notations évidentes :

13
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Ly =AG Ami(G)+J Qi + L,

Le plus souvent, L;, , =0 ((Gz) sera un axe de symétrie du systeme).

1 ., 1 )
E. =—mv (G)+—-J;Q
c 2 ( ) 2 Gz

Le théoréme de Huygens :

Le théoréme de Huygens permet de relier les moments d’inertie Jo d’un solide par rapport a un
axe A et Ja du solide par rapport a 'axe A parallele a A et passant par G :

Jy=Jug+ma’

ou a désigne la distance entre les deux axes de rotation.

1
L’énergie cinétique du solide dans (R) est: E, =§J Q7. G a (dans le référentiel (R)) un

c

mouvement circulaite de rayon a et de vitesse angulaire Q, par conséquent v(G)=Qa . Le
théoréme de Kcenig relatif a I’énergie donne alors :

c

E =%m\72(G)+%JGZQZ =%ma2Q2 +%JAZQ2 dou  J,=J,;+ma’

Exemple : (cas de la roue)

On peut calculer I'énergie cinétique de la roue dans le référentiel du sol. Dans le référentiel
barycentrique :
1 11

E,=—J .=—(-mb)§ =
c,b 2 z,C 2(2 )

lmbz@2
4

14



= 4

Y 1(0) = I4(0) = Te(®)

Le théoreme de Keenig relatif a ’énergie donne :

c

E :lmﬁz(C)+lmel§2 =lm5c2 +lml)26>2
2 4 2 4

Si on suppose que la roue roule sans glisser, x —bO=0 et:

E = Embzé’2
4

c

Exemple (le pendule double) :

Un pendule double est constitué de deux barres OA et AB identiques, homogenes, de masse m,
de longueur 2b et articulées en A.

Les deux barres sont astreintes a se déplacer dans le plan vertical (Oxy) et leurs inclinaisons sont
définies par les angles o et B (voir figure).

o

X
Calculer le moment cinétique par rapport a 'axe Oz et 'énergie cinétique de ce pendule double.
ST . P I,
Le moment d’inertie d’une barre de longueur 2b par rapport a sa médiatrice est J =—mb”.
Pour la barre OA :

4 . 2 .
J,. =—mb®> LA,OZZEmbza ; EC,Azgmbzat2

Pour la barre AB :

Les théoré¢mes de Kcenig donnent :

15



LB,Oz = (0G2 /\m‘j(Gz))ﬁz +%mb2ﬁ

1 ) 1 1 2 ‘2
E . =—mv(G,)+——mb
c,B 2 ( 2) 2 3 ﬁ
Apres calculs :

Ly, = mb>(4ac+ B+ 2a+ f)cos(@— f) +%mb2ﬁ"

E ,= %mb2(4a’2 + % +4dBcos(a— ) +%mb2 B

Pour ’ensemble du pendule double :

LOz = LA,Oz + LB,Oz ; Ec = EC,A + EC,B

III) Etude dynamique des systémes matériels :
1 —Modélisation des actions mécaniques :

On s’intéresse aux actions mécaniques extérieures qui agissent sur un systeme matériel (S), en
commengcant par quelques exemples classiques.

® Le poids d’un systeme :

La résultante de tous les poids élémentaires est :
P = J-.”;V)dmgo = .U'[V),O(M)df 8o = Mg,
Le moment résultant en un point A quelconque est :

M, :m(v)WAp(M)godr:Uj V)mp(M)dT)/\go =AG Amg,

On montre ainsi que le poids du systeme est équivalente a une force unique P =mg, qui

s’applique en G.

Remarque : action mécanique extérieure, poids, possede toutes les propriétés d’un torseur
particulier, le glisseur, dont :

* La résultante est égale a P =mg,
*Le momenten Gestnul: M; =0

(En un point A quelconque: M, =M, + AG A mg, = AG A mg, :le poids du systéme est

équivalente a une force unique P= mg, qui s’applique en G).

® Les forces de pression sur la paroi d’un récipient :

On considere un récipient cubique de c6té a, contenant une hauteur h d’eau (de masse
volumique uniforme p).

16



On va montrer que l'action des forces de pression sur une paroi verticale du récipient peut
étre caractérisée par un glisseur.
Le calcul de la résultante des forces de pression est classique :

2

N h - h .
F= jo Pgo(h—2)dzu, =Pga— U,

AZ
Py
h P(z)
—> BI—>
F
0 X

Le moment en O des forces de pression est :
Mo =[[  OM~pg(h=2ydydzii, =[] i ~pg,(h=2)dydz i,
par()t parm

3

h . h .
Mo = apgo(h=2)adz ii, = pg,a-~,

On constate que 'on peut écrire :

—_—

= - h
M,=0BAF avec B=§u

4

L’action des forces de pression sur la paroi est donc caractérisée par une force unique F
passant par le point B.

On obtient bien un glisseur dont les éléments de réduction en B sont :

2
* La résultante est égale a F' = pgoa7 u,

* Le moment en Bestnul: M, =0

® Couple s’exercant sur un systeme en rotation autour d’un axe fixe :

On prend l'exemple d’un couple créé par deux forces opposées. La résultante des forces est
nulle et le moment des deux forces au point O est indépendant du point ou on le calcule.

Un couple représente un exemple de torseur de résultante nulle. Le moment est donc
indépendant du point considéré.

—

K

M1 M2

17



Le moment en un point A quelconque est en effet : (avec F| + 132 = 6)

—

M=M,+M,=AM,AF,+AM, AF, =M ,M, AF,
I1 est bien indépendant du point A.
Exemples :
* Forces que 'on exerce quand on tourne la poignée d’une fenétre
* Action d’un champ électrique sur un dipdle électrique

* Un moteur exerce sur un cylindre extérieur par exemple une action mécanique

assimilable a un couple de moment C colinéaire a 'axe de rotation commun du
moteur et du cylindre.

* Pendule de torsion dont le couple est de la forme — Ca.

® Actions de contact entre deux solides :

Un systeme matériel solide (S) est en contact avec un support solide (X) ne faisant donc pas

partie de (S). Il y a interaction entre les particules de (S) et celles de (X), au niveau de la
surface de contact S.

On définit une densité surfacique de forces ]?(M ) en chaque point de la surface de contact
S. On calcule alors :

dF = f(M)dS )

dS M

Support (X)

*La résultante : Fig) ) = ”s f(M)ds

—

* Le moment en un point Az M, o) 5 = ”SW A f(M)dS

On constate que ces deux éléments, indépendants 'un de 'autre, caractérisent un torseur, le
torseur des actions de contact de (X) sur (S), qui est une action mécanique extérieure a (S).

Evidemment, (§) exerce sur (X) une action mécanique que 'on peut également représenter

par un torseur de résultante F(g) 5, et de moment M, ¢ -

Conclusion :

A travers les différents exemples que 'on vient de présenter, on constate que toute action
mécanique extérieure a un systeme (S) peut étre représentée par un torseur (éventuellement
un glisseur ou un couple) défini par ses éléments de réduction en un point :
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* La résultante : F

ext

* Le moment : M (rappelons que : M ,, = M pex TFoy NAB)

A,ext

On s’intéresse maintenant aux actions mécaniques intérieures a un systeme matériel.

Lorsque le systeme matériel (S) est continu, il n’est pas toujours possible de représenter les effets
des actions mécaniques intérieures a ce systéme par un torseutr.

Nous verrons que cette restriction n’est pas génante car ces actions n’interviennent pas dans les
lois fondamentales de la dynamique que nous utiliserons.

2 — Lois de la dynamique dans un référentiel galiléen :

On considere un systeme matériel (S) fermé, de masse m et de centre d’inertie G, en mouvement
dans un référentiel galiléen (R).

® Loidel'action et de la réaction :
Cette loi est encore appelée loi des actions réciproques.

On considere deux systemes (S;) et (S,) en interaction dans un référentiel galiléen (par
exemple, un livre posé sur une table).

Soient F ,, (resp. F, ;) la résultante des forces exercées par le corps 1 sur le corps 2 (resp.

la résultante des forces exercées par le corps 2 sur le corps 1).

Soient M, . et M, . les moments correspondants.
AR AFy,

-2

La loi de I'action et de la réaction affirme que :

— — —

=-F et M . =-M .

F. 12 AF, A,

2-1

® Théoréme de la résultante cinétique (ou théoré¢me du centre d’inertie, ou théoré¢me de la
quantité de mouvement, ou théoréme de la résultante dynamique) :

Dans un référentiel (R) galiléen :

d _ . dP_ . . =
E(mv(G)) =" ma(G)=F,

Xt

® Théoreme du moment cinétique en un point fixe :

On considére un point fixe A du référentiel galiléen (R). Alors :

dL, W
dt A, fox

La dérivée du moment cinétique du systeme par rapport au point fixe A est égal au seul
moment en A des forces extérieures au systeme (celui des forces intérieures est nul).
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* Théoreme du moment cinétique par rapport a un axe fixe :
On considére un axe A passant par A, de vecteur unitaite U, , fixe dans (R).

En projetant le théoréme du moment cinétique sur cet axe, on obtient le théoreme du
moment cinétique par rapport 'axe A :

=M . i, =M

d AL, Ha Aext (Ly =L,.y)

Ce théoreme sera couramment utilisé dans le paragraphe sur le mouvement d’un solide
autour d’un axe fixe.

* Théoreme du moment cinétique au point G :
L, = MV)W Adm¥(M) = AG Ami(G) + L,
dL,
dt

— dl,., — - dL
=AGAi(mv(G))+ G — AGAF,, +—5
dt dt dt

Drautre part :

MA!f.w :mv)ﬁxxfm =E/\}Zﬂ +M

G, fou

dL, W
dt A, fox

Ainsi, comme , on obtient :

dL; Y
dt G, fox

Ainsi, le théoréme du moment cinétique peut s’appliquer au point G, méme si celui-ci est
mobile dans (R).

3 — Théoréme du moment cinétique dans le référentiel barycentrique :

Onavuque: ZG = le!b . Ainsi :
dL,. dL _
< = o = MG,ext
dt dt

Le théoréme du moment cinétique s’applique au point G dans le référentiel barycentrique (R,) du
systéme comme en un point fixe d’un référentiel galiléen (bien que le référentiel barycentrique ne
soit pas « priori galiléen).

(Rb) V(G) (Rb)

®| 6 ° ®R)

v(6) ¢
v(6)
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Ce résultat est trés important car, bien souvent, le mouvement du systéeme dans le référentiel
barycentrique est simple (donner 'exemple du ballon de rugby).

Application : oscillations d’un cylindre

On considere le systeme de la figure suivante :

Support
fixe

yéq

On demande de calculer la période des oscillations verticales du centre C du cylindre homogene.

Le fil, inextensible, est sans masse et sans raideur et ne glisse pas sur la poulie. Le ressort a une
raideur k et une longueur a vide /.

On note y la position verticale de C et L la longueur du ressort a l'instant t.

On désigne par Q = Qii . le vecteur rotation du cylindre.

Solution :

On applique le théoreme de la résultante cinétique au cylindre dans le référentiel du laboratoire.
En projection selon (Oy), on obtient :

my=-1,-T,+mg=-T —k(L-/,)+mg

Le théoreme du moment cinétique appliqué dans le référentiel barycentrique en C donne :

1

dL,. — — 2
%:cm \+CBAT, ””5 Q= (=T, +k(L—1,))R
t

On peut écrire la conservation de la longueur (PABD) du fil :

YH+AR+(y=L) =2y, +mR~L,  soit  L=L,+2(y=y,)

Traduisons maintenant le fait que le fil ne glisse pas sur la poulie: la vitesse du point A
appartenant a la poulie est égale a la vitesse du point A appartenant au fil, V(A ) =V(Ag).

¥ pouie = Jil, + Qi ACA = (j+RQ)i,
Le fil étant inextensible, la vitesse du point A du fil est égale a la vitesse de son point d’attache P,
soit V(A ) =Vv(P)=0. Par conséquent :
y=-RQ
Et:
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mR y

8 2
my=———==2k(L—0.)+m Y+ —
y > R ( o)+ mg y

k 4k
—y,)=—g-"2(L, —¢
3m(y yeq) 3g 3m( éq 0)

f3
La période des oscillations est donc : T =27 4—’;: .

Remarque : cet exercice peut également se résoudre en utilisant la conservation de Iénergie
mécanique du cylindre. I.’énergie mécanique s’écrit :

1 .2 11 22 3 .2 1 2
E =FE +E i E =—my"+——mR° Q" =—m i E =—k(L-0))" —m
m c P c 2 y 22 4 y P 2 ( 0) gy

3 ., 1 )
E =—my +—k(L-{,)" —m
m =g F k(L= L) —mgy
En dérivant par rapport au temps :
%m)'}ji +kL(L—(,)—mgy =0
Ot, L=L, +2(y—y,) et L=2y :
3 .. : .
Emyy+k2y(Léq +2(y = y4)— o) —mgy=0
On retrouve I’équation différentielle précédente.

4 — Lois de la dynamique dans un référentiel non galiléen :

I1 faut prendre en compte les forces d’inertie :

4 i) =92 = mi(G)=F,, +F, +F,
dt dt

Et, en un point fixe du référentiel mobile :

dL, - ~ -
g Mg, Mg MG

5 — Cas des systemes ouverts : (traité en mécanique des fluides)

6 — Formulation torsorielle des lois de 1a mécanique des systemes

On a établi que le principe de I'action et de la réaction avait pour conséquence la nullité de la
résultante des forces intérieures ainsi que celle du moment des actions intérieures.

Ces deux résultats peuvent se condenser sous le fait que le torseur des actions intérieures est nul :
[Ent ’ Mint ]: 0

Les deux grandes lois de la mécanique des systémes peuvent alors s’écrire sous la forme
torsorielle suivante unique, dans un référentiel galiléen (R) dans lequel le point A est fixe :
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4Ip.L )= lF, 3,

(La dérivée d’un torseur se fait terme a terme)

Autrement dit, la dérivée du torseur cinétique est égale au torseur des actions extérieures.

IV) Etude énergétique des systemes matériels :

Faire quelques rappels sur étude énergétique du systeme de deux points matériels. Rappeler
notamment que le travail des forces intérieures peut s’écrire :

W, = fi.dr, = fi,d(M M)
Ce travail, a priori, n’est pas nul sauf dans le cas de deux points matériels rigidement liés I'un a

lautre (d(M,M,)=0). On s’attend alors que ce travail des forces intérieures soit nul pour un
solide.

1 — Puissance des actions exercées sur un solide :

En faisant appel a la notion de forces volumiques exercées sur un solide, on peut écrire la
puissance des actions (extérieures et intérieures) exercées sur un corps continu :

P= m(v) F(M).f(M)dr

En écrivant que, pour un solide, V(M) =v(A) + O AAM , il vient (A est un point quelconque du
solide) :

P={f],, [Fa)+ QA AM | FMydr =5(A)F

€Xi

, +mv) (QAAM).f(M)dT

En utilisant (Q A m)f(M )= (W A f(M ))é (permutation circulaire dans le produit mixte)
P=V(A).F,, +|| lv) (AM A f(M))Qdt

Soit, finalement :

P=V(A).F_+M, Q

A,ext

On remarque que les forces intérieures n’interviennent pas dans cette expression de la puissance
regue par le solide.

Remarque : A pourra étre souvent le centre d’inertie G.

2 — Théoréme de I’énergie cinétique (ou de la puissance cinétique) :
Dans la suite, on se place dans un référentiel (R) supposé galiléen.
® DPour un solide :

P=|[[, van.fondr=([[ san)dmaon =[] %G‘W(M)zj _ diC

Ainsi, pour un solide :

23



P=v (G).Fm +M Gt Q=" (Théoreme de la puissance cinétique)

Rappelons ici que P représente la puissance uniquement des actions extérieures subies par le
solide (la puissance des actions intérieures est nulle pour un solide).

Le théoreme de I’énergie cinétique s’en déduit :

AE. =W,

ext

Un 17 excemple : chute d’une tige sur le sol

Une tige AB, homogene, de centre G et de longueur 2b, est posée sur le sol, verticalement sans
vitesse initiale. Sous l'action d’un 1éger déséquilibre, elle tombe. En supposant que I'extrémité A
glisse sans frottements sur le sol, calculer la vitesse v, du centre G de la tige quand celle-ci heurte
le sol.

o . . 1
Le moment d’inertie de la tige par rapport a sa médiatrice est J = gmb2.

AY

>
>

X

0]

En I'absence de frottements, seul le poids travaille. Le théoreme de I’énergie cinétique donne :
lmv(G)2 + llmb20'52 = mgb(l —sin @)
2 23
Soit x I'abscisse du point A ; la vitesse de G s’écrit :

x—basina

v(G) =
@ bdcosa

Les seules forces extérieures agissant sur la barre étant verticales, la vitesse de G selon
I’horizontale est une constante du mouvement (nulle au bout du compte) :

x=bdsina d’otr V(G)* =b*d’ cos®
En éliminant ¢¢” dans Pexpression du théoréme de énergie cinétique, on obtient :

2gb(1—sin @)
o
3cos’

v(G) =
1+

Ainsi, quand & =0 :
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® (Cas d’un ensemble de solides :
On considere un ensemble (S) de deux solides (S,) et (S,). On appelle (E) le milieu extérieur (S).

Le théoreme de la puissance cinétique appliqué a (S;) donne :

dtl = Pext,l

On peut distinguer dans les actions mécaniques extérieures qui s’exercent sur (S) :

* Celles que (S,) exerce sur (S,) : P

28

* Celles que le milieu extérieur a (§) exerce et dont la puissance est Py

Sy
]

S
E
Ainsi :
dE,
dr = Psz—>s, + PE—)S,
De méme pour (S,) :
dE
dr = Psl—>52 + PE—>52
En sommant, on obtient le théoreme de la puissance cinétique pour le systeme (S) :

dE
dtc - (PE—>S| + PE—>52 )+ (PS|—>52 + PS;—)S, ) (avec E = Ecl + ECz )

Les deux premiers termes représentent pour le systeme (S) la puissance des actions mécaniques
extérieures :

P

ext

=P

E—S, + PE—)SZ .

Les deux derniers termes constituent la puissance des interactions entre (§;) et (S,), qui sont pour
(S) des actions mécaniques intérieures. :

I Psl—>s2 + Ps2—>s,

Finalement :

dE,
dt = Pext + Pinl,S]<—>Sz
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Bien que la loi de P'action et de la réaction indique que la somme des actions mécaniques entre les
solides (S)) et (S,) soit nulle, il n’y a aucune raison pour que la puissance de ces actions
mécaniques intérieures a (S) soit nulle (en effet, le systeme (S) n’est pas lui-méme un solide).

® (Cas d’un ensemble de N points matériels :

La démonstration est identique a celle faite avec deux points matériels. On dissocie, pour un

et les forces intérieures f;

point M, les forces extérieures f; int.jsi -

ext—i

On a alots :

. _p ip ; AE, =W,

int ext int
dt

Le systeme de points étant @ priori déformable, le travail des forces intérieures est non nul.

+W

ext

Remarque :

—

Le travail des deux forces intérieutres f; et vaut (cf cours de 17 année) :

int, j—i int,i—j

f‘linl,iHj - f‘lm"J—)ldr;J
On voit que ce travail ne dépend que de la distance relative et de sa variation entre les deux
points M; et M. Il ne dépend donc pas du référentiel dans lequel on le calcule.

Le travail et donc la puissance des actions mécaniques intérieures a un systeme ne dépendent pas
du référentiel dans lequel on les calcule.

3 — Energie potentielle et énergie mécanique d’un systéme :
La présentation est identique a celle faite pour deux points matériels :

Iénergie mécanique E, d’un systeme (S) est la somme de son énergie cinétique E, et de I’énergie
potentielle intérieure E , et extérieure E

pint pext *

E,=E +E, +E

p.int p.ext
et le théoreme de I'énergie cinétique conduit, pour un systeme fermé (S) a :

dE, = oW ; dE, =P

forces ext et int non conservatives d 1 & forces ext et int non conservatives

La plupart des actions mécaniques connues sont conservatives (le poids, la force électrique, la
force de gravitation, 'action d’un ressort, ...).

Parmi les actions mécaniques non conservatives, on peut citer les actions de contact entre solides,
la tension d’un fil, les forces de pression, les forces de propulsion, ...

Conservation de Iénergie mécanique d’un systeme fermé, systeme conservatif :

Si toutes les actions mécaniques dérivent d’une énergie potentielle (extérieure ou intérieure) ou si
toutes les actions mécaniques qui ne dérivent par d’une énergie potentielle ne travaillent pas, alors
I’énergie mécanique du systeme se conserve au cours du mouvement.

Le systeme est dit conservatif.
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pin T E, . =CSte est appelée lintégrale 1 du mouvement (relative a

L’équation E, = E_+E

Iénergie).

Exemple d’application : oscillation d’une tige sur un demi-cercle

1
Une tige homogene AB, de centre C, de longueur 2/, de moment d’inertie J =§m€ ® par

rapport a un axe perpendiculaire a la tige et passant par C, glisse sans frottements a 'intérieur

20

d’un demi-cercle de centre O et de rayon R =—

NL

O &

J(X

Ce cercle est situé dans le plan vertical (Oxy) d’un référentiel galiléen.

Déterminer équation différentielle vérifié par 'angle 0 défini par 6= (ﬁx,O_C:). Calculer la

période des petites oscillations de la tige autour de sa position d’équilibre.

On choisit une méthode énergétique. L’énergie mécanique de la barre AB est une constante (pas
de frottements) :

I .

11 .
E =—mv(C)* +==ml*6* — mgx
n=5 ©) >3 8X,

2
Avec ¥(C)? =0C?*6* = (R* —(*)6* =R792 = ct X, =§cos9 :

E, :lmRzé?2 —lngCOSH
4 2

Si on dérive par rapport au temps :

6+Lsin6=0
R

R
La période des petites oscillations est donc : T =27 \/: .
8

V) Contact entre deux solides — Lois du frottement :

Le contact est une notion concrete familiere. Il est facile de déterminer visuellement si deux
objets sont en contact. Cependant, au niveau microscopique, les choses sont bien plus difficiles.
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Déja, 1a surface des objets usuels qui nous semble lisse est loin de I’étre vraiment : les atomes
situés a la surface sont disposés aléatoirement et la position de la surface des solides subit des
variations tres brusques (voir figure suivante).

Quand on approche deux objets, les nuages électroniques des atomes situés aux deux interfaces
finissent par étre treés proches et la répulsion électrostatique entre ces nuages engendre la non-
interpénétrabilité entre les solides. On comprend donc, vu la complexité de la situation,
qu’obtenir une loi exacte décrivant les contacts au niveau macroscopique n’est pas aisé.

1 - Etude cinématique :

On considere deux solides (S) et (X) en mouvement dans un référentiel (R) de maniére a ce qu’ils
restent toujours en contact ; ce contact peut se traduire :

® Par une surface commune
® Par une ligne commune
® Par un ou plusieurs points communs

Ainsi, il existe au moins un point Iy de (S) en coincidence avec un point Iy de (X) en I a tout
instant t.

On appelle vitesse de glissement v, de (S) sur (X) en I a 'instant t, le vecteur :

‘_’.g (I) = ‘_’.g (Is )/(R) _‘7g (IZ)/(R)

Cette vitesse de glissement de (S) sur (X) en I est aussi la vitesse du point I de (S) dans le
référentiel Ryp) li¢ a () :

v, () =V, (I) )
On dit que (S) ne glisse pas sur (X) si la vitesse de glissement est nulle en tous points de contact, a
tout instant : v, (1) =V, ([)x, =0.
Dans le référentiel (R), on définit les vecteurs rotations Q g et flz des solides (S) et (X). Les

vitesses d’un point Mg de (S) et un point I de (S) en contact avec (X) en I sont reliés par :

FM ) =)+ Q5 AIM
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De méme, les vitesses d’un point My de (X) et un point Iy de (X) en contact avec (S) en I sont
reliés par :

V(M) =v(I,)+Q, AIM

Le vecteur rotation relatif Q s,z de (S) par rapporta (X) :

Q) =05 —Q
peut se décomposer en deux vecteurs :

® Un vecteur normal €, au plan tangent (P) en I ; ce vecteur est appelé le vecteur rotation

de pivotement.

® Un vecteur Q, situé dans le plan tangent (P) en I ; ce vecteur s’appelle le vecteur rotation
de roulement.

A 2e= 'QN

A (S) Q
(S)
| I &

L&) Z [ “5-6 @ ;
S Sep QT

Le cube pivote sur son Le cylindre roule sur son Le cylindre roule et pivote sur
support. support. son support.

Dans la suite, on supposera que (S) roulera sans pivoter sur (X) ou (S) pivotera sur (X), ou (S)
aura un mouvement de translation sur ().

2 — Actions mécaniques de contact :

e Définition des composantes normale et tangentielle de la résultante des actions
mécaniques de contact et des moments de frottement de pivotement et de roulement :

On note dans la suite R la résultante des actions de contact du solide (1) sur le solide (2). Elle se
décompose selon :

R=T+N

29



ou T estla composante appartenant au plan tangent (c’est la force de frottement de glissement)

et N la composante normale a ce plan. Celle-ci est dirigée de (1) vers (2). L’annuler revient a dire
que le contact est rompu entre les deux solides.

On peut également définir le moment des actions de contact au point de contact I ; comme le
contact est supposé ponctuel, le moment en I des actions de contact sera considéré comme nul.

® J.ois de Coulomb

Au XVIII*™ siecle, Coulomb a énoncé les lois approchées suivantes, valables pour le frottement
de glissement entre deux solides en contact ponctuel (on considérera dans la suite que ces lois
restent valables méme si le contact n’est pas rigoureusement ponctuel) :

Soient deux solides (S,) et (S,) en contact ponctuel. On note v, la vitesse de glissement de (S,)
par rapport a (S).
Alors :

e Siv, # 0 (il y a glissement), la force de frottement de glissement vérifie :

Ty, 5 Ti.<0 o |f=1

d
ou f, est appelé coefficient de frottement statique de glissement.

e Siv, = 0 (il n’y a pas glissement), alors :

7= £[¥]
ou f_ est le coefficient de frottement cinétique (ou dynamique).

La loi de Coulomb fournit une inégalité régissant le comportement de la composante 7.

Remarque : généralement, le coefficient de frottement cinétique est inférieur au coefficient de
frottement statique, mais de valeur assez proche. En effet, a I'échelle microscopique, les surfaces
des solides s'interpénetrent plus lorsqu'il n' a pas glissement.

Dans la suite, on posera f, = f. = f .

Quelques exemples de coefficients de frottement :

Nature du contact Coefficient de frottement
" bois sur bois 0,302 0,50
acier sur acier (a sec) 0,15a0,20
acier sur caoutchouc 0,25a40,45
pneu sur route seche 0,7
pneu sur route mouillée 0,1
métal sur glace 0,02
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® (Cone de frottement :

On considére un solide immobile sur un sol incliné. Le solide reste t’il immobile ou commence
t’il a glisser ?

Le théoreme du centre d’inertie appliqué au solide donne :
mg+T+N=0
En projection :
T =mgsina ; N =mgcosa
La condition de non glissement est T < {N; soit :

tana < f =tan @ ou a < @ =arctan f

L’interprétation géométrique est que la résultante R doit se trouver dans le cone d’axe N et de
demi-angle au sommet @ = arctan f . Ce cone est appelé cone de frottement.

mg

Imaginons que la pente O augmente petit a petit. Ainsi, R =-mg ne change pas alors que la

normale a la pente bascule petit a petit. Au bout d'un moment, la résultante R sort du cone de
frottement : le solide commence a glisser.

On pourrait faire une analyse du méme type en supposant que le sol devient de plus en plus
glissant et donc que f diminue. Cette analyse représente le sens physique de I'inégalité introduite
dans les lois de Coulomb.
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Exemple (BUP, Mars 2000) :

Cas A - la veiture en parne esi ponssde

Pour simplifisr, est representeés sur le schema vme seule roue. MNous avons repre-
sente sur la figure 3z la siteation avant que le chanffear pe pousse 1a vorture. Cuand on
accelers la voiture en la poussant, celud qui pousse exerce nne force horizontale sur la
woinare, Ensuite, il suffit de faire conune pour las devx blocs © guand oo pousse sur la
rone, les poils selidaires de 1z rove visnnent en contact avec cewx du sol, ils se defor-
mert mumellement (vers 1smriere pour les poils de la roue et vers ' avant pour les poils

T ~, N r
( ) :'rf —- ' |
., Ie5 o i ba .‘_.-'
}r'[/ H’ ‘T T0iM wEiE ,.T_é"'
UL et
woorm [anri
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du 0l - figure 3¢) ef les courbures résultantes indiquent le sews des forces d'interaction.
L'ensemhle des forces horizontales qui s exercent sur ce svstéms est indigus sur la
figure 3d

Tons remarguons gue, dans ce cas. 1z force de fromement gui 5 exarce sur la roue
&’ oppose an mevement de trarslatdon, alors gue son morment permes 3 la roue de tovomer.

Cas B : la veiture, en étar de marche, demarre

Chiand le moteur tourne ot qus 1'on appude sur I"accalerateur, Il 5" exerce un couple
sur La rone. Les poils solidames de 12 rove viemmsnt o coneact de oo de sol (fizare 45
ils se daforment et s2 déplacent, au niveau du contact, vers Iz ganche ("arriere). Les
poils de la roue et da sol s= deforment mnamsllersent (vers I avan: pour ceu du sol. vers
I*arriera povr cewst de [a roue - figare 4. Il en resulte une force vers Iavant sur la rous,
¢'est-a-dire une force motce (fgure 2d). Ceme force de frottemsnt qui s exerce sur la
roue permet 4 la voinre ds démarrer alors que son moment 5 Oppose A1 MOment (ou
coupla) azissant
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Compléments : démarrage d’une voiture
L’étude dynamique de 'accélération d’un véhicule impose de ne prendre en compte que les

forces extérieures, c’est-a-dire, outre le poids, les actions de contact du support (voir la
figure : ¢’est I'action de la route sur les roues qui est responsable de 'accélération.
Sur le schéma, cette action est décomposée en une action verticale R (qui compense le
poids P) et deux actions longitudinales Fy et Fa, qui rendent compte de 'accélération
du centre de masse G du véhicule.

L]

ac/K R

-0

F, Fs
P

- Accélération d'un véhicule (& quatre roues motrices)

Il n'y a en fait pas de paradoxe : ces actions exercées par le sol
ne sont que le résultat de la réaction du sol a I'appui des roues.
Lorsque le conducteur démarre, effort (le couple moteur) est exercé
sur les axes des roues motrices. Celles-ci sont mises en rotation (cf.
ci-contre) et tendent a glisser dans le sens de la vitesse v4 indiquée
sur la figure. Du fait de cette tendance au glissement, le sol agit
sur les roues en sens inverse du glissement des roues motrices, donc dans le sens qui

accelere le véehicule.

aG/K R

A —

F] F2
P

Accélération d’un véhicule (a deux roues motrices a avant)

Pour un véhicule a seulement deux roues motrices, le probléme ne se pose pas dans les
meémes termes pour les roues non motrices. Il n’y a pas de couple moteur exercé et elles

auralent donc naturellement tendance a glisser en sens inverse des roues motrices; la
force de contact exercée par le sol est en général opposée au sens de l'accélération,
comme le montre la figure , ol1 les roues motrices sont les roues avant.
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3 — Approche énergétique :
® Puissance des actions mécaniques de contact

On a vu que la puissance des actions exercées sur un solide est :

P=V(A).F_+M, Q

ext A,ext*
ou A est un point quelconque du solide.

On s’intéresse a action du solide (S,) sur le solide (S,). Le contact est supposé ponctuel en 1.

On note R la résultante de I'action de (S)) sur le solide (S,).

Alors, la puissance regue par le solide (S,) de la part du solide (S,) est : (le moment est nul puisque
le contact est ponctuel)

1g:wg)ﬁ

-R désigne la résultante de l'action de (S,) sur le solide (S,). Alors, la puissance regue par le solide

(S)) de la part du solide (S,) est:
P, =¥(I;).(-R)
La puissance totale des actions de contact entre les deux solides est alors :
P=P+P, =) -v(U))R
Soit, avec v, =v (I ).— V([ ) la vitesse de glissement de (S,) par rapport a (S,) :
P=7, R
Soit encore, puisque N est perpendiculaire a la vitesse de glissement :

P=v,T

® Conséquences des lois de Coulomb :
*1l y a glissement : alors, 7., <0 et P <0. A cause des frottements entre les solides, leur
énergie mécanique totale diminue.

* 11y a roulement sans glissement : alors la vitesse de glissement est nulle et P = 0. Les actions de
contact ne dissipent aucune énergie alors qu’il existe la plupart du temps une composante
tangentielle non nulle de frottement.
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Tres souvent, le solide (S,) est le sol immobile ; alors :
P=%(I)T =0

En cas de roulement sans glissement, la puissance des actions de contact du sol immobile sur un
solide est nulle.

4 - Application a la résolution des problémes :

L’étude d’un mouvement avec contact de solides fait intervenir notamment les forces de contact
comme inconnues. Pour résoudre le probleme, il faut écrire :

® Les équations découlant du principe fondamental des systemes.

® Une relation supplémentaire provenant d’une hypothése sur 'existence ou non d’un
glissement, hypothése qui devra étre vérifiée.

Si Pon suppose qu’il y a glissement, la relation supplémentaire est alors donnée par la loi de
Coulomb :

TV L Ta <0 5 |T|=1,

8

M
I1 faut ensuite vérifier que la vitesse de glissement est bien non nulle et de sens opposé a T'.

Si Pon suppose qu’il n’y a pas glissement, la relation supplémentaire est v, =0 et il faut alors
vérifier que T < fN .

Enfin, si le mouvement comporte différentes phases successives de natures différentes (avec et
sans glissement), la vérification de T’hypothése choisie permet de déterminer Iinstant de
changement de phase.

Un 17 excemple d’application ; un cylindre sur un plan incliné :

. N L 1
Un cylindre homogene de centre d’inertie C, de rayon R et de moment d’inertie J = EmR2 par

rappoft a son axe, est posé sans vitesse initiale sur un plan incliné d’un angle o sur I’horizontale,
dans le référentiel terrestre (R) galiléen ('axe du cylindre est horizontal).

On désigne par f le coefficient de frottement de glissement entre le cylindre et le plan incliné.

a) Déterminer I'accélération X du cylindre. Montrer qu’il y a glissement ou non selon la position
de o par rapport a une certaine valeur O, que 'on déterminera.

b) Faire un bilan énergétique entre les instants O et t. Envisager les deux cas & < &, et & > ¢,,.

NN
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a) Le théoreme de la résultante dynamique dans (R) appliquée au cylindre donne :
mX=mgsina—-T ; O=-mgcosa+N
Le théoreme du moment cinétique en C, dans le référentiel barycentrique, donne :

2

LR i, = CI AT = RT i d'oi §=-—"T
2 g g mR
La vitesse de glissement du cylindre sur le plan incliné s’écrit :
¥, =v(l,,)=v(C)+6i, ACI d'oil v, = %R

1% cas ; le cylindre roule sans glisser : v, =0, soit x = R6. On obtient alors :

. ) . mR X . .2 .
mxzmgsma—T:mgsma—TE soit nggsma

1 .
On doit vérifier ’hypothese (loi de Coulomb), T < {N. Or, T = gmg sina et N=mgcosa,
d’ou:
tana <tana, =3f

Le cylindre roule donc sans glisser tant que @ < &, .

Remarque : on trouve, comme on sy attendait, T < 0 et
w > 0, ce qui rend compte du roulement de la roue vers le bas;

on trouve aussi’ T =mgsina/3 > 0: dans ce cas, et comme

on pouvalt peut-étre s’y attendre de maniere gqualitative, les

forces de liaison s’opposent au mouvement vers le bas. Ce sont

d’ailleurs en fait ces forces qui sont responsables de la mise en rotation de la roue
autour de son centre C lors de la descente, puisque les autres forces extérieures (le
poids) ne font pas tourner autour de C.

On peut d’ailleurs donner une interprétation qualitative des propriétés T' > 0 donc
|Z¢| < gsina :accélération vers le bas du mouvement de la roue est moindre que celui
qu’on obtiendrait pour le mouvement d'un point matériel glissant sans frottement sur
la méme ligne de plus grande pente. Les théoremes de Kénig permettent de donner
une base quantitative a cette interprétation : la seule force motrice (le poids sur la
ligne de plus grande pente, —mpgsin ) doit accomplir 4 la fois la mise en mouvement
du centre de masse C' et la mise en rotation de la roue autour de C'; ainsi, la roue
descend plus lentement qu’en glissant.

2™ cas ; @ > @, et le cylindre glisse en roulant : alors, T = fN = fing cosa . On en déduit :

. s 2
X=g(sina— fcosa) et OZEfgcosa
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b) La variation d’énergie cinétique du cylindre entre 0 e t s’écrit :
[T ey
AE. =E =—mx"+—mR"6
2 4

Le théoréme de I’énergie cinétique donne :
1 ) 1 2 A2 . . ro=
me +ZmR 6" =mgxsina+ W, = mgxsina + jo Tv,dt

1 1 . . ‘
—mx* +—mR*0° = mgxsma—j Tv dt
2 4 o ¢

Dans le 1% cas (@ < &), v, = 0 : on obtient alors :

Zm)'cz =mgxsin

Par dérivation, on retrouve I'accélération X = 3 gsino.

Dans le 2™ cas, a >« : v, = x—RO=g(sina—3fcosa)t et on peut bien vérifier que le
théoreme de I’énergie cinétique est bien vérifié :

1 .2 1 292 _ . ! 2 .
me +ZmR 0 =mgxsina — . fmg - cosa(sin @ —3f cos &) tdt

Un 2" excemple d'application ; cylindre posé sur sa base

On considere un cylindre (C) de masse M, de rayon a et de hauteur h. On pose le cylindre sur sa
base sur un plan incliné d’angle o. Sa vitesse initiale est nulle.

Dans une premiére expérience, on pose le cylindre C sur sa base (voir figure 7.6)
e . . N . ) ’
En augmentant I'inclinaison de P 3 partir de & = 0, on constate I'existence d’un

a‘ngle limite o tel que C reste en €quilibre si o < oy, et que C glisse vers le bas
S1 & > ;. Nous allons interpréter ces observations.

Y
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a) Equations générales
Les actions mécaniques appliquées a C sont :

e sonpoids Mg = Mgsinau, — M g cos i, appliqué en son centre de masse
G,

o I'action de contact exercée par P de résultante R — Rrug + Ry,

Remarque R et Ry sontdes composantes algébriques. Il est conseillé d’utiliser
dans la majorité des cas des composantes algébriques dans les calculs. Si on est siir
du sens d'une force, on peut travailler avec une norme pour cette force.

Appliquons le théoréme de la résultante cinétique & C dans le référentiel galiléen
R =0zyz:
= Mgsina+ Ry

Miq
M7 — MG+ R soit
Mdar(G)=Mg + R soi { 0 = —Mgcosa+ Ry

Nous disposons seulement de deux équations pour calculer les trois inconnues
T, Ry et By,

b) Cas ou il y a équilibre
Dans ce cas, ¥ = 0. Il vient aussitot : Ry = M geosa et fip = —Mgsine,

Lhypothese de non glissement que nous avons faite n’est valable que si :

| Br| < f soit tana < f.
’R:\’l

c) Cas ou il y a glissement

Dans ce cas, |Ry| = f|Ry|. Pour que cette relation soit exploitable, il faut pou-
voir enlever les valeurs absolues, donc connaitre le signe de Ry. La vitesse de
glissement étant dirigée vers le bas et Ry étant positive : Ry = —fRy.

Cette équation supplémentaire nous permet de calculer :

Ry =Mgcosa, Rp=—fMgcosa, Fg= Mg(sina— fcos ).
Lhypothése de glissement n’est valable que si la vitesse de glissement est bien de
sens opposé a la composante tangentielle de 'action de contact. Nous trouvons,
en tenant compte de I'absence de vitesse initiale :

T, =g, = Mg(sine — f cos a)tu ,.
Il faut donc que :

sina— fecosae >0 < tana > f.

Commentaire Les résultats sont conformes aux observations et «; = arctan I.
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d) Possibilité de basculement

Nous n’avons pas écrit le théoréme du moment cinétique : il permet de mon-
trer que 'action de contact est une force appliquée en un point (ce qui n’est pas

certain a priori puisqu'il y a contact sur toute une surface) et de déterminer ce
point.

Plagons-nous dans le cas de I'équilibre. Notons I le point d‘intersection de Ia
ligne d’action du poids avec le plan incliné (voir figure 7.6). Le moment de I'ac-
tion de contact en I est nul puisque qu'il est égal (a I'équilibre) 4 I'opposé du

moment du poids dont la ligne d’action passe par I. Par conséquent I'action de
contact est équivalente & une force appliquée en I. La distance de ce point au

h . ; :
centre C' delabase du cylindreest: C1 = é tan .. Mais I'équilibre nest possible

que si I est vraiment un point de la base du cylindre, il faut donc une condition
supplémentaire :

¢

a
Of <o < tana'<ﬁ.

Si cette condition n’est pas vérifiée, le cylindre bascule.

Commentaires L équilibre du cylindre peut étre rompu de deux maniéres : soit
il se met & glisser, soit il bascule. Dans I'expérience décrite on n’observe pas de
basculement car le glissement intervient en premier. Ceci nous indique que, dans

2 o : ;
les conditions de notre expérience [ < }_a 1l est intuitif que le cylindre ne glisse
(]

pas mais bascule si le coefficient de frottement est grand.

Un 37 exemple d’application ; oscillatenr a frottement solide

VI) Rotation d’un solide autour d’un axe fixe :
1 - Description de quelques liaisons classiques entre deux solides :
® Liaison glissicre ou liaison prismatique :
® Liaison rotule ou liaison sphérique :

® Liaison pivot (ou liaison rotoide) :
2 — Liaisons parfaites :

Exemple : une liaison pivot parfaite

Le solide (S) est maintenu par deux pivots quasi-ponctuels en A et B de maniére a pouvoir
tourner autour de l'axe fixe (AB) dans le référentiel d’étude. Nous supposons que les liaisons en
A et B sont parfaites : les actions de contact qui s’exercent sur (S) en A et B se réduisent

respectivement a deux forces : R, passant par A et R, passant par B.
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Calculer les éléments de réduction en A du torseur des actions mécaniques de contact sur (S).

Réponse :

La résultante est R =R, + R,. Le moment en A est:

M ZﬁAR1+ﬁAR2=ﬁAR2

A,contact

On constate que M est bien perpendiculaire a I'axe de rotation (AB) du solide (S): la

A,contact

liaison est parfaite.

On fait ainsi ressortir le fait que dans le cas d’une liaison pivot, méme parfaite, les actions de
liaison ne peuvent pas en général étre représentées par une seule force rencontrant I'axe.

Seul le moment projeté sur I'axe est nul.

3 — Etude du mouvement de rotation (liaison pivot) :
Rappel : (théoréme du moment cinétique par rapport a un axe fixe)

On considére un axe A passant par A, de vecteur unitaite U, , fixe dans (R).

En projetant le théor¢me du moment cinétique sur cet axe, on obtient le théoreme du moment
cinétique par rapport I'axe A :
dL,

dt Ao (Ly =Lyit,y)
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Ce théoréme sera couramment utilisé dans ’étude du mouvement d’un solide autour d’un axe
fixe, en utilisant :

ou M désigne la vitesse angulaire du solide, portée par I'axe A.

Finalement (théoreme « scalaire » du moment cinétique pour un solide en rotation autour de I'axe
de rotation A) :

dw -
JAE:LA (LA:LA‘MA)

4 — Exemples :
® Machine d’Atwood :

® Systeme avec fil, ressort et poulie :

Nous étudions le dispositif suivant : une masse M assimilée 3 un point matériel

P est suspendue & un fil inextensible et sans masse qui passe sur une poulie

et est attache sur un support fixe en un point A. La poulie, de centre C', de
Oz Y

B —

Z
masse m et de rayon r, tourne autour de son axe C'z par rapport auquel son

1 sn :
moment d’inertie est J, (poulie) = 5771'1'2. Laxe C'z est matérialisé par une tige
sans masse liée & un ressort, de constante de raideur k et longueur au repos [y,
qui est attaché sur un support fixe en B.

La liaison de la poulie autour de Cz est une liaison pivot parfaite. Le fil ne glisse
pas sur la poulie.

Le systéme étant a 'équilibre, on descend le point P en veillant & ce que le fil
reste constamment tendu (ceci nécessite que C' descende aussi et que la poulie
tourne autour de son axe) puis on le lache.

On cherche a étudier le mouvement qui suit.
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® Le pendule pesant :

* Equation de la dynamique :

* Approche énergétique :
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ANNEXE : Matrice d’inertie (cours de SI)

o
[9%]

Principales matrices d’inertie

Corps homogene de masse m Centre Matrice d'inertie en (O, T, 7, T)
v centre [ 000 "
l 000 J
0 000
Z X
Masse ponectuelle de masse m
centre 12
’ [mE 5 o]
o 12 5
o m.l 0
3 p 12
& o 0
Tige rectiligne : longueur !
z centre .R?
[l — 0 o |
0 m. R 5
4
X
Disque : rayon R 2
centre i
: okl 0
- 12 )
o 2 0
Rectangle @ longueurs a et & ; ; m.(a? + 1?)
12

43




Corps homogéne de masse m Centre Matrice d’inertie en (O, T, 7, 7)
centre m.RB:  mi? i g
2 12
0 m.R?  m.? 5
2 12
0 0 m. R? J
Cylindre creux : rayon R , longueur [
centre m.R2  mJ? ] .
4 12
. m.R2 m.® 5
4 12 B2
m.
0 a
2
centre 2 m.RB2
| 5 0 o |
2.m.R?
0 ”; 0
0 0 2.m.R*
3
centre 2m. B2
| = 0 o |
2.m.R?
0 i 0
0 2.m.R?
5
Sphere pleine : rayon R
centre 2
m.(bl ; e2) 8 b
: m.(a® + %) i
12
5 A m.{a? + %)
12

Parallélépipéde rectangle : coté a, b, ¢
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