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Introduction
Nous présentons dans ce cours la formulation moderne des idées de Galois, ainsi

que la façon dont la théorie des corps a permis de résoudre des problèmes sur les-
quels les mathématiciens butaient depuis des siècles : les « trois problèmes de l’An-
tiquité »ainsi que la résolubilité des équations de degré ≥ 5. Une vision possible des
idées de Galois est la suivante : on se donne un certain nombre de règles (souvent
liées à une forme de « construction ») et on dit qu’un objet est constructible si on
peut l’obtenir à partir d’un objet de départ uniquement en suivant ces règles (par
exemple, « les points de cet objet peuvent être construits à la règle et au compas à
partir de ceux de l’objet de départ »). La question que l’on se pose est de savoir si un
objet donné a été construit conformément à ces règles. La première étape consiste à
traduire la notion de constructibilité par des équations. Plus précisément, on déter-
mine la forme des équations dont doivent être solutions les points de l’objet que l’on
veut construire. Partant d’un corps de base K, on se donne une équation algébrique
à coefficients dans K vérifiant des propriétés bien précises fixées par un problème de
ce type (par exemple, « cette équation est de degré 2 », ou encore « cette équation
est de la forme Xn = a »), et on ajoute à K toutes les combinaisons algébriques
possible des solutions de cette équation, on obtient un autre corps K1. En répétant
l’opération un nombre fini n de fois, on obtient un corps Kn = L contenant K.
La deuxième étape à associer à L un groupe permettant de conserver toutes les
informations sur les constructions intermédiaires : c’est le rôle joué par le groupe
de Galois lorsque l’extension L/K est galoisienne. Cela sous-entend que le groupe
de Galois est plus facile à manipuler que la connaissance de toutes les étapes de la
construction, mais qu’il permet de les retrouver. La troisième étape consiste à lire
directement sur ce groupe de Galois le fait que L a été construit conformément aux
règles édictées au début. Plus précisément, on veut traduire les règles précises qu’on
a respectées à chaque étape en propriétés précises du groupe de Galois (par exemple
« le groupe de Galois de L est abélien »). Si on n’a pas perdu d’informations tout
au long du processus, dire si un objet a été construit conformément aux règles du
jeu reviendra à dire si le groupe de Galois d’une certaine extension de K a bien les
propriétés demandées !
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1 Corps, extensions de corps
Dans ce paragraphe est introduite la notion de corps, ainsi que les propriétés

fondamentales des extensions de corps.

1.1 Définitions et premières propriétés

Définition 1.1. On appelle corps tout anneau commutatif unitaire (donc non nul)
dans lequel tout élément non nul est inversible. On appelle morphisme de corps
tout morphisme d’anneaux unitaires entre deux corps (on autorise également le
morphisme nul).

Exemple 1.2. Les anneaux Q,R,C,Z/pZ pour p premier sont des corps. L’anneau
Z n’est pas un corps.

Proposition 1.3. Soit K un corps, et soit ϕK : Z → K le morphisme canonique
défini par ϕK(1) = 1. Alors le noyau de ϕK est nul ou de la forme pZ avec p premier.

Démonstration. Le noyau de ϕK est un idéal de Z, il est donc de la forme nZ
avec n ∈ N. Il est déjà clair que n 6= 1 car 1 6= 0 dans K. Supposons que n
soit différent de 0, et soit d un diviseur strict de n. Alors n = kd avec k ∈ Z, et
ϕK(kd) = ϕK(k)ϕK(d) = 0. Par intégrité de K, l’un de ces deux facteurs est nul.
Comme d est un diviseur strict de n, ϕK(d) 6= 0 par définition de n. Par conséquent,
ϕK(k) = 0 et n | k. Ainsi, k = ±n et d = ±1, donc n est premier.

Le n ∈ N tel que kerϕK soit égal à nZ est appelé caractéristique du corps K.

Remarque 1.4. La démonstration de la proposition 1.3 montre que ce résultat est
en fait vraie dès que K est un anneau intègre.

Proposition 1.5. Soient K et L des corps et ψ : K → L un morphisme de corps
non nul. Alors ψ est injectif.

Démonstration. Remarquons que les seuls idéaux du corps K sont (0) et K. En
effet, si I est un idéal non nul et x un élément non nul de I, alors x a un inverse
dans K, et donc 1 = x−1x ∈ I, d’où I = K.
En particulier, le noyau de ψ est K ou (0). Le morphisme ψ étant supposé non nul,
kerψ 6= K, et donc kerψ = {0}, ce qui montre l’injectivité de ψ.

Cette proposition montre que K est isomorphe à l’image du morphisme ψ. En par-
ticulier, L contient un sous-anneau isomorphe à K.

Définition 1.6. Soit K un corps. On appelle extension de K la donnée d’un corps
L et d’un morphisme non nul ψ : K → L.

En vertu de la proposition 1.5, un tel morphisme est toujours injectif, et quitte à
remplacer K par l’image de ψ, on peut supposer que K ⊂ L. Cette définition permet
de travailler dans un cadre un peu plus général qui est parfois plus agréable, mais on
fera désormais, sauf mention contraire, l’hypothèse K ⊂ L. Cela permet notamment
d’oublier le morphisme ψ et de se contenter de dire que L est une extension de K.
La notation L/K signifie que L est une extension de K.
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Exemple 1.7. Le corps C est une extension de R, Q(
√

2) = {a + b
√

2 / a, b ∈ Q}
est une extension de Q.

Proposition 1.8. Soit L/K une extension de corps, alors L a une structure na-
turelle de K-espace vectoriel. On appelle degré de L sur K, et on note [L : K], la
dimension du K-espace vectoriel L. Si ce degré est fini, on dit que l’extension L/K
est finie.

Démonstration. Le corps L a déjà une structure naturelle de groupe abélien. La
multiplication par un scalaire est simplement la multiplication par un élément de K
dans L, qui vérifie bien les propriétés requises pour une loi externe d’espace vectoriel
car L est un anneau.

Proposition 1.9 (Formule de composition des degrés). Soient L/K et M/L des
extensions de corps. Alors M est une extension de K, et [M : K] = [M : L][L : K].

Démonstration. Il est clair que K ⊂ M . Si M/L ou L/K est de degré infini, alors
il est clair que M est un K-espace vectoriel de dimension infinie. Il suffit donc de
démontrer la formule dans le cas où les extensionsM/L et L/K sont finies. Soit m =
[M : L], n = [L : K], {e1, . . . , em} une base du L-espace vectoriel M , et {ε1, . . . , εn}
une base du K-espace vectoriel L. Montrons que {εiej, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ i ≤ n} est
une base du K-espace vectoriel M .
Cette famille est génératrice. En effet, soit x ∈ M , x =

∑
1≤j≤m λjej avec λj ∈ L.

De plus, pour tout 1 ≤ j ≤ m, λj =
∑

1≤i≤n µijεj avec les µij ∈ K. Par conséquent,

x =
∑

1≤i≤n

∑
1≤j≤m

µijεiej.

Cette famille est également libre, car si on a une combinaison linéaire nulle à coef-
ficients dans K :

∑
i,j µijεiej = 0, alors

∑
1≤j≤m

(∑
1≤i≤n µijεi

)
ej = 0. La famille

des ej étant libre sur L, on a pour tout 1 ≤ j ≤ m :
∑

1≤i≤n µijεi = 0, et comme la
famille des εj est libre sur K, tous les µij sont nuls.
Cette base est de cardinal mn, ce qui prouve la proposition.

1.2 Extensions algébriques

Parmi les extensions d’un corps, nous allons nous intéresser plus particulièrement
à celles qui sont algébriques, ce qui veut dire que tous les éléments de cette extension
sont annulés par un polynôme à coefficients dans le corps de base.

Définition 1.10. Soit L/K une extension de corps, et soit x ∈ L. On dit que x est
algébrique sur K s’il existe un polynôme P non nul à coefficients dans K, tel que
P (x) = 0. Dans le cas contraire, on dit que x est transcendant.
L’extension L/K est dite algébrique si tous les éléments de L sont algébriques sur
K.

Proposition 1.11. Soit L/K une extension de corps, soit x ∈ L, soit Φx l’unique
morphisme de K-algèbre Φx : K[X] → L défini par Φx(X) = x. Alors x est algé-
brique si et seulement si Φx est non injectif.
Dans ce cas, il existe un unique polynôme unitaire engendrant le noyau de Φx, appelé
polynôme minimal de x. Ce polynôme est en outre irréductible.
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Démonstration. Si P ∈ K[X], Φx(P ) n’est rien d’autre que P (x). Par définition, x
est algébrique s’il existe P ∈ K[X] non nul tel que Φx(P ) = 0. Par conséquent, x
est algébrique si et seulement si Φx est non injectif. Comme K[X] est principal, le
noyau de Φx est alors engendré par un polynôme qui est unique si on le suppose
unitaire. Enfin, l’image de Φx est un sous-anneau de L, en particulier c’est un anneau
intègre. L’idéal ker Φx est donc premier en vertu de l’isomorphisme Φx(K[X]) '
K[X]/ ker Φx. CommeK[X] est principal, cet idéal est maximal, et donc le polynôme
minimal de x est irréductible.

Proposition 1.12. Soit K un corps. Alors toute extension finie de K est algébrique.

Démonstration. Soit L/K une extension finie, de degré n. Soit x ∈ K, et soit X =
{xk / k ∈ N}. Si cette famille est finie, alors il existe k, k′ distincts tels que xk = xk

′ ,
donc x est algébrique sur K. Si cette famille est infinie, alors elle est liée sur K et
une relation de dépendance linéaire fournit un polynôme annulateur de x.

Définition 1.13. Soit L/K une extension de corps et T une partie de L. On note
K(T ) le plus petit sous-corps de L contenant K et T . Si T = {x1, . . . , xn}, on note
simplement K(T ) = K(x1, . . . , xn).

Remarque 1.14. La démonstration de la proposition 1.11 montre que si x ∈ L
est algébrique, alors K(x) est l’image de l’applications Φx définie précédemment.
C’est en particulier une extension finie de K dont le degré est le degré du polynôme
minimal de x.

Théorème 1.15. Soit L/K une extension de corps. Alors L/K est finie si et seule-
ment si il existe x1, . . . , xn ∈ L, algébriques sur K, tels que L = K(x1, . . . , xn).

Démonstration. Si L/K est finie, alors elle est algébrique. Soit {x1, . . . , xn} une base
de L sur K, les xi sont tous algébriques sur K et L = K(x1, . . . , xn).
Réciproquement, si L = K(x1, . . . xn) avec tous les xi algébriques sur K, montrons
que L/K est finie. Procédons par récurrence sur n. Le cas n = 1 découle de la re-
marque 1.14. Supposons la propriété vraie pour une valeur de n. Remarquons que
K(x1, . . . , xn, xn+1) = K(x1, . . . , xn)(xn+1). En effet, le corps K(x1, . . . , xn)(xn+1)
contientK et tous les xi. D’autre part, le corpsK(x1, . . . , xn, xn+1) contientK(x1, . . . , xn)
et xn+1, ce qui montre l’égalité. Ainsi, xn+1, étant algébrique sur K, est algébrique
sur K(x1, . . . , xn), donc K(x1, . . . , xn+1)/K(x1, . . . xn) est finie d’après la remarque
1.14, ainsi que K(x1, . . . , xn)/K par hypothèse de récurrence, et la formule de mul-
tiplicativité des degrés permet de conclure.

Corollaire 1.16. Si M/L et L/K sont des extensions algébriques, alors M/K est
une extension algébrique.

Démonstration. Soit x ∈ M , comme x est algébrique sur L il est racine d’un poly-
nôme non nul P à coefficients dans L. Le sous-corps de L engendré par les coefficients
de P est une extension finie de K d’après le théorème 1.15, et x est algébrique sur
ce corps, et il engendre donc une extension finie de ce corps. Par conséquent, x
engendre une extension finie de K, et il est donc algébrique sur K.
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1.3 Constructions à la règle et au compas (I)

Dans cette partie, on considère le plan affine sur R2, que l’on note P . On se
demande quels points du plan peuvent être construits à la règle et au compas à
partir de certains points donnés au départ. En particulier, si on se donne seulement
deux points, on veut savoir quels points du plan peuvent être construits en un nombre
fini d’étapes à partir de ces points. Si P0 est une partie de P , on définit sur P0 deux
opérations élémentaires :

1. Tracer une droite passant par deux points de P0,
2. Tracer un cercle centré en un point de P0 et dont le rayon soit la distance entre

deux points de P0.

Définition 1.17. On dit qu’un point P ∈ P est constructible en une étape à partir
de P0 s’il est dans l’intersection de deux objets géométriques distincts obtenus par
l’une des deux opérations élémentaires précédentes.
On dit que P est constructible à partir de P0 s’il existe une suite P1, ,̇Pn = P telle que
pour tout 1 ≤ i ≤ n, Pi soit constructible en une étape à partir de P0∪{P1, . . . , Pi−1}.

On suppose dorénavant que {(0, 0), (0, 1)} ⊂ P0. Soit K0 le sous-corps de R en-
gendré par les coordonnées des points de P0. Si P ∈ P est constructible, alors
en notant Pi(xi, yi) comme dans la définition précédente, on définit par récurrence
Ki = Ki−1(xi, yi).

Proposition 1.18. Dans les notations précédentes, pour tout 1 ≤ i ≤ n, xi et yi
sont racines d’un polynôme de degré 1 ou 2 à coefficients dans Ki−1.

Démonstration. Il suffit bien entendu de faire la démonstration pour i = 1, notons
donc x = x1 et y = y1. Plusieurs cas se présentent. Tout d’abord, si (x, y) est sur la
droite (AB), avec A(xA, yA) et B(xB, yB) dans K0. Alors on a (yB − yA)(x− xA)−
(xB−xA)(y−yA) = 0, donc x et y sont linéairement dépendants sur K0. Si (x, y) est
aussi sur une droite (CD) différente de (AB), alors on obtient un système linéaire
à coefficients dans K0, inversible, et x et y sont solutions d’équations de degré 1.
Si maintenant (x, y) est sur (AB) et sur un cercle de centre Ω et de rayon r, on a
(x − xΩ)2 + (y − yΩ)2 = r2, et en utilisant la dépendance linéaire entre x et y on
obtient une équation de degré 2 à coefficients dans K0 vérifiée par x, et une autre
vérifiée par y.
Enfin, si (x, y) est à l’intersection de deux cercles distincts, en faisant la différence
des deux équations de cercle on obtient une équation de droite, et le système formé
par cette équation de droite et l’une des deux équations de cercle est équivalent au
système formé des deux équations de cercle, et le cas précédent montre que x et y
sont solutions d’une équation de degré 2.

Corollaire 1.19. Si P (x, y) est constructible à partir de P0, alors il existe des corps
K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = K0(x, y) tels que [Ki : Ki−1] = 2 pour tout 1 ≤ i ≤ n.

Démonstration. La démonstration découle immédiatement de la proposition précé-
dente.

Lemme 1.20. Soit x ∈ K0, alors le point (x, 0) est constructible à partir de P0.
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Démonstration. Il suffit de montrer que si P (x, 0) et Q(y, 0) sont dans P0 et y 6= 0,
alors (x− y, 0) et (x/y, 0) sont constructibles. Pour la différence, c’est clair. Pour le
quotient, on trace la droite reliant (0, 1) et (y, 0). La parallèle à cette droite passant
par (x, 0) coupe l’axe des ordonnées en (0, x/y).

Théorème 1.21 (Wantzel). Un point P (x, y) de P est constructible à partir de P0

si et seulement s’il existe une suite de corps

K0 ⊂ K1 ⊂ · · · ⊂ Kn = K(x, y),

tels que pour tout 1 ≤ i ≤ n, [Ki : Ki−1] = 2.

Démonstration. Le corollaire 1.19 montre que la condition est nécessaire. Le lemme
1.20 montre que tous les points de K0 sont constructibles. Il suffit donc de montrer
que tout élément d’une extension de degré 2 de K0 est abscisse d’un point construc-
tible. Soit K1/K0 une extension de degré 2 et soit x ∈ K1. On peut supposer x /∈ K0.
Alors x est racine d’un polynôme irréductible de degré 2 à coefficients dans K0. Les
coefficients de ce polynôme Q = aX2+bX+c sont abscisses de points constructibles,
on peut donc supposer qu’ils sont dans P0. Comme x est racine de ce polynôme, il
s’exprime comme x = −b±

√
b2−4ac

2a
, et il nous suffit de montrer que si α ∈ K0, alors√

α est l’abscisse d’un point constructible. Il suffit pour cela de remarquer que l’in-
tersection du cercle dont un diamètre a pour extrémités (−1, 0) et (α, 0) avec l’axe
des ordonnées est formée des points d’ordonnées

√
α et −

√
α.

Les résultats précédents (essentiellement, le corollaire 1.19) permettent de ré-
soudre le problème des trois constructions impossibles de l’Antiquité :

La duplication du cube : est-il possible de construire à la règle et au compas un
cube de volume double d’un cube donné ?
Si c’était possible, on en prenant pour unité le côté du cube de départ, on saurait
construire le côté du cube de volume double. Mais ce côté vaut 3

√
2, qui ne peut être

contenu dans une extension de degré une puissance de 2 de Q puisque son polynôme
minimal est X3 − 2, qui est de degré 3.
La trisection de l’angle : est-il possible de tracer deux demi-droites partageant
un angle quelconque en trois angles égaux ?
Si c’était possible, on pourrait le faire notamment pour l’angle π

3
, ce qui permet-

trait de construire cos π
9
. Ceci est impossible car ce nombre est racine du polynôme

irréductible de degré trois 8X3 − 6X − 1 (en utilisant la formule de trigonométrie
donnant cos 3θ).
La quadrature du cercle : est-il possible de construire à la règle et au compas un
carré d’aire égale à celle d’un disque donné ?
Si c’était possible, on saurait construire

√
π, et donc π d’après le théorème de Want-

zel. Cela impliquerait en particulier que π est algébrique sur Q, ce que est bien connu
comme étant faux (théorème de Lindemann).

Remarque 1.22. Le théorème de Mohr-Mascheroni affirme que toute construction
possible à la règle et au compas est possible au compas seul.
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2 Théorie de Galois
Dans cette partie, les notions de corps de rupture et de corps de décomposition

d’un polynôme sont supposées connues. On va voir comment la théorie de Galois
associe à une extension de corps un groupe contenant de nombreuses informations
sur la structure de cette extension. Certaines propriétés des extensions de corps se
« voient »dans la structure de leur groupe de Galois.

2.1 Groupe de Galois et extensions galoisiennes

Définition 2.1. Soit L/K une extension de corps. On appelle K-automorphisme
de L tout automorphisme de corps de L laissant K invariant point par point.
L’ensemble des K-automorphismes de L forme un sous-groupe du groupe d’auto-
morphismes de L, appelé groupe de Galois de L sur K, et noté Gal(L/K).

Définition 2.2. Soit L/K une extension de corps et H un sous-groupe Gal(L/K).
Alors on note LH l’ensemble de éléments de L invariants par H.

Proposition 2.3. Soit L/K une extension de corps. Alors l’application qui à un
sous-groupe H de G = Gal(L/K) associe LH est décroissante et à valeurs dans
l’ensemble des sous-corps de L contenant K.
D’autre part, l’application qui à un sous-corps F de L contenant K associe Gal(L/F )
est décroissante et à valeurs dans l’ensemble des sous-groupes de G.

Démonstration. Laissée au lecteur.

Afin que le groupe de Galois d’une extension nous permette de bien comprendre la
structure des corps intermédiaires, on aimerait que cette correspondance entre sous-
corps de L contenant K et sous-groupes de Gal(L/K) soit bijective. Moralement,
les extensions dites galoisiennes sont celles pour lesquelles cette propritété est vraie.

Définition 2.4. Soit L/K une extension de corps, et G = Gal(L/K). L’extension
L/K est dite galoisienne si LG = K.

2.2 Théorème de l’élément primitif

A partir de maintenant et sauf mention contraire, nous supposerons que le corps
K est de caractéristique 0. Le cas où la caractéristique est positive pose davan-
tage de problèmes, notamment parce que les polynômes irréductibles ne sont pas
nécessairement à racines simples dans une clôture algébrique (ce que l’on appelle
séparables). Par exemple, dans Fp(t)[X], le polynôme Xp − t est irréductible et a
une seule racine de multiplicité p. En caractéristique nulle en revanche, tous les
polynômes irréductibles sont séparables.

Lemme 2.5. On suppose K de caractéristique nulle. Soit P ∈ K[X] et soit L une
extension de K contenant une racine x de P . Alors x est racine simple de P .

Démonstration. Si x était racine double, alors on aurait P ′(x) = 0. Le polynôme P ′
serait donc un polynôme annulateur de x, à coefficients dans K[X], et non nul car
K est de caractéristique nulle. Il serait divisible par le polynôme minimal de x sur
K, qui n’est autre que P . Cela est impossible pour des raisons de degré.
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Théorème 2.6 (de l’élément primitif). Soit L/K une extension finie, avec K de
caractéristique nulle. Alors il existe θ ∈ L tel que L = K(θ).

Démonstration. Comme l’extension L/K est finie, elle est engendrée par un nombre
fini d’éléments algébriques (théorème 1.15). Traitons d’abord le cas où L = K(α, β)
avec α et β algébriques sur K. Notons πα et πβ leurs polynômes minimaux respectifs
sur K, et {α = α1, . . . , αn}, {β = β1, . . . , βm} les racines respectives de πα et πβ
dans un corps de décomposition de ces deux polynômes contenant L.
Le corps K étant de caractéristique 0, il est infini, et il existe donc t ∈ K tel que

t /∈
{
−α− αi
β − βj

/ 1 ≤ i ≤ n, 2 ≤ j ≤ m

}
.

Posons θ = α+tβ. Il suffit de montrer que β ∈ K(θ), car cela implique que α ∈ K(θ).
Soit π = πα(θ − tX). Alors β est racine de π, et c’est l’unique racine commune à
π et à πβ. En effet, sinon, on aurait α + tβ − tβj = αi pour certains i, j, ce qui est
exclu sauf si αi = α et βj = β.
En particulier, comme le polynôme minimal de β sur K(θ) doit diviser π et πβ,
ce polynôme a pour seule racine β. Étant irréductible, c’est d’après le lemme un
polynôme de degré 1, donc β ∈ K(θ).

2.3 Extensions normales

On suppose toujours que K est de caractéristique nulle. Nous allons voir ici une
notion assez naturelle, qui est celle d’extension normale : les extension normales
sont celles pour lesquelles le polynôme minimal d’un élément de l’extension a toutes
ses racines dans la même extension. Nous verrons comment cela évite au groupe de
Galois de l’extension d’être « trop petit ».

Définition 2.7. Soit L/K une extension de corps. On dit que L/K est normale si
tout polynôme irréductible à coefficients dans K ayant une racine dans L, est scindé
sur L.

Proposition 2.8. Soit L/K une extension finie. Alors L/K est normale si et seule-
ment si L est corps de décomposition d’un polynôme de K[X].

Démonstration. Supposons tout d’abord que L/K soit normale. Comme elle est
finie elle est engendrée par un nombre fini d’éléments algébriques (théorème 1.15) :
L = K(α1, . . . , αn). On note pour 1 ≤ i ≤ n, πi le polynôme minimal de αi sur K.
Comme L/K est normale, tous les πi sont scindés sur L. Ainsi, le produit π des πi
est également scindé sur L. Le corps L contient donc un corps de décomposition E
de π. Par ailleurs, E contient nécessairement tous les αi, il contient donc L. Ainsi,
L = E est corps de décomposition de π.
Réciproquement, supposons que L soit corps de décomposition de P ∈ K[X]. Notant
α1, . . . , αr les racines de P dans L, on a L = K(α1, . . . , αr). Soit maintenant Q ∈
K[X] irréductible, ayant une racine α ∈ L. Il existe un corps de décomposition M
de PQ contenant L. On peut supposer que le degré de Q est supérieur ou égal à
2. Le polynôme Q a donc deux racines distinctes γ1, γ2 dans M . Nécessairement,
[K(γ1) : K] = [K(γ2) : K] = degQ.
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D’autre part, K(γ1) et K(γ2) sont isomorphes, et L(γ1) (respectivement, L(γ2) est
corps de décomposition de P sur K(γ1) (respectivement sur K(γ2)). Ainsi, [L(γ1) :
K(γ1)] = [L(γ2) : K(γ2)]. En vertu de la formule de multiplicativité des degrés, on
en déduit que [L(γ1) : L] = [L(γ2) : L]. Comme de plus L(α) = L, on a L(γ) = L
pour toute racine γ de Q dans M , et donc toutes les racines de Q sont dans L.

Proposition 2.9. Soit L/K une extension finie. Supposons L/K normale, alors
L/K est galoisienne.

Démonstration. Comme L/K est finie, d’après le théorème de l’élément primitif,
il existe α ∈ L tel que L = K(α). Fixons un tel α. Notons G = Gal(L/K). Soit
F = LG, nous allons montrer que F = K. Soit πα le polynôme minimal de α sur K,
et {α1, . . . , αn} les racines de πα dans L. Comme L/K est normale, n = [L : K] =
deg πα. Pour 1 ≤ i ≤ n, on définit le K-automorphisme σi de L par σi(α) = αi.
Les σi sont des éléments distincts de G. Réciproquement, un élément σ de G est
nécessairement l’un des σi car πα(σ(α)) = 0, donc σ(α) est racine de πα. Ainsi, le
cardinal de G est n. Le corps L est corps de décomposition de πα sur F , et donc le
cardinal de Gal(L/F ) est égal à [L : F ] par le même argument que précédemment.
En outre, un élément de G laisse invariants tous le élément de F , c’est donc aussi
un élément de Gal(L/F ), et donc G = Gal(L/F ). Par conséquent, on a [F : K] = 1,
et F = K.

Remarque 2.10. La démonstration de cette proposition permet également de voir
que si L/K est normale, finie, alors |Gal(L/K)| = [L : K].

Nous allons maintenant montrer la réciproque de cette proposition. Pour cela,
nous allons utiliser le célèbre résultat d’Artin suivant :

Lemme 2.11 (Artin). Soit L un corps, soit G un groupe fini d’automorphismes de
L, et soit K = LG. Alors L est une extension de K, et [L : K] ≤ |G|.

Démonstration. Il est clair que K est un sous-corps de L.
Soit n = |G|, et G = {σ1, . . . , σn}. Soit m > n, et soit a1, . . . , am une famille
d’éléments distincts de L, tous non nuls.
Considérons le système d’équations linéaires

∑m
j=1 σi(aj)xj pour 1 ≤ i ≤ n. Comme

m > n, ce système admet dans L une solution non nulle (x1, . . . , xm). Parmi toutes
les solutions non nulles, choisissons-en une pour laquelle le nombre de xi non nuls
soit minimal. L’ensemble des solutions étant un L-espace vectoriel, on peut supposer
que l’un des xi est égal à 1, et quitte à renuméroter, on peut supposer que x1 = 1.
Nous allons montrer qu’alors, tous les xi sont dans K.
Supposons le contraire, on peut supposer que x2 /∈ K, et donc il existe 1 ≤ k ≤ n
tel que σk(x2) 6= x2. En appliquant σk à la i-ème équation du système, on voit que∑m

j=1 σkσi(aj)σk(xj) = 0. Comme σkG = G, on en déduit que (σk(x1), . . . , σk(xm))
est également solution du système, et donc (x1 − σk(x1), . . . , xm − σk(xm)) aussi.
Mais cette solution est non nulle et a strictement plus de coefficients nuls que la
première, ce qui contredit la minimalité de cette première solution, et montre que
les xi sont dans K. Comme l’identité de L est élément de G, l’une des lignes du
système se traduit par

∑m
j=1 xjaj = 0, donc la famille {aj} est liée sur K, donc

[L : K] ≤ n.
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Théorème 2.12 (Artin). Soit L un corps, G un groupe fini d’automorphismes de
L, et K = LG. Alors L/K est normale et finie, et G = Gal(L/K).

Démonstration. Le fait que L/K soit finie découle directement du lemme d’Artin.
Soit P ∈ K[X], irréductible sur K, ayant une racine α ∈ L. Montrons que toutes
les racines de P sont dans L.
Soit Ω = {σ(α) / σ ∈ G} et soit Q =

∏
ω∈Ω(X − ω). Si σ ∈ G, alors σ · Q = Q

(car σΩ = Ω). Ainsi, par hypothèse, Q a tous ses coefficients dans K. Mais alors, P
divise Q dans K[X] car P est le polynôme minimal de α sur K et Q(α) = 0. Comme
par ailleurs les σ(α) sont des racines de P , on a aussi Q divise P dans L[X] et donc
dans K[X]. Ainsi, P = Q, et P est scindé sur L. Donc L/K est normale.
Enfin, G est clairement contenu dans Gal(L/K). De plus, [L : K] = |Gal(L/K)| car
L/K est normale, et |G| ≥ [L : K], donc G = Gal(L/K).

Théorème 2.13. Soit L une extension finie d’un corps K de caractéristique 0.
Alors L/K est galoisienne si et seulement si L/K est normale.

Démonstration. L’une des implications résulte de la propostion 2.9. Supposons donc
L/K galoisienne. Comme L/K est finie, le groupeG = Gal(L/K) est fini (un élément
de G est déterminé par l’image d’un élément primitif, qui est nécessairement racine
du polynôme minimal de cet élément primitif, et les éléments de G sont donc en
nombre fini).
D’après le théorème d’Artin, comme K = LG, L/K est normale.

2.4 Correspondance de Galois

Le corps K est toujours supposé de caractéristique 0. Les outils précédents nous
permettent de démontrer ce que nous avons affirmé précédemment, à savoir :

Proposition 2.14 (Correspondance de Galois). Soit L/K une extension finie, alors
L est galoisienne si et seulement si les applications H 7→ LH et F 7→ Gal(L/F ),
définies respectivement sur l’ensemble des sous-groupes de Gal(L/F ) et l’ensemble
de sous-corps de L contenant K, sont des bijections réciproques l’une de l’autre.

Démonstration. Notons G = Gal(L/K). Si ces deux applications sont des bijections
réciproques, alors LG = K et L/K est galoisienne.
Réciproquement, supposons L/K galoisienne.
Soit H un sous-groupe de G. Comme H est fini, d’après le théorème d’Artin on a
H = Gal(L/LH), donc H 7→ LH est injective, et F 7→ Gal(L/F ) est surjective.
Soit F un sous-corps de L contenant K. Comme L/K est galoisienne, elle est nor-
male, et donc L/F est normale (L est corps de décomposition d’un polynôme à coef-
ficients dans F ). Elle est donc galoisienne, et LGal(L/F ) = F , donc F 7→ Gal(L/F ) est
injective, et H 7→ LH est surjective. Ainsi, ces deux applications sont des bijections
réciproques l’une de l’autre.

Théorème 2.15 (Théorème fondamental de la théorie de Galois). Soit L/K une
extension galoisienne finie. Soit F un sous-corps de L contenant K. Alors L/F est
galoisienne, et les deux assertions suivantes sont équivalentes :
(i) Gal(L/F ) est un sous-groupe distingué de Gal(L/K) ;
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(ii) L’extension F/K est galoisienne. Dans ce cas, le groupe de Galois Gal(F/K)
est isomorphe au quotient Gal(L/K)/Gal(L/F ).

Démonstration. Comme L/K est galoisienne, LGal(L/F ) = F , donc L/F est galoi-
sienne. Montrons l’équivalence des deux assertions.
Supposons Gal(L/F ) = H / G = Gal(L/K). Alors pour tout σ ∈ Gal(L/K),
F = LσHσ

−1 . Mais LσHσ−1
= σ(F ). Cela montre que F est stable par G, et on

peut légitimement considérer la restriction à F d’un élément de G. Soit donc ϕ :
G → Gal(F/K) le morphisme de restriction. Son image est un sous-groupe fini de
Gal(F/K), d’après le théorème d’Artin, c’est le groupe de Galois de F sur le sous-
corps fixé par l’image de ϕ, qui est clairement K, et l’extension F/K est galoisienne.
Le morphisme de restriction est surjectif, et on a donc l’isomorphisme annoncé.
Réciproquement, si F/K est galoisienne, alors elle est normale, et en particulier F
est stable par les éléments de Gal(L/K) (car ils envoient un élément primitif de
F/K sur une autre racine du polynôme minimal de cet élément primitif, qui est
dans F car F/K est normale). On peut de nouveau considérer le morphisme de
restriction, dont le noyau est un sous-groupe distingué qui n’est autre que Gal(L/F )
par définition.

3 Applications de la théorie de Galois
En préambule à cette partie, intéressons-nous à un exemple : soit K un corps de ca-
ractéristique 0, n ≥ 2 un entier, et L un corps de décomposition sur K du polynôme
Xn − 1. Que dire du groupe de Galois de L/K ?
Tout d’abord, si ω est une racine primitive n-ème de l’unité dans L, alors L = K(ω).
Soit πω le polynôme minimal de ω sur K, il divise Xn − 1, donc les racines de πω
sont toutes des racines n-èmes de l’unité. Notons {ω = ω1, . . . , ωr} l’ensemble des
racines de πα dans L. Pour tout j, il existe kj tel que ωj = ωkj . Naturellement,
les éléments de G = Gal(L/K) sont les σj définis par σj(ω) = ωj. En particulier,
σiσj(ω) = ωkikj = σjσi(ω).
Par conséquent, le groupe Gal(L/K) est abélien.

3.1 Constructions à la règle et au compas (II)

Dans cette partie, on cherche à déterminer à quelle condition un polygone régu-
lier est constructible à la règle et au compas. Pour n ≥ 3, on notera Pn le polygone
régulier à n côtés.

Lemme 3.1. Si Pn est constructible, alors il en est de même pour P2n. De plus, si
m divise n, alors Pm est constructible.

Démonstration. C’est évident dès que l’on sait tracer une bissectrice et compter de
n/m en n/m.

Lemme 3.2. Soient m,n des entiers premiers entre eux. Si Pm et Pn sont construc-
tibles, alors Pmn aussi.
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Démonstration. Il existe a, b ∈ Z tels que a
m

+ b
n

= 1
mn

. Ainsi, si l’on sait construire
les points du cercle trigonométrique d’angles 2π

m
et 2π

n
, on sait construire l’angle

2π
mn

.

On déduit de ces deux lemmes que si n = 2kpk11 . . . pkr
r , les pi étant premiers,

impairs, et deux à deux distincts, alors Pn est constructible si et seulement si P
p

ki
i

l’est pour tout 1 ≤ i ≤ r.

Proposition 3.3. Soit p un nombre premier impair et k ≥ 1 un entier, alors si Ppk

est constructible, nécessairement k = 1 et p− 1 est une puissance de 2.

Démonstration. Si ce polygone est constructible, alors Q(cos 2π
pk , sin

2π
pk ) est une ex-

tension de Q dont le degré est une puissance de 2, et donc, en notant ω une racine
primitive pk-ème de l’unité dans C, [Q(ω) : Q] est une puissance de 2. Or cette
extension a pour degré ϕ(pk) = pk−1(p− 1), d’où la proposition.

Théorème 3.4 (Gauss). Soit p un nombre premier impair, alors le polygone Pp est
constructible si et seulement si p− 1 est de la forme 22k pour un k ∈ N.

Démonstration. Il est bien connu que tout nombre premier p tel que p− 1 soit une
puissance de 2, a la propriété que p − 1 soit de la forme 22k (nombres premiers de
Fermat). La condition est donc nécessaire.
Réciproquement, supposons que p soit de cette forme. Soit ω une racine primitive
p-ème de l’unité. Le polynôme minimal de ω sur Q est le polynôme cyclotomique
Φp. Soit K = R ∩ Q(ω). L’extension Q(ω)/Q est galoisienne car elle est normale
(c’est un corps de décomposition du polynôme minimal de ω sur Q), de degré 2k.
Soit G = Gal(Q(ω)/Q), G est abélien. En particulier, tous les sous-groupes de G
sont distingués, donc l’extension intermédiaire K/Q est galoisienne. Son groupe de
Galois est un quotient de G, c’est donc un 2-groupe, donc il existe une suite de sous-
groupes Gi de G telle que G0 = {1}, Gn = Gal(K/Q), et |Gi| = 2i. Cela fournit
grâce à la correspondance de Galois une suite de sous-corps de K contenant Q telle
que les degrés intermédiaires soient tous égaux à 2. D’après le théorème de Wantzel,
cos 2π

p
∈ K est alors constructible.

3.2 Groupes résolubles

Définition 3.5. Soit G un groupe, on appelle suite de composition de G une suite
finie de sous-groupes distingués :

{1} = G0 / G1 / · · · / Gn = G.

Définition 3.6. Un groupe G est dit résoluble s’il admet une suite de composition
dont tous les quotients sont abéliens.

Exemple 3.7. Les groupes abéliens sont résolubles.

Définition 3.8. Soit G un groupe, on note D(G) le sous-groupe de G engendré par
les commutateurs, c’est à dire les éléments de la forme xyx−1y−1. Ce sous-groupe
s’appelle groupe dérivé de G. On définit par récurrence Dn(G) = D(Dn−1(G)).
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Proposition 3.9. Un groupe G est résoluble si et seulement s’il existe n ∈ N tel
que Dn(G) = {1}

Démonstration. La condition est suffisante car D(G) est un sous-groupe distingué
de G et G/D(G) est abélien.
Elle est nécessaire car tout sous-groupe distingué H de G tel que G/H soit abélien
contient D(G).

Corollaire 3.10. Soit G un groupe. Si G est résoluble, alors tout sous-groupe et
tout quotient de G est résoluble.

Démonstration. L’application D préserve l’injectivité et la surjectivité des mor-
phismes.

Proposition 3.11. Un groupe G est résoluble si et seulement si G est abélien ou G
a un sous-groupe distingué non trivial H tel que H et G/H soient résolubles.

Démonstration. La condition est nécessaire car si G est non abélien, dans une suite
de composition abélienne non triviale, Gn−1 vérifie ces propriétés (G/Gn−1 est réso-
luble car abélien). On peut aussi le voir par un argument de groupe dérivé.
Montrons que la condition est suffisante. Supposons qu’il existe un tel sous-groupe
H. Alors la projection canonique G→ G/H fournit un morphisme surjectif D(G)→
D(G/H). Le noyau de ce morphisme est constitué des éléments de D(G) qui sont
triviaux modulo H, c’est donc D(G) ∩H.
On a donc un isomorphisme D(G)/(D(G) ∩ H) ' D(G/H). Il est alors facile de
voir que pour tout n ∈ N, Dn(G)/(Dn(G) ∩ H) ' Dn(G/H). En particulier, pour
n suffisamment grand, G/H étant résoluble, Dn(G)/(Dn(G) ∩ H) est trivial, c’est
à dire que Dn(G) ⊂ H. Ainsi, pour m ≥ 0, Dm+n(G) ⊂ Dm(H), et donc pour m
assez grand, Dm+n(G) est trivial. Donc G est résoluble.

Exemple 3.12. Si G est un groupe simple non abélien, alors G n’est pas résoluble.
En effet, un tel groupe n’a pas de sous-groupe distingué non trivial. En particulier,
pour n ≥ 5, le groupe alterné An est non résoluble.

Proposition 3.13. Soit G un groupe admettant un sous-groupe distingué H non
résoluble. Alors G est non résoluble.

Démonstration. Supposons qu’on ait une suite de composition abélienne de G :
{1} ⊂ G1 ⊂ · · · ⊂ Gn = G. Pour tout 1 ≤ i ≤ n, notons Hi = Gi ∩ H. Alors la
suite des Hi forme une suite de composition de H. De plus, les quotients Hi/Hi−1

sont abéliens. En effet, si x, y ∈ Hi, alors xyx−1y−1 est clairement dans H, et il est
également dans Gi−1 car le quotient Gi/Gi−1 est abélien. La suite des Hi formerait
alors une suite de composition abélienne de H, ce que est absurde.

Remarque 3.14. Cette proposition, avec la remarque précédente, montre que le
groupe symétrique Sn est non résoluble dès que n ≥ 5.
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3.3 Résolubilité des équations par radicaux

Dans cette partie, on suppose toujours que K est un corps de caractéristique 0.

Définition 3.15. Soit L/K une extension de corps. L’extension L/K est dite radi-
cale s’il existe α1, . . . , αn ∈ L tels que L = K(α1, . . . , αn) et pour tout 1 ≤ i ≤ n, il
existe ni ∈ N∗ tel que αni

i ∈ K(α1, . . . , αi−1).

Définition 3.16. On dit que P ∈ K[X] est résoluble par radicaux si, L étant un
corps de décomposition de P sur K, il existe une extensionM/L telle queM/K soit
radicale.

Si P ∈ K[X], notons L un corps de décomposition de P , on appelle groupe de
Galois de P , noté Gal(P ), le groupe de Galois de L/K. On admettra que ce groupe
ne dépend pas à isomorphisme près du choix de L.

Lemme 3.17. Soit n > 1 un entier. Si Xn− 1 est scindé sur K[X], alors pour tout
a ∈ K?, le groupe de Galois de Xn − a est abélien.

Démonstration. Soit L/K un corps de décomposition de P = Xn − a. Soit α ∈ L
une racine de P , alors les autres racines de P dans L sont les ωiα, où les ωi sont les
n racines de Xn− 1 dans K. Les racines du polynôme minimal de α sont une partie
de ces racines, on peut supposer quitte à renuméroter que ce sont les r premières.
On définit pour 1 ≤ i ≤ r l’élément σi de G = Gal(L/K) par σi(α) = ωiα. Les σi
forment le groupe G pour des raisons de cardinal. Ainsi, pour 1 ≤ i, j ≤ r, on a
σiσj(α) = σi(ωjα) = ωjωiα = σjσi(α), et G est abélien.

Proposition 3.18. Soient F/K galoisienne et F (γ)/F radicale (avec γk ∈ F pour
un k ∈ N∗). Alors il existe une extension L de F contenant γ, avec L/K galoi-
sienne, L/F radicale, et Gal(L/F ) résoluble. Si de plus Gal(F/K) est résoluble,
alors Gal(L/K) aussi.

Démonstration. Soit n ∈ N∗ minimal tel que γn ∈ F , et soit α1 = γn. On note π1 le
polynôme minimal de α1 sur K. Comme F/K est galoisienne, π1 est scindé sur F ,
notons α1, . . . , αd ses racines. Pour 1 ≤ i ≤ d, on note Pi = Xn − αi, et L un corps
de décomposition de P = (Xn − 1)

∏
1≤i≤d Pi contenant F (γ). L’extension L/F est

donc galoisienne. Comme F/K est galoisienne, il en est de même pour L/K. Soit
ω ∈ L une racine primitive n-ième de l’unité, et pour 1 ≤ i ≤ d, γni = αi avec
γi ∈ L.
On pose F0 = F (γ), Fi = Fi−1(γi). On a alors L = Fd. Cela montre que L est
radicale.
Pour tout 1 ≤ i ≤ d, Fi/Fi−1 est galoisienne, et F0/F est galoisienne (ce sont
des extensions normales). Comme L = Fi(γi+1, . . . , γd), L/Fi est galoisienne. Par
correspondance de Galois, on a une suite de composition :

{1} ⊂ Gal(L/Fd−1) ⊂ · · · ⊂ Gal(L/F0) ⊂ Gal(L/F ) ⊂ Gal(L/K).

En effet, Fi/Fi−1, F0/F et F/K étant galoisiennes, tous les sous-groupes considérés
sont distingués. De plus, les groupes de Galois de ces extensions sont abéliens en
vertu de résultats précédents. Par conséquent, les quotients de la suite sont abéliens
(sauf peut-être Gal(L/K)/Gal(L/F )), et le groupe Gal(L/F ) est résoluble. Si en
outre Gal(F/K) est résoluble, alors Gal(L/K) est résoluble par la proposition 3.11.
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Corollaire 3.19. Soit M/K radicale, alors il existe L/M telle que L/K soit galoi-
sienne, et Gal(L/K) soit résoluble.

Démonstration. Notons comme dans la définition M = K(α1, . . . , αr). Pour tout i,
on fixe ni minimal tel que αni

i ∈ K(α1, . . . , αi−1). Soit ω une racine n1-ème de l’unité,
et F = K(ω). Alors F/K est galoisienne, et F1 = F (α1) est une extension radicale
de F . D’après le lemme précédent, il existe une extension L1 de F contenant α1,
radicale, avec L1/K galoisienne et Gal(L1/F ) résoluble. En outre, comme Gal(L/K)
est résoluble, Gal(L1/K) est résoluble. On poursuit par récurrence en posant Fi =
Li−1(αi), et Li une extension radicale de Fi, galoisienne sur K, avec Gal(Li/K)
résoluble, jusqu’à trouver L = Ls galoisienne sur K contenant M , de groupe de
Galois résoluble.

Corollaire 3.20. Soit P ∈ K[X] résoluble par radicaux, alors le groupe de Galois
de P est résoluble.

Démonstration. Soit E un corps de décomposition de P surK, il existe une extension
M de E telle queM/K soit radicale. D’après le corollaire 3.19, il existe une extension
L de M avec L/K galoisienne et Gal(L/K) résoluble. Comme l’extension E/K est
galoisienne, on a un isomorphisme Gal(E/K) ' Gal(L/K)/Gal(L/E). Étant un
quotient d’un groupe résoluble, Gal(E/K) est résoluble.

Lemme 3.21. Soit p un nombre premier. On suppose que K contient toutes les
racines p-èmes des l’unité. Soit L/K galoisienne finie de degré p. Alors il existe
α ∈ L tel que L = K(α) et dont le polynôme minimal sur est de la forme Xp − a.

Démonstration. Le groupe de Galois G de L/K est d’ordre p, donc cyclique. Notons
σ un générateur de G. Soit ω une racine primitive p-ème de l’unité dans K. Pour x ∈
L, on note αx =

∑p−1
i=0 σ

i(x)
∏i

j=0 σ
j(ω). On a alors σ(αx) =

∑p−1
i=0 σ

i+1(x)
∏i+1

j=1 σ
j(ω) =

1
ω

∑p
i=1 σ

i(x)
∏i

j=0 σ
j(ω) = αx

ω
car le produit des conjugués de ω est 1.

On admet qu’il existe x ∈ L pour lequel αx 6= 0 (cela résulte directement d’un résul-
tat assez connu, le théorème d’indépendance linéaire des caractères). On fixe un tel x,
et on note α = αx. On a alors σ(α) 6= α, donc α /∈ K, et σ(αp) = σ(α)p = (ω−1α)p =
αp, donc a = αp ∈ K. Le corps K(α) est corps de décomposition de Xp − a sur K,
et K ⊂ K(α) ⊂ L, et comme L/K n’a pas d’extensions intermédiaires, L = K(α)
et Xp − a est le polynôme minimal de α sur K.

Proposition 3.22. Soit L/K une extension galoisienne finie dont le groupe de
Galois est résoluble. Alors il existe une extension R de L radicale sur K.

Démonstration. On procède par récurrence sur n = [L : K]. Le cas n = 1 est trivial,
supposons n > 1.
Notons G = Gal(L/K), G est d’ordre n. Soit H /G un sous-groupe distingué maxi-
mal. Le quotient G/H est alors simple (sinon, on aurait un sous-groupe distingué
contenant strictement H) et résoluble car G l’est. C’est donc un groupe abélien (une
suite de composition est forcément triviale) et donc cyclique (le sous-groupe engen-
dré par un élément non trivial est distingué et non trivial). Il est donc d’ordre un
nombre premier. Soit p = |G/H|, soit F/L un corps de décomposition de Xp − 1.
Notant ω une racine p-ème de l’unité différente de 1, on a F = L(ω). Considérons le
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sous-corps M = K(ω) ⊂ F . Les extensions F/L et M/K sont radicales. L’extension
F/M est galoisienne car c’est un corps de décompostion du même polynôme dont L
est corps de décomposition sur K.
D’autre part, on sait que Gal(F/L) est abélien donc résoluble, et le théorème
fondamental montre que Gal(F/K)/Gal(F/L) ' Gal(L/K). Comme Gal(F/L) et
Gal(L/K) sont résolubles, Gal(F/K) est résoluble.
La restriction à L d’un élément de Gal(F/M) est un automorphisme de L fixant le
corps K car F/L est normale. De plus, si un élément de Gal(F/M) fixe L, alors il
fixe F car F est engendrée par L et M , et c’est donc l’identité. Le morphisme de
restriction est donc injectif, et Gal(F/M) s’identifie à un sous-groupe de Gal(L/K).
En particulier, il est résoluble.
Si |Gal(F/M)| < |Gal(L/K)|, par hypothèse de récurrence, il existe une extension
radicale R/F telle que R/M soit radicale. Comme M/K est radicale, R/K aussi.
Sinon, Gal(F/M) est Gal(L/K) sont isomorphes. Soit H ′ distingué dans Gal(F/M),
maximal, d’indice p. Notons E = FH . L’extension F/E est galoisienne, et comme
H ′ est distingué, E/M aussi, de groupe de Galois H ′. D’après le lemme 3.21, il existe
α ∈ E, dont le polynôme minimal est Xp − a, tel que E = M(α). Le degré de F
sur E est strictement inférieur à n, et le groupe Gal(F/E) est résoluble. Donc il
existe R/F avec R/M radicale (car α est racine de Xp − a avec a ∈ M), et R est
une extension de L. Comme M/K est radicale, R/K est radicale, et R remplit les
conditions du théorème.
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