Mécanique – Deuxième partie

 TD M6 : Moment cinétique d’un point matériel
But du chapitre

Comprendre pourquoi il est plus facile d’utiliser une grande croix qu’une petite manivelle pour monter une roue de secours.
Utiliser le théorème du moment cinétique pour obtenir plus efficacement l’équation du mouvement d’un point matériel.
Plan prévisionnel du chapitre 
I - Moment d’une force
1°) Moment d’une force par rapport à un point O
2°) Moment d’une force par rapport à  un axe Δ
II - Moment cinétique d’un point matériel dans le référentiel R
1°) Moment cinétique par rapport à un point O
2°) Moment cinétique par rapport à un axe
III - Théorème du moment cinétique dans un référentiel galiléen
1°) Théorème du moment cinétique en un point fixe
2°) Théorème du moment cinétique en projection sur un axe fixe
3°) Conservation du moment cinétique dans le cas d’un mouvement à force centrale
4°) Quand utiliser le théorème du moment cinétique ?
5°) Application : le pendule simple


Savoirs et savoir-faire

Ce qu’il faut savoir : 
· Produit vectoriel : connaitre ses caractéristiques et ses propriétés.

· Moment d'une force par rapport à un point : donner la formule du moment d'une force par rapport à un point, le représenter. 

· Moment d'une force par rapport à un axe : donner la formule du moment d'une force par rapport à un axe, déterminer le sens de rotation en fonction de son signe

· Moment cinétique : donner la formule du moment cinétique, ainsi que ses propriétés.

· Théorème du moment cinétique : énoncer le théorème du moment cinétique, par rapport à un point et par rapport à un axe.

Ce qu’il faut savoir faire : 
· Démontrer la formule du moment d'une force par rapport à un autre point.

· Démontrer le théorème du moment cinétique. 

· Pendule simple : établir l'équation différentielle du mouvement en appliquant le théorème du moment cinétique.
Erreurs à éviter/ conseils :
· Il ne faut pas évoquer le théorème du moment cinétique sans préciser le point si il est vectoriel ou l’axe si il est scalaire.
· Le moment d’une force s’appliquant en M par rapport à l’axe Δ est une grandeur scalaire mais algébrique ; il est positif si la force tend à entrainer M autour de Δ dans un sens positif certes arbitraire mais clairement indiqué sur la figure ; il est négatif dans le cas contraire.
Rappel sur le produit vectoriel :

[image: image1]
Applications du cours
Application 1 : Moment d’une force par rapport à un point et par rapport à un axe
Soit un point matériel M, de masse m, repéré par ses coordonnées cartésiennes x, y, z, et soumis à l'action d'un champ de pesanteur uniforme
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. Déterminer le moment du poids par rapport à l’origine O. Quel est le moment du poids par rapport à l'axe Oz ?
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Dynamique en référentiel galiléen 25F

Soit un pendule simple constitué d'un fil de longueur L au bout duquel est
suspendue une masse ponctuelle m, l'autre extrémité étant accrochée a un
point fixe O. Ce pendule est en mouvement dans un plan vertical.

Exprimer le moment des forces appliquées au point A, par rapport a O,
lorsque le pendule fait un angle 6 par rapport a la verticale.

A(m)
Corrigé

Le point A est étudié dans le référentiel terrestre supposé galiléen. Il est
soumis & l'action de son poids Pet a la tension T du fil.

Q@ Moment de P par rapporta O : Mo, (P)= OA AP

OA = L&, et P=mgcosde, — mgsinbe,

Mo (P) = L&, A (mgcosBe, — mgsinfe, ) or, sachant qued, A&, =0 et que

€, N€g =€, , on en déduit que :

Mo (P)=-mgLsin®g,

0 Momentde T par rapport 4 O : la droite d'action de T rencontre O, son
moment est nul.




Application 2 : Pendule simple

Soit un pendule simple constitué d'un fil de masse négligeable de longueur L au bout duquel est suspendue un point matériel A de masse m, l'autre extrémité étant accrochée à un point fixe O. Ce pendule est en mouvement dans un plan vertical. Exprimer le moment des forces appliquées au point A, par rapport à O, lorsque le pendule fait un angle θ par rapport à la verticale.

[image: image3]
Application 3 : Perle sur un rail demi-circulaire

Un point matériel M (masse m), assimilé à une perle quasi-ponctuelle, est susceptible de coulisser sans frottement de type solide le long d'un rail demi-circulaire de centre O et de rayon r, sans pouvoir le quitter.
Le point M est repéré par l'angle θ = 
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. Le référentiel R de repère (O ; 
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) est supposé galiléen.

Le point M subit l'action d'une force de frottement fluide 
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Exprimer les moments par rapport à O des forces appliquées à M.
Application 4 : Moment d’une force par rapport à un point et par rapport à un axe
[image: image40.jpg]Théoréme du moment cinétique d'un point matériel

Définition
Considérons un axe A, de vecteur unitaire 4, passant par le point O ot I'on a
calculé le moment .{l,, de la force f (Fig. 4).
Par définition, le moment (L, de la force f par rapport a I'axe A correspond & la pro-

Jjection du moment Mg, sur I'axe A, c’est-a-dire au produit scalaire entre Al et le
vecteur unitaire u, de I'axe A :

Wy=Adlo-G,  (grandeur algébrique d'unité N-m).

Force paralléle a I'axe A

Supposons une force f paralléle a I'axe A.
Dans ce cas, lemoment .llo = OMAf , orthogonal af, est également orthogonal
al'axe A, et sa projection .I(, sur I'axe A est donc nulle,

le moment d'une force par rapport & un axe A est nul si le support de la force
est paralléle a A.

t un point matériel M, de masse m, repéré par ses coordonnées z
tésiennes x, y, z (Fig. 5), et soumis a I'action d'un champ de
anteur uniforme g =-g u, (g = lgl).

Déterminer le moment i, du poids P = m g, par rapport &
igine O.

Quel est le moment du poids par rapport a I'axe Oz ?

(x) 0
lo=0OMamg=|y[r| © ‘ soit: -mgyl,+mgxa,.
z) \-mg)

Le poids m g étant paralléle a 'axe vertical Oz, le moment (o, du poids est nul.

retrouve ce résultat a partir de Lo, = oG

Notion de « bras de levier »

Considérons a présent un axe A orthogonal au plan délimité par le vecteur posi-
tion OM et la force f appliquée sur le point matériel.
Dans ce cas, le moment .Ilg = OMAf (orthogonal également au plan OM, f) a
une direction parallele a I'axe A (de vecteur unitaire u,) :
A=

o) Uy = Ay =My == |dlo]

(signe + sur I'exemple de la figure 6).

En pratique on utilise une expression simplifiée de .I(, en considérant le projeté H
de O sur la droite D portant f, OH étant la distance entre D et A (Fig. 6) :

Mlo=OMnf=(OH+HM)Af=OHAf, car HMAf=0 (HM//1).




On considère une force 
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 appliquée à un point M quelconque. 
Exprimer le moment de la force 
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 par rapport à O et par rapport à l’axe (Oz).
Application 5 : Moment cinétique d’un point M par rapport à un point ou par rapport à un axe en coordonnées cartésiennes
1°) Le point matériel M de masse m est astreint à se déplacer dans le plan (Oxy).
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le moment par rapport a I’axe (Oz) est Lo, (M) = mr26 .
Pour le moment par rapport a un axe d’une force quelconque, on peut la décomposer en deux
: I'un paralléle a I’axe, donc de moment nul, et Iautre dans un plan orthogonal 4 I'axe,
lequel on peut faire le calcul avec le bras de levier.

connait les composantes de la force sur une base, on peut aussi faire un calcul analogue
précédents (produit vectoriel puis projection sur I’axe).
hons par exemple le moment par rapport a (Oz) d’une force

F a +F, LT appliquée a un point M quelconque.

est paralléle & ’axe, donc de moment nul ; et Fye, apour bras

Jevier HM = r donc ?'I;(k,(f):l‘ﬁ) (le signe de F, donnant le

de rotation » donc le signe du moment).
t aussi le calculer a partir du moment par rapport a un point O

Qn,y(F) OMAF= (Ie+ e) (F,e‘,+ﬁ )

rF.g+ 2Fye, d0b Mgy (F) = (F)-e =rFy.

3 Méthode 16.2. Utiliser le TMC

En dehors du cas du mouvement a force centrale, on utilise généralement le TMC
dans certains cas particuliers pour éliminer une force inconnue, notamment la
sension d’un fil ou la réaction d’un support : pour cela on applique le TMC par
s=pport & un point fixe donnant un moment nul pour cette force. Cette méthode
peut permettre un mise en équation plus rapide que le PFD.

= Exercice 16.1, Exercice 16.2, Exercice 16.3

le le plus classique est celui du pendule pesant simple,
¢ d’une masse m assimilée a un point matériel M, suspendue
ﬁ.l idéal inextensible a un point fixe O du référentiel terrestre
éré comme galiléen). On suppose que M ne peut se
que dans le plan vertical (Oxy).

appliquées a M: poids P= mg= mg(cosez; ASinea) 5

Gu fil T=-Te, . On applique le TMC a M par rapport & O
L dLy(M)s
- dr

55 (B) + 3 (7)-

CINETIQUE. APPLICATION AU MOUVEMENT A FORCE CENTRALE 423 um




Exprimer le moment cinétique du point M  par rapport à O en fonction de m, OM, v et α. Représenter ce vecteur sur la figure précédente.
Exprimer le moment cinétique du point M par rapport à l’axe (Oz) en fonction de m, OM, v et α.
2°) On étudie le mouvement d’un point matériel M de masse m dans un référentiel R.
[image: image42.jpg]


[image: image43.jpg]Chapitre 3

Cinématique - Dynamique du point
matériel en référentiel galileen

Méthodes

Vitesse et accélération d’un point mobile

L2 cinématique correspond & I'étude du mouvement du mobile indépendam-
ment des causes.

11 Quels sont les systémes usuels
de coordonnées ?
+ Coordonnées cartésiennes (Fig. 1)
— . i S R
Le vecteur position OM est défini par : OM = xu,+yu,+zu;
Lensemble des points M définit la trajectoire.

+ Coordonnées cylindriques (Fig. 2) :
— — 5 >
OH =r, (Ox,0H) =6, HM =z :la base orthonormée locale U, Ug,

- i .
4, dépend du pointM: OM =ru +zu; .

Un point M, qui reste dans le plan xOy (z = 0), est alors repéré par les
oordonnées polaires (r, 6).

+ Coordonnées sphériques (Fig. 3):

o —3 ==
OM =r, 6 = (0z, OM), ¢ = (Ox, OH) ; on fait intervenir la base ortho-

’ 5o —
sormée locale (U, Ug, U,) telleque: (OM =ru; .

87





a) On décrit tout d’abord ce mouvement en utilisant les coordonnées cartésiennes dans un repère cartésien (O, 
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Exprimer les vecteurs position et vitesse du point M dans ce repère en fonction de x, y, z, 
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Exprimer le moment cinétique du point M  par rapport à O en fonction de x, y, z, 
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Exprimer le moment cinétique du point M  par rapport à l’axe (Oz) en fonction de x, y, z, 
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b) On décrit tout d’abord ce mouvement en utilisant les coordonnées cylindriques dans la base (
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Exprimer les vecteurs position et vitesse du point M dans ce repère en fonction de r, z, 
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Exprimer le moment cinétique du point M  par rapport à O en fonction de r, z, 
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Exprimer le moment cinétique du point M  par rapport à l’axe (Oz) en fonction de r, z, 
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Application 6 : Etude d’un pendule simple

Soit un pendule simple constitué d'un fil de masse négligeable de longueur L au bout duquel est suspendue un point matériel A de masse m, l'autre extrémité étant accrochée à un point fixe O. Ce pendule est en mouvement dans un plan vertical. 

[image: image19]
· Déterminer l’équation du mouvement de ce pendule simple vérifiée par l’angle θ.
· Que devient l’équation du mouvement dans l’hypothèse où θ reste petit.

· Exprimer θ en fonction du temps (à t = 0, le point A est laché sans vitesse initiale et θ (t=0) = θ0).
Application 7 : Perle sur un rail demi-circulaire
Un point matériel M (masse m), assimilé à une perle quasi-ponctuelle, est susceptible de coulisser sans frottement de type solide le long d'un rail demi-circulaire de centre O et de rayon r, sans pouvoir le quitter.
Le point M est repéré par l'angle θ = 
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Le point M subit l'action d'une force de frottement fluide 
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1°) Montrer que le moment cinétique du point matériel M par rapport à O a pour expression : 
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2°) On considère des petits mouvements au voisinage du point A. Etablir l’équation différentielle vérifiée par θ. Quelle est la relation entre λ, r et g correspondant au régime critique ? Dans la cas où la condition précédente est vérifiée, résoudre cette équation différentielle.
Exercices

Exercice 1 : Oscillations d’un pendule
Un point matériel M (masse m) est relié à un fil inextensible (longueur O1M = L, masse négligeable) et à un ressort horizontal de rai​deur k et de longueur l0 au repos. Le fil est vertical lorsque le point maté​riel se trouve au repos en O’1.
On suppose des petites oscillations quasi horizontales du point M. telles que O’1M << L.
[image: image26.jpg]E

MECANIQUE (2% partie)

Résolution type

Pendules reliés a un ressort

1. Oscillations d’un pendule

Un point matériel M (masse m) est relié¢ a un fil inextensible (longueur
O;M = L, masse négligeable) et a un ressort horizontal (Fig. 15) de rai-
deur k et de longueur €, au repos. Le fil est vertical lorsque le point maté-
riel se trouve au repos en O';.

On suppose des petites oscillations quasi horizontales du point M, telles
que O'M < L.

La position du point M est repérée par I'angle d'inclinaison 6,) du pen-
dule par rapport 2 la verticale (angle 6 supposé faible).

- Etablir 'équation du mouvement pendulaire en utilisant le théoreme du
moment cinétique. En déduire la période T, des petites oscillations.

2. Couplage entre deux pendules

Deux pendules simples identiques, de masse m, et de longueur
L = O;M, = O,M,, sont reliés par I'intermédiaire d'un ressort horizon-
tal de raideur k et de longueur au repos ¢, = 0',0', = 0,0,

Les points M; et M, sont au repos dans les positions O'y et O, lorsque
les deux fils sont verticaux (Fig. 16).

On considere des petites oscillations quasi horizontales de M, et M, telles
que O} M, < L et O',M, < L. Les positions de M; et M, sont repérées
par les angles 6, et 6, des pendules avec les directions verticales 0,0, et
0,0'. Ces angles 6; et 6, sont supposés faibles.

a) Déterminer les équations différentielles couplées, satisfaites par 6;(t)
et B,t), a partir du théoreme du moment cinétique.

b) La somme et la différence des solutions 6,(t) et 6,(t) sont désignées respectivement par S(t) = 6;(t) + 65(t):
D(t) = 64(t) - 65(t).

— Quelles sont les équations différentielles vérifiées par S(t) et D(t) ?

~ En déduire 6,(t) et 8,(t), en faisant intervenir des constantes d'intégration.

~ Comment peut-on calculer ces constantes d'intégration ?

488

1. Dans le référentiel galiléen d'étude %, (O,x, Oy, Oy2), la vitesse o
du point M s'écrit en utilisant la base de projection polaire (4,. g
(Fig. 17) :
dOM _dLu,) _, ,-

dt g o di? K

Le moment cinétique du point matériel M, par rapport au point Oy, est
defini par :

v=

Lo, =mOMab=mL*du,ntly=mL® 8.

Le point M est soumis a I'action de son poids m g, de la tension T du fil,
et de la force élastique f = — k (€~ €o) U,
avec €€y =O0M = Lsin 6 = L 6 (angle 6 faible).





La position du point M est repérée par l'angle d'inclinaison θ du pen​dule par rapport à la verticale (angle θ supposé faible).

Établir l'équation du mouvement pendulaire en utilisant le théorème du moment cinétique. En déduire la période T0 des petites oscillations.

Exercice 2 : Mouvement horizontal d’un pendule pesant simple
On constitue un pendule avec un fil idéal de longueur f, dont l'une des extrémités est fixée au point O (origine du repère); à l'autre extrémité se trouve un point matériel M de masse m. On
 prend l'axe (Oz) comme verticale ascendante (dans le référentiel terrestre supposé galiléen), et on utilise le système de coordonnées cylindriques. Le pendule est écarté d'un angle α par rapport à la verticale, et lancé avec une vitesse 
[image: image27.wmf]0

v

uur

 pour que le point M décrive des cercles horizontaux.

1. Faire un schéma en perspective, en faisant apparaître la trajectoire de M et ses trois
coordonnées. Préciser les valeurs de r et z.

2. Déterminer le vecteur 
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 par application du TMC et montrer que le mouvement de M est uniforme.

3. Calculer la période T du mouvement. Quelle est la valeur approchée de T si α est faible ?

Exercice 3 : Couplage entre deux pendules
Deux   pendules  simples   identiques,   de   masse  m,   et  de  longueur L = O1M1 = O2M2 sont reliés par l'intermédiaire d'un ressort horizon​tal de raideur k et de longueur au repos l0 = O’1O’2 = O1O2. Les points M1 et M2 sont au repos dans les positions O’1 et O'2 lorsque les deux fils sont verticaux.

On considère des petites oscillations quasi horizontales de M1 et M2 telles que O’1M1 << L et O'2M2 << L. Les positions de M1 et M2 sont repérées par les angles θ1 et θ2 des pendules avec les directions verticales O1O’1 et O2O'2. Ces angles θ1 et θ2 sont supposés faibles.
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MECANIQUE (2% partie)

Résolution type

Pendules reliés a un ressort

1. Oscillations d’un pendule

Un point matériel M (masse m) est relié¢ a un fil inextensible (longueur
O;M = L, masse négligeable) et a un ressort horizontal (Fig. 15) de rai-
deur k et de longueur €, au repos. Le fil est vertical lorsque le point maté-
riel se trouve au repos en O';.

On suppose des petites oscillations quasi horizontales du point M, telles
que O'M < L.

La position du point M est repérée par I'angle d'inclinaison 6,) du pen-
dule par rapport 2 la verticale (angle 6 supposé faible).

- Etablir 'équation du mouvement pendulaire en utilisant le théoreme du
moment cinétique. En déduire la période T, des petites oscillations.

2. Couplage entre deux pendules

Deux pendules simples identiques, de masse m, et de longueur
L = O;M, = O,M,, sont reliés par I'intermédiaire d'un ressort horizon-
tal de raideur k et de longueur au repos ¢, = 0',0', = 0,0,

Les points M; et M, sont au repos dans les positions O'y et O, lorsque
les deux fils sont verticaux (Fig. 16).

On considere des petites oscillations quasi horizontales de M, et M, telles
que O} M, < L et O',M, < L. Les positions de M; et M, sont repérées
par les angles 6, et 6, des pendules avec les directions verticales 0,0, et
0,0'. Ces angles 6; et 6, sont supposés faibles.

a) Déterminer les équations différentielles couplées, satisfaites par 6;(t)
et B,t), a partir du théoreme du moment cinétique.

b) La somme et la différence des solutions 6,(t) et 6,(t) sont désignées respectivement par S(t) = 6;(t) + 65(t):
D(t) = 64(t) - 65(t).

— Quelles sont les équations différentielles vérifiées par S(t) et D(t) ?

~ En déduire 6,(t) et 8,(t), en faisant intervenir des constantes d'intégration.

~ Comment peut-on calculer ces constantes d'intégration ?
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1. Dans le référentiel galiléen d'étude %, (O,x, Oy, Oy2), la vitesse o
du point M s'écrit en utilisant la base de projection polaire (4,. g
(Fig. 17) :
dOM _dLu,) _, ,-

dt g o di? K

Le moment cinétique du point matériel M, par rapport au point Oy, est
defini par :

v=

Lo, =mOMab=mL*du,ntly=mL® 8.

Le point M est soumis a I'action de son poids m g, de la tension T du fil,
et de la force élastique f = — k (€~ €o) U,
avec €€y =O0M = Lsin 6 = L 6 (angle 6 faible).





a) Déterminer les équations différentielles couplées, satisfaites par θ1 et θ2, à partir du théorème du moment cinétique.

On posera 
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b) La somme et la différence des solutions θ1 et θ2 sont désignées respectivement par S et D.
Quelles sont les équations différentielles vérifiées par S et D ?

En déduire θ1 et θ2, en faisant intervenir des constantes d'intégration.

Comment peut-on calculer ces constantes d'intégration ?

Exercice 4 : bille dans une cuvette parabolique

Une petite bille de masse m peut rouler sur une surface S fixe par rapport au référentiel terrestre R (considéré comme galiléen). Cette surface est un paraboloïde de révolution, d'axe vertical ascendant (Oz), et décrit par l'équation z = 
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 en coordonnées cylindriques.

On modélise la bille comme un point matériel M se déplaçant sans frottement sur la surface : la réaction normale 
[image: image33.wmf]R
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 exercée par S sur M est alors contenue dans le plan méridien (OHM).

1. Moment cinétique

a) Exprimer dans la base cylindrique la vitesse de M par rapport à R, et en déduire le moment

cinétique de M en O, noté 
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, avec les variables r et θ et de leurs dérivées. 

b) En appliquant le TMC, montrer que la composante de 
[image: image35.wmf]0

L

uur

 sur 
[image: image36.wmf]z

e

uur

 se conserve au cours du temps. On notera L cette constante : exprimer L en fonction de m, r et 
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2. Énergie

a) Exprimer l'énergie cinétique EC de M dans R.
b) Justifier l'existence d'une énergie potentielle Ep pour M, et exprimer Ep en fonction de uniquement. On prendra ep(0) = 0.
c) Que peut-on dire de l'énergie mécanique de M?
3. Discussion générale du mouvement

a) Déduire de ce qui précède une équation du premier ordre, à une seule inconnue, de la forme :
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 où G(r) est positif et sans dimension, et où Epeff(r) est une énergie potentielle effective.

Expliciter les expressions de G(r) et Epeff(r) en fonction de r, a, L, m et g.

b) Représenter le graphe de Epeff(r)

c) Discuter, à l'aide de ce graphe, la nature du mouvement de M. En déduire que la trajectoire de M est nécessairement tracée sur une région de S limitée par deux cercles, définis à l'aide des constantes du mouvement et des données du problème. (On se contentera d'indiquer quelle équation il conviendrait de résoudre pour déterminer ces deux cercles.)
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Produit vectoriel

Le produit vectoriel de ¥, par v, est le vecteur w, noté ¥, AV, et ayant pour
composantes, dans une base orthonormée directe :

WiZy = Yo% X )
W| 21X, —2,X, | avec v | y, | et v, | y,
LYo~ ¥ Z Z5
Propriétés: ¥ AV, =—¥, AV,

AF AV =AV)AV, =V, A(1V,)

VA, +V) =V, AV, +7 AT,

Il est possible d’obtenir # = ¥, A ¥, sans projeter les vecteurs ¥, et ¥, :
» direction de W : orthogonal 2 ¥, et & ¥,, donc au plan formé par ¥, et v, (attention
v, et v, ne sont pas a priori orthogonaux).
* sens de W : tel que (¥, V,, w) soit direct. Moyens mnémotechniques : tire-bouchon
de Maxwell, on tourne le tire-bouchon de v, vers v,, il se translate suivant w. Ou
bien la régle des trois doigts de la main droite : pouce suivant v, , index suivant v,, le

e norme de w : =
Il = 55 sngs. 72 2 \%&R\\\\\\\\\\\\

majeur indique le sens de w.

<

La norme de w représente I’aire du ® \&\\\\‘\\\;\\j\\\x\\
‘_;1

parallélogramme construit sur v, et ¥,. =

Rq: Une condition nécessaire et suffisante pour que deux vecteurs (non nuls) soient
colinéaires est que leur produit vectoriel soit nul.

Différentielle

Soit f wune fonction réelle, n fois
dérivable, d’une variable réelle x. Si x Y +OV
varie de dx, y = f(x) varie de Jy. La
différence importante entre la variation &
Sy et la différentielle du premier ordre

dy de y est indiquée sur le graphe ci-

contre.

v
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