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Performances en probabilit6 d'erreur des modulations 
grand nombre d'6tats 

en p6riode d'6v nouissements s61ectifs 
Armand J. LI~VY * 

Analyse 

Cet article pr~sente une comparaison des modulations 
d grand nombre d'dtats, qui sont dtudides du point de 
vue de leur robustesse face aux ph6nomknes de trajets 
multiples. Afin d'aboutir ~t des r6sultats prdcis, cette 
dtude a dt~ mende en utilisant comme critbre de qualitd 
le taux d'erreur et non un critbre indirect tel que 
l' ouverture de l'ceil. A cette fin, une m~thode d'dvaluation 
du taux d'erreur a dt~ ddvelopp~e, mdthode qui se 
caract~rise par sa souplesse et son faible coftt de calcul. 
En particulier, elle a dt~ appliqude d des modulations 
cohdrentes courantes et ~t des modulations plus origi- 
hales, ~ constellations hexagonales, dot6es d'un bon 
coefficient de compacit~. 

Mots cl6s : Propagation onde 61ectromagn6tique, Evanouisse- 
ment s61ectif, Modulation m-aire, Probabilit6 erreur, Etude 
comparative, Brouillage intersymbole, Signal analytique, Appro- 
ximation, Modulation coh6rente, Signature, Transmission 
num6rique. 
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Abstract  

The paper presents a comparison o f  high level modu- 
lation techniques and o f  their performance during 
multipath fading periods. In order to provide precise 
results, the author led this study using the error rate as 
quality criterion, thus avoiding the use of  one of  the other 
indirect criteria like eye opening. To this end, an error 
rate evaluation method was developped. The flexibility 
and low computing cost o f  this method allowed us to 
investigate current coherent modulation techniques and 
also, more original techniques with low << packing 
coefficient >> such as hexagonal constellations. 
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I. I N T R O D U C T I O N  

L'incidence des 6vanouissements s61ectifs constitue 
vraisemblablement la cause majeure de d6gradation 
des liaisons hertziennes num6riques /~ haut  d6bit. 
De nombreuses 6tudes ont  en cons6quence 6t6 con- 
duites, portant  d 'une part  sur la compr6hension et 
la mod61isation des phdnom6nes de propagation, et 
d 'autre  part, sur l '6valuation des performances des 
syst6mes num6riques durant  ces p6riodes [1]. 

L 'obje t  du pr6sent article est double. Tout  d 'abord,  
nous pr6sentons une technique de calcul de la pro- 
babilit6 d'erreur,  en pr6sence de brouillage inter- 
symbole que provoquent  les trajets multiples. La 
souplesse de la m6thode autorise son application 5. 
la plupart des techniques de modulat ion coh6rente. 
Sa rapidit6 permet, pour  un coot  de calcul raisonnable, 
l '6valuation de la probabilit6 d 'er reur  pour  un grand 
nombre de situations de propagation,  d6crites par  
un mod61e. Ainsi il devient possible d'utiliser la pro- 
babilit6 d 'er reur  comme crit6re de performance, en 
substitution d 'autres crit6res d 'usage courant, plus 
facilement accessibles mais moins fiables, tels que 
l 'ouverture de l'ceil ou sa valeur en moyenne qua- 
dratique [2-3]. 

En un deuxi6me temps, t i rant  parti des qualit6s 
de cette technique de calcul, nous 6valuons la robus- 
tesse d 'un  certain nombre  de types de modulat ion 
face aux ph6nom6nes d'6vanouissements s61ectifs. En 
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effet, les progr6s technologiques pr6visibles vont 
conduire, 5̀  des fins d '6conomie de spectre radio- 
61ectrique, 5. utiliser des modulations d'efficacit6 
spectrale allant croissant. L ' impact  sur la disponibilit6 
des liaisons, n 'est  pas imm6diat. A d6bit fix6, la bande 
occup6e par  les modulations 5̀  plus grand nombre 
d'6tats se trouve r6duite, ce qui est favorable car la 
fonction de transfert  est statistiquement plus r6guli6re 
sur une port ion de spectre plus 6troite. En revanche, 
ces modulations offrent une plus grande vuln6rabilit6 
au brouillage intersymbole, du fait de la diminution 
de la distance entre les symboles de leurs constella- 
tions. 

Les modulat ions analys6es comprennent  celles 
couramment  utilis6es ou en voie de l'~tre : modulat ion 
de phase 5. huit 6tats et modulations d 'ampli tude 
sur deux porteuses en quadrature 5̀  16, 32 et 64 6tats. 
Par ailleurs, nous examinons des modulations 5̀  
constellations hexagonales qui ont surtout 6t6 envi- 
sag6es jusqu'5` pr6sent sur un plan th6orique, mais 
dont  les constellations pr6sentent une r6gularit6 
suffisante pour  autoriser une r6alisation effective 
sans une excessive complexit6. Ces modulations,  qui 
pr6sentent la qualit6 de b6n6ficier d 'un  excellent 
coefficient de compacit6, ont d6js` suscit6 un certain 
nombre de t ravaux [4-6]. La conclusion qui se d6gage 
de ces 6tudes est qu 'en  pr6sence uniquement de bruit 
gaussien, l 'avantage 5̀  escompter sur des modulations 
plus classiques reste faible au regard de l 'accroissement 
de complexit6 n6cessaire 5. leur mise en oeuvre. Cepen- 
dant, il nous a paru utile d 'examiner si une telle 
sup6riorit6 existe en mati6re de r6sistance aux 6va- 
nouissements s61ectifs et d 'en appr6cier 6ventuelIement 
l 'ordre de grandeur.  

II. PROBABILITI~ D ' E R R E U R  
EN PRI~SENCE DE BROUILLAGES 

I N T E R S Y M B O L E  

Une attention consid6rable a 6t6 port6e au probl~me 
de la d6termination de la probabilit6 d 'erreur ,  en 
pr6sence de bruit  et de brouillage intersymbole, 
attention dont  t6moigne une tr6s abondante litt6rature 
[8-15] (*). 

La m6thode d '6valuation la plus simple proc6de 
par 6num6ration exhaustive de toutes les valeurs 
possibles du brouillage. Son cofit de calcul, croissant 
exponentiellement avec le nombre d'6chantillons du 
brouillage, la rend concr6tement impraticable. Ho 
et Yeh, parall61ement 5- Shimbo et Celebiler, ont  les 
premiers d6velopp6 une m6thode dont  le cofit de 
calcul ne cro~t que lin6airement avec le nombre  de 
coefficients [8-11]. Cette m6thode est bas6e sur un 

(*) JOINDOT (M.). Synth6se bibliographique sur les m6thodes 
de calcul de la probabilit6 d'erreur en pr6sence d'interf6rence 
entre symboles dans un syst6me de transmission num6rique. 
Note technique CNET NT/ETN/5. 

d6veloppement de Taylor  et suppose le calcul des 
moments de la variable brouillage intersymbole. 

Divers travaux ont suivi, ayant pour  objectif 
d'acc616rer la convergence et donc de r~duire, 5- pr6- 
cision du r6sultat fix6e, le nombre de moments 5̀  
calculer. Nous pr6sentons ici un cadre unique qui 
d6crit la majorit6 des m6thodes propos6es 5̀  ce jour,  
parmi lesquelles celle de H o  et Yeh. De cette classe 
tr~s g6n6rale, nous extrayons la mdthode qui nous 
parait pr6senter les meilleures qualit6s en mati6re de 
rapidit6 et de simplicit6. 

ILl .  Expression de la probabilit6 d'erreur. 

Nous adoptons pour  t o u s l e s  signaux, leur repr6- 
sentation par enveloppe complexe. Rappelons qu 'un  
signal xr(t), r6el et 5- bande 6troite autour de to o 
est reli6 5̀  son enveloppe complexe x(t) par la relation : 

(1) xr(t) = ~/2- Re(x(t)  exp(j COot)). 

L'enveloppe complexe de la r6ponse impulsionnelle 
du filtre en bande de base, 6quivalent 5̀  Ia totalit6 
du syst6me de transmission est d6sign6e par h(t). 

Dans l 'hypoth6se d 'un  bruit  additif stationnaire n, 
le signal requ s'6crit : 

(2) y(t) = ~ a~ ~ ( t - -  kT) * h(t) W n(t), 
k 

off les ak sont les symboles ind6pendants 6mis toutes 
les T secondes. L'6chanti l lon Yo, requ 5̀  l ' instant to 
et sur lequel le r6cepteur prend la d6cision relative 
au symbole 6mis s 'exprime par  : 

(3) Yo = aoho + ]~ akhk + n, 
k ~ o  

avec hk = h(to - -  kT) n = n(to). 

Dans un premier temps, nous prenons exclusivement 
en consid6ration la modulat ion d'amplitude binaire. 
Chaque symbole ak peut  prendre l 'une des deux valeurs 
+ 1 o u -  1 avec d'~gales probabilit6s. Les 6chantil- 
lons hk sont 6ventuellement complexes, mais dans ce 
cas seule leur partie r6elle influe sur la d6cision. Nous 
ne restreignons donc pas le probl6me en supposant 
les hk r~els. 

Par ailleurs, en principe, le nombre d'6chantillons 
hk est infini, mais nous admettons pouvoir ne retenir 
que les L 6chantillons les plus significatifs et n6gliger 
tous les  autres. 

Le symbole ~mis ao valant + 1, la d~cision d6pend 
du signe de l '6chantillon Yo et la probabilit6 d 'er reur  
s'6crit : 

(4) Pe = Pr(ho + II -4- n < 0}, 
L 

avec H = Y, akhk. 
k = l  

Le brouillage intersymbole H a une densit6 de 
probabilit6 g(x) dont  le support  est born6 5̀  l 'intervalle I. 

L 

(5) I = [ - -  r, ~- r], r = ~ Ihkl  . 
k = l  
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Enfin F(x) d6signe la densit6 cumul6e du bruit n : 

(6) F(x) = Pr{n < x}. 

La probabilit6 d 'er reur  P~ peut alors s'6crire �9 

(7) P~ = i F ( - - h o - - x )  g (x)dx .  

investigations, soulignant essentiellement que la pr6- 
f6rence doit ~tre donn6e aux d6veloppements qui 
r6partissent l 'erreur sur tout l 'intervalle I. Cependant,  
tous ces d6veloppements sont des polyn6mes alors 
que, comme nous allons le voir, il existe une plus 
large classe de fonctions, candidates comme compo- 
santes de ce d6veloppement. 

II .2 .  Une classe de m6thodes.  

Notre  propos est maintenant  de pr6senter un cadre 
g6n6ral qui permet la description de diverses tech- 
niques d'6valuation de l 'int6grale (7). 

Tout  d 'abord,  supposons d6fini un ensemble de 
M fonctions b~(x), i = 1, 2 . . . . .  M. Ensuite, utilisons 
cette base de fonctions pour  r6aliser un d6veloppement 
limit6 de F ( - -  ho - -  x) : 

M 

(8) F ( - -  ho - -  x) = Y~ c, b,(x) -Jr- s(x). 
i = 1  

I1 se d6duit alors une valeur approch6e de la pro- 
babilit6 d 'er reur  : 

Pe -- Y, c~ El avec E~ = b~(x) g(x) dx, 
i = 1  I 

l 'erreur sur cette 6valuation 6tant : ~ z(x) g(x) dx. 
I 

Cette expression sera calculable sans peine pour peu 
que les fonctions b~ soient choisies de mani6re ~t 
permettre un calcul ais6 des int6grales E~. 

II.2.1. Le d6veloppement. 

De nombreuses m6thodes de calcul entrent dans 
le cadre d6fini ci-dessus. La m&hode propos~e par 
Ho  et Yeh utilise les fonctions b~(x) = x ~ et d6compose 
F ( - -  ho - -  x) suivant un d6veloppement de Taylor [8]. 
Les quantit6s E~ sont dans ce cas les moments de la 
variable du brouillage intersymbole. 

Murphy observe que le d6veloppement de Taylor 
converge plus rapidement au centre de l'intervalle I 
qu 'aux  extr6mit6s [14]. I1 propose de lui substituer 
le d6veloppement consti tuant la meilleure approxi- 
mation au sens des moindres carr6s (c'est-~t-dire 

go 

\ ~2(x) dx). I1 choisit comme base {b~} minimisant 
,) 

les polyn6mes de Legendre or thogonaux sur I. 
L 'approximat ion au sens des moindres carr6s est 

meilleure que le d6veloppement de Taylor  en ce sens 
qu 'un  nombre moindre de termes du d6veloppement 
permet d 'about i r  ~. une m~me pr6cision du r6sultat 
[151. 

Enfin Luvison, ~t la suite de travaux de Benedetto 
et al., propose l 'utilisation d 'une  formule de quadra- 
ture dont  les neeuds sont r6guli6rement espac6s. Ce 
qui revient 5. utiliser en (8) le polyn6me de degr6 
minimal coincidant avec F ( - -  ho - -  x) pour  un certain 
nombre  d'6chantillons de l ' intervalle I [12-13]. 

Il est clair que la mani6re de r6aliser la d6composi- 
t ion de F ( - -  ho ~ x) a fait l 'objet  de nombreuses 

H.2.2. Le jeu de fonctions b i . 

Le choix d 'une  fonction b~(x) dans le d6veloppe- 
ment (8) est li6 & la facilit6 d '6valuation des quantit6s 

/- 

E~ = \ b~(x)g(x)dx .  Or, le brouillage intersymbole 
g I 

est une somme de variables al6atoires discr6tes. Si 
sa densit6 g(x) n 'admet  pas &expression simple, 
en revanche, sa fonction caract6ristique G(co) est 
connue et est le produit  des fonctions caract6ristiques 
de chacune des variables discr6tes. Pour  la modulat ion 
&ampli tude binaire, cette fonction s 'exprime : 

L 

(9) G(co) = I-I cos (hkO~). 
k = l  

De la fonction caract6ristique, il est possible de 
d6duire les quantit6s E pour  toute une gamme de 
fonctions b~(x). En effet, partant  de la d6finition de 
la fonction caract6ristique : 

u 

G(co) = t g(x) exp (] o~x) dx, 

il vient : 

(10) \ do~2,. //~=~, = E,..  = b . . ( x )  g(x) dx, 

avec : 

et : 

b~.. = ( - -  1)" x 2" exp(coqx) expO coi2x), 

CO i ~ O)12 - -  j 0)11 �9 

En r~sum6, une technique d'~valuation de la 
probabilit6 d 'er reur  est compl6tement d6finie par le 
choix, d 'une  part, d 'un  ensemble de fonctions b~ 
extraites de cette gamme et d 'autre  part,  d 'une  mani6re 
de r6aliser le d6veloppement de F ( - -  ho - -  x) sur cette 
base. 

11.3. U n c  nouvelle  m~thode util isant un d~veloppement 
en s6rie de Fourier.  

Nous  nous proposons de d6crire maintenant  une 
m6thode permettant,  en toute g6n6ralit6, d '6valuer : 

(11) Pe = Pr{ho q- I I  q- n < 0}, 

lorsque sont connues, d 'une part, la densit6 cumul6e 
du bruit  F(x) ,  et d 'autre  part, la fonct ion caract6ris- 
tique G(co) de la variable r6elle et born6e II. 

II nous semble que de toutes les fonctions d6crites 
dans l '6quation (10), les plus ad6quates sont les expo-  
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nentielles complexes b~(x) = exp(j ~ x ) ,  obtenues en 
pr6cisant dans (10) n ---- 0 et oh z ---- 0. Tou t  d ' abord ,  le 
calcul des int6grales E~ pour  ces fonctions est simple ; 
contra i rement  au calcul des moments ,  il ne fait pas 
intervenir les d6rivdes de la fonct ion caractdristique 
mais seulement la fonction elle-mame. Ensuite, la 
ddcomposit ion (8) peut alors 8tre une d6composition 
en s6rie de Fourier  aux qualit6s et propri6t6s bien 
connues. En particulier, cette d6composi t ion est une 
approximat ion  aux sens des moindres  carr6s. Nous 
proposons  de r6aliser cette d6composi t ion par  6chan- 
til lonnage de F ( - -  ho - -  x), suivie d 'une  t ransformat ion 
de Fourier  discrete : 

1 N 
(12) c , -  2 N  Y' F(--ho--kr /N)exp(- - j ikrc /N) ,  

k =  - - N +  1 

de laquelle r6sulte une d6composi t ion de F ( - -  ho - -  x) : 

N 

(13) F ( - -  ho - -  x) ~ Y, c, exp(j krc x/r). 
k = - - N + l  

Puis ne retenant  que les 2 M premiers  termes de la 
s6rie, la probabili t6 d ' e r reur  est 6valu6e : 

M 

(14) P~ = Z ck G(k r~/r). 
k = - - M + l  

En r6sum6, la m&hode  comprend  les quatre 6tapes 
suivantes : 

- -  6valuation de N 6chantillons de F ( - -  h0 - -  x), 

- - t r a n s f o r m a t i o n  de Fourier  discrete de cette 
s6quence, 

- - 6 v a l u a t i o n  de M 6chantillons de la fonction 
caract6ristique G(o~), 

- -  6valuation de la probabili t6 d ' e r reur  par  (14). 

En raison du repliement du spectre dfi 5. l '6chantil- 
lonnage et de la t roncature  de la s6rie, l '6valuation (14) 
est seulement une approximat ion.  Cependant ,  pour 
un nombre  croissant d'6chantil lons, la s6rie de Fourier 
converge et l 'erreur  tend vers z6ro. D ' u n  point  de vue 
qualitatif,  la convergence est plus lente lorsque 
F ( - -  ho - -  x) pr6sente des variat ions rapides sur l ' inter- 
valle L En pratique, lorsque l'oeil se fe rmera  (r tendant 
vers ho) et pour  des faibles niveaux de bruit,  l '6valua- 
tion n6cessitera un nombre  de termes M accru. 
Mais, alors que le cofit de calcul des moments  de H 
cro~t tr6s vite avec leur ordre, le cofit de calcul des 
termes de (14) ne d6pend pas de leur indice. 

Globalement ,  le temps de calcul crolt  lin6airement 
non seulement en fonction du nom bre  d'6chantil lons 
du brouil lage mais 6galement avec la pr6cision 
requise, mesur6e par  le nombre  de termes calcul6s 
dans la s6rie (14). 

I I .4 .  A p p l i c a t i o n  a u x  m o d u l a t i o n s  c o h 6 r e n t e s  de  
c o n s t e l l a t i o n  q u e l c o n q u e .  

L'appl ica t ion  de la m6thode qui vient d 'a t re  pr6- 
sent6e 5. la modula t ion  d ' ampl i tude  binaire est imm6- 

diate, la fonction caract6ristique du brouillage ayant  
6t6 donn6e en (9). Nous  allons montrer  5. prdsent, 
de quelle mani6re il est possible de prendre en compte 
une modula t ion coh6rente de constellation quelconque. 

Pour  les modulat ions  d 'ampl i tude  et de phase, 
les signaux compor ten t  une partie en phase et une 
autre en quadrature.  

L'6chanti l lon re~u admet  toujours pour  expression : 

(15) Yo = aoho + ~ akhk + n, 
k 

mais les symboles ak comme les 6chantillons hk appar-  
tiennent au plan complexe. 

I1 y a une erreur de d6cision sur le symbole 6mis 
lorsque Yo sort  d 'une  r6gion de bonne d6cision R, 
fo rmant  un polygone autour  de aoho. La forme 
de ce polygone d6pend de la constellation (ensemble 
des symboles ak) et du symbole ao concern& 

II.4.1. Taux d'erreur sur un symbole complexe. 

I1 est possible de tenir, 5. deux dimensions, un 
raisonnement  calqu6 sur celui d6velopp6 en 11.3. 

D6signons par  fix) la densit6 de probabilit6 du bruit 
et d6finissons la densit6 int6gr6e F(x). 

SS f , (16) F(x) = q- x) du dr, 

avec t = u + j r .  

F ( - -  x) est la probabili t6 pour  que le bruit  n centr6 
en x, appart ienne au domaine R. Soit 6galement 
g(x) la densit6 de probabili t6 de la variable complexe 

L 
H = Y, akhk �9 Cette variable appart ient  5. un domaine 

k = l  

born6 et on peut  d6finir dans le plan complexe une 
r6gion carr6e I de c6t6 2 r, telle que g(x) soit nulle 
en dehors de I. La probabilit6 d 'e r reur  admet  pour  
expression : 

(17) P e = ! i , F ( - - h o - - x )  g(x)dudv,  

avec x = u -+- j r .  

La t ransformat ion  de Fourier  discr6te bidimension- 
nelle de 4 N z 6chantillons sur I de F ( - -  ho - -  x) 
fournit  un d6veloppement  de cette fonction : 

(18) F ( - - h o - - X )  = 

N N 

]~ Y,, ck,, exp(j 7~ (ku -I- iv)[r) + ~(x), 
k = - - N + l  I = - - N + I  

avec x = u q- jr ,  duquel se d6duit une expression 
de la probabili t6 d ' e r reur  : 

M M 

(19) Pe = Z ]~ ck,~ G(k~[r  + j i ~ / r ) ,  
k = - - M  I = - - M  

o/a G est la fonction caract6ristique de IL 
Le calcul est done r6alisable, pour  une constellation 

quelconque, sans complexit6 th6orique grandement  
accrue mais avec cependant  un volume de calcul 
net tement  plus important .  En particulier, la densit6 
cumul6e F est souvent difficile h 6valuer. C 'es t  pour-  
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quoi nous allons proposer  maintenant, un majorant 
6troit de la probabilit6 d 'erreur,  bas6 sur des pro- 
jections qui ram6nent le probl6me h une dimension, 
et donc sensiblement plus rapide 5. 6valuer. 

H.4.2. Un majorant de la probabilit6 d'erreur. 

La r6gion R 6rant un polygone d61imit6 par les 
droites if)t, i = 1, 2 . . . . .  K, chacune de ces droites 
d6finit un demi-plan Dt qui ne contient pas R. La 
r6union de ces demi-plans 6tant compl6mentaire de 
R, il est possible d 'exprimer la borne sup6rieure 
suivante de la probabilit6 d 'erreur  : 

k 
(20) P.  = Pr{yo • R} < Z Pr(yo 6 Dr}. 

l = l  

II reste, pour  calculer cette borne, ~t savoir 6valuer 
la probabilit6 pour  que l '6chantillon Yo franchisse 
une droite ff)t quelconque. Consid6rons le complexe q, 
de module minimal, tel que q q- aoho appartienne 
/t ~ ,  (Fig. 1). 

FIG. 1. - -  Vecteur q d6finissant le demi-plan D. 

The vector q defines the half-plane D. 

Par projection, cette probabilit6 s 'exprime : 

(21) Pr{yo 6 Dr} = Pr{[q[ q- ~ Re(akhkq*/lq]) q- 
k Re(nq*/Iql  ) < 0}, 

oh q* d6signe le complexe conjugu6 de q. 

Une telle expression est du type de celles d6crites 
par l '6quation (11) et est donc calculable par l 'algo- 
rithme d6crit en 11.3. Le terme de brouillage inter- 
symbole 6tant une somme de variables discr&es, 
sa fonction caract6ristique s 'exprime sans difficult6s : 

L 1 .r 
= ~] exp(j co Re(a,hkq*l lq[)) .  (22) G(co)  k----l~I1 ) t = l  

J 6tant le nombre  d'6tats de la modulation consid6r6e. 

Ceci compl6te la m6thode d'6valuation de la 
borne (20). Pour  les taux d 'er reur  faibles, il est 16gitime 
de consid6rer que l'essentiel de la densit6 de probabilit6 
d 'erreur  int6gr6e, est concentr6e ~t la fronti~re de la 
r6gion R. Par  simple observation de la figure 2, il 
est clair que, pros de cette fronti+re, la probabilit6 
d 'erreur  est comptabilis6e au maximum deux lois 
dans la borne (20) que nous d6signerons par  B. En 
cons6quence, l'in6galit6 suivante est v6rifi6e dans 
t o u s l e s  cas pr6sentant un int6r~t : 

(23) B I 2  < Pc < B. 

FIG. 2 . -  Le majorant de la probabilit6 d'erreur 6valu6 
vaut la somme des probabilit6s, pour Yo , d'appartenir h cha- 

cun des demi-plans repr6sent6s. 

The evaluated error rate overbound is the sum of  the probabi- 
lities that Yo belongs to each half-plane represented. 

III. S IGNATURES CALCULI~ES 
DE SYST~;MES DE T R A N S M I S S I O N  

NUMI~RIQUES 

III.1. La part du syst6me et celle de la propagation. 

La technique de calcul d6velopp6e dans la partie II 
a pour  objet l 'analyse du comportement  de diverses 
modulations en pr6sence d'6vanouissements s61ectifs. 
Or, les ph6nom~nes de propagat ion varient consid6ra- 
blement en fonction du bond hertzien ou de la p6riode 
de l 'ann6e en consid6ration. I1 est cependant possible 
de s 'affranchir de cette variabilit6 et d 'analyser  
intrins6quement le compor tement  d 'un  syst~me num6- 
rique, et ce, en calculant la signature de ce syst~me, 
associ6e ~t un mod61e de propagation [20-21]. 

En effet, si une fonction de mod61isation param6tr6e 
est capable de d6crire la fonction de transfert de tout  
canal hertzien, h tout  instant, 

- -  d 'une part, la propagat ion sur un bond hertzien 
particulier est alors li6e ~t la lot statistique des para- 
matres de la fonction module relative ~t ce bond,  

- - d ' a u t r e  part,  le comportement  d 'un  syst~me 
de transmission est bien reprdsent6 par la r6gion de 
l 'espace des param~tres correspondant  au bon fonc-  
t ionnement du syst~me. 

Le fonct ionnement  correct  correspondra ~t un taux 
d 'erreur  binaire inf6rieur 5. un taux seuil et la signature 
du syst~me d6signera, par  d6finition, la surface 
fronti~re de la r6gion ainsi d61imit6e. 

III.2. La fonction mod61e et la repr6sentation des 
signatures. 

La fonction mod61e utilis6e ici est celle adopt6e 
par  de nombreux auteurs et principalement propos6e 
et exploit6e par  Rummier  [16, 17]. 

(24) Ha,b,~0(f) = a(1 - -  b exp(j2 r: ( f - - f o )  v ) ) ,  

avec -r _~ l / 6 A f  

La fonction de transfert est affect6e d 'une  part  
d 'un  affaiblissement global (param6tre a), d ' au t re  
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part d 'un  6vanouissement de profondeur  relative b 
et situ6 /~ une distance fo du centre de la bande. 

L'existence du param~tre a, multiplicatif sur 
l 'ensemble de la fonction entralne une particularit6 
utile de ce mod61e : lorsque, toutes choses 6gales par 
ailleurs, la marge brute d 'un  syst6me est modifide, 
sa signature subit une simple translation (la marge 
brute est l 'affaiblissement ap6riodique maximal pos- 
sible sans d6passement du seuil de probabilit6 d'erreur). 

La signature, qui est une surface dans l'espace 
tridimensionnel des param6tres a, b, f o ,  sera reprd- 
sentde par  un jeu de courbes donnant  la valeur de 
b e n  fonction d e f o ,  param6trdes par la diff6rence A-M,  
entre l'affaiblissement A en d6cibels (A = J 20 logt0 (a)) 
et la marge brute du syst6me M, 6galement exprim6e 
en d6cibels. 

I1 est / t  noter que, si a e t  fo sont fix6s, la probabilit6 
d 'erreur  est une fonction croissante de b. Pour le 
calcul des signatures, la recherche de la valeur de b 
correspondant  h la probabilit6 d 'erreur  seuil a done 
pu atre rdalis6e par une m6thode de recherche dicho- 
tomique. 

Le seuil de probabilit6 d 'er reur  a ~t6 fix6 ~t 10 -a  
et nous avons utilis6 la m6thode d'6valuation appro- 
ch6e de la probabilit6 d 'er reur  d6crite en II.4.2. A 
ce sujet, il est important  de signaler que, si les signa- 
tures diff6rent tr6s sensiblement lorsque le seuil est 
fix6/t 10 -6 au lieu de 10 -a,  en revanche, nous n 'avons 
pu observer que de tr6s faibles variations pour  un seuil 
variant entre 0,5 • 10 -a  et 10 -3. Ce r6sultat rend 
pleinement 16gitime, en raison de l'in6galit6 (23), 
l 'usage de la borne (20) moins pr6cise mais beaucoup 
moins cofiteuse ~t calculer que l '6valuation exacte 
proposde en II.4.1. 

III.3. L'indisponibilit~ d'une liaison. 

Le temps durant  lequel une liaison particuli6re 
est indisponible se d6duit de la signature du syst6me 
par int6gration de la loi statistique des param6tres 
du modale (loi relative au bond et/~ la p6riode consi- 
d6r6e) sur le domaine que d61imite la signature. 
Rummler a propos6 une technique de calcul approch6e 
qui n'utilise qu 'une  partie de l ' information contenue 
dans la signature (la courbe limite lorsque A - M  tend 
vers - -  Go [18]). Si cette proc6dure se justifie tout /~ 
fait lorsque la signature doit atre exp6rimentalement 
mesur6e, elle nous paralt  pr6senter un moindre int6rat 
dans le cas ofa cette signature peut ~tre calcul6e 
compl6tement sans difficult& 

En ce qui concerne la comparaison des syst6mes, 
lorsque deux signatures d61imitent deux domaines 
dont  l 'un contient l 'autre,  il est possible d'affirmer 
que l 'un des deux syst6mes se comporte mieux que 
l 'autre, quel que soit le canal hertzien qu'ils 6quipent. 
Au contraire, si ces deux signatures se recoupent, 
en g6n6ral, selon le bond hertzien consid6r6, l 'un ou 
l 'autre des syst6mes pourra  s'av6rer le meilleur. 

C'est pourquoi nous pr6sentons dans la suite, les 
signatures des syst6mes analys6s, avec 6galement les 
performances calcul6es sur un bond particulier. 

A cette fin, nous avons utilis6 des donn6es de 
l'exp6rience de propagation en air clair et mdt6orologie 
(PACEM), relev6es durant  1'6t6 1982, sur un bond 
hertzien de 36 km reliant Marcheville et Viabon [19]. 
L'int6gration de la loi statistique a 6t6 r6alis6e par 
une m6thode de Monte-Carlo,  les jeux de param6tres 
6rant d6duits des fonctions de transfert exp6rimentale- 
ment mesur6es et mod61is6es. Plus pr6cis6ment la 
proc6dure a consist6 /t tirer al6atoirement dans la 
base de donn6es un certain hombre de triplets de 
param6tres (a, b, fo), et ~t d6terminer, apr6s inter- 
polation entre les points calcul6s de la signature, 
si chaque triplet es t / t  l ' int6rieur de la r6gion de fonc- 
tionnement d6grad6. Ainsi est determin6 le temps 
durant lequel la probabilit6 d 'erreur  limite de 10 -3 
est d6pass6, comme por t ion du temps durant lequel 
les 6vanouissements se produisent  (taux d'indisponibi- 
lit6 relatif). 

III.4. Les syst6mes et modulations analys6es. 

Les modulations coh6rentes entrant ici en consid6ra- 
tion sont la modulat ion par  d6placement de phase/ t  
8 6tats (MDP-8), les modulations d'amplitude sur 
deux porteuses en quadrature  ~ 16, 32 et 64 6tats 
(MAQ-16, MAQ-32 et MAQ-64), et des modulations /1 
8, 16, 32 et 64 6tats dont  les constellations r6partissent 
les 6tats aux centres d 'hexagones formant  un pavage 
r6gulier (HEX-8, 16, 32 et 64). Les fgures 3, 4 et 5 
pr6sentent les constellations retenues parmi les diverses 
possibilit6s offertes par  ce maillage. 

La distance minimale s6parant les 6tats d 'une cons- 
tellation constitue un 616ment d6terminant en ce qui 

FIG. 3. - -  Constellation hexagonale h 8 6tats. 

Hexagonal constellation w#h 8 states. 

"t" �9 �9 

"l" 
FIG. 4. - -  Constellation hexagonale h 16 6tats. 

Hexagonal constellation with 16 states. 
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FIG. 5. - -  Constellations hexagonales & 32 (x)  et 64 (O) 6tats 

Hexagonal constellation with 32 ( x )  and 64 ( o )  states. 

concerne la probabilit6 d 'erreur.  De ce point de vue, 
les modulations hexagonales sont celles qui occupent 
le mieux l 'espace complexe. Pour  mieux chiffrer cet 
avantage, nous avons calcul6 les coefficients de 
compacit6 Cp, rappor t  de la puissance moyenne des 
symboles S, au carr6 de 8, moiti6 de la distance 
minimale entre deux signaux de la constellation 
(Tabl. I). 

C p  = S I 8  2.  

TABL. I. - -  Coefficients de compacit6 des modulations analys6es. 

Packinff coefficients o f  analysed modulations. 

Modulation Cp Modulation Cp 

MDP~ 6,83 

MAQ-16 10,0 

MAQ-32 23,1 

MAQ-64 42,0 

HEX-8 4,50 

HEX- 16 9,00 

HEX-32 17,8 

HEX-64 35,3 

II est clair au regard de ce tableau, qu 'h nombre 
d'6tats 6gal, ce coefficient est meilleur pour  les modu- 
lations hexagonales que pour  les modulations plus 
classiques envisag6es. En pr6sence uniquement de 
bruit gaussien cet avantage se traduit  par de meilleures 
performances en probabilit6 d 'er reur  [4]. Mais cette 
am61ioration des performances reste faible au regard 
de l 'accroissement de complexit6 des 6quipements. 
Nous  examinerons si ces modulations pr6sentent une 
robustesse sensiblement meilleure face aux 6vanouis- 
sements s61ectifs. 

Relativement aux autres caract6ristiques des sys- 
tames examin6s, nous avons suppos6 que les filtres 
d'6mission et de r6ception r6alisaient un filtre 6qui- 
valent en cosinus sur61ev6 de coefficient de retomb6e 0,3 
v6rifiant donc le crit6re de Nyquist.  A la r6ception, 
nous avons consid6r6 que la phase r6cup6r6e annule 
la partie imaginaire de l '6chantillon central ho de la 
r6ponse impulsionnelle. L ' ins tant  de d6cision to est 
fourni par le dispositif classique qui extrait une raie 

l I T  du spectre de l 'enveloppe du signal re~u [7]. 

I I I . 5 .  L e s  r 6 s u l t a t s .  

Nous avons tout d ' abord  suppos6 que les diff6- 
rentes techniques de modulations 6quipaient un sys- 
t6me de transmission ~. 140 Mbit/s. La bande occup6e 
est en cons6quence moiti6 moindre pour  les modula- 
tions ~ 64 6tats que pour  celles b. 8 6tats. Le param~tre 
de la fonction mod61e a 6t6 lui uniform6ment fix6 
3,037 ns, afin de pouvoir  comparer  les signatures par  
observation directe. La fgure  6 pr6sente les diff6rentes 
signatures pour  chacune des modulat ions envisag6es 
et la figure 7 compare les performances sur le bond 
hertzien servant de r6f6rence. La premi6re observation, 
relativement ~. ces r6sultats, concerne les modulations 
hexagonales qui, h nombre d'6tats 6gal, se comportent  
toujours mieux que les modulat ions classiques, mais 
dans des proport ions relativement faibles. II semble 
donc qu 'en  mati6re de robustesse face aux 6vanouis- 
sements s61ectifs, tout comme en mati6re de r6sis- 

o o 

- - 6 O  - - 4 O  0 4 O  - - 8 O  - -  

0 0 

~ -Io 

8o ~ --4o o 4o 
o o 

-eo o 40 8o -Bo - ~  ; ~ 8o 

FIG. 6. - -  Signatures calcul6es de syst~mes de transmission 
b. 140 Mbit/s pour diff6rents types de modulation. De haut 
en bas les courbes correspondant aux valeurs respectives du 
paramEtre M - A  : 3 dB, 6dB, 10dB, 15dB, + oo (-r = 3,037 ns). 

Computed signatures o f  140 Mbi t / s  transmission systems. From 
top to bottom curves correspond to respective values o f  the para 
meter M - A  : 3dB, 6dB, lOdB, 15dB, + oo (v  = 3.037 ns). 

,~ 20 
20 RAft-e4 

20 80 40 20 80 40 
l~farge brute (riB) M~rs brute (d.B) 

FIG. 7 . -  Performances th6oriques sur le bond hertzien 
Marcheville-Viabon, de syst6mes /l 140 Mbit/s. 

Theoretical performances on the link Marcheville-Viabon o f  
140 Mbits /s  systems. 
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tance au bruit gaussien, les modulations hexagonales 
prdsentent plus un intdrat thdorique que pratique, 
leurs meilleures performances ne valant pas, pour  le 
moment,  l ' investissement technique que suppose leur 
raise en oeuvre. Ensuite remarquons que, dans une 
marne famille de modulation (HEX ou MAQ) l'accrois- 
sement de l'efficacit6 spectrale se paie par une ddgra- 
dation des performances. Typiquement,  une bande 
occupde moiti6 moindre l'est, au prix d 'un  doublement 
du temps d'indisponibilit& Comme indiqu6 en intro- 
duction, ce rdsultat n'dtait pas clair a priori ,  dans la 
mesure o/a la bande occupde par  les modulations 
de meilleure efficacit6 spectrale, se trouve rdduite. 
I1 faut enfin noter  une ~ anomalie )) : la modulation 
d 'ampli tude en quadrature 5. 16 dtats se comporte 
mieux que la modulat ion 5. ddplacement de phase 5. 
8 dtats, tout  en occupant moins de spectre. Cette 
caractdristique doit ~tre attribude 5. la mauvaise 
occupation du plan complexe par les constellations 
de cette derni~re modulation. 

Dans un deuxi6me temps, nous avons voulu observer 
le compor tement  de ces modulations 5. bande occupde 
constante. La bande de Nyquist  a dtd fixde 5. 46,7 MHz, 
de sorte qu 'aux  modulations 5. 8, 16, 32 et 64 6tats 
correspondent  des ddbits num6riques respectifs de 
140, 187, 234 et 280 Mbit/s. La figure 8 prdsente 
les signatures des syst~mes concernds et la figure 9 
donne les performances sur le bond tdmoin. I1 faut 

o o 

.~ , , , 

-xco - ; o  6 eb ~oo -xco ~ o eo xoo 

0 0 

.-~ -ao -3,2 

too Bo o ff~o too lOO ~ o Bo too 

o o 

| . . . .  t q  [ E , , , 

- l o o  - 5 0  o 50 loo  - lOO - 5 o  o 5o lOO 

FIG. 8. - -  S i g n a t u r e s  calculdes de sys t6mes  de  t r a n s m i s s i o n  
p o u r  diffdrents  t ypes  de m o d u l a t i o n .  B a n d e  de N y q u i s t  cons-  
t an te  : 46,8 M H z .  D e  h a u t  en  bas  les c o u r b e s  c o r r e s p o n d e n t  
a u x  v a l e u r s  respec t ives  du  p a r a m 6 t r e  M - A  : 3dB, 6dB,  10dB, 

15dB, -I- co ('r = 3,037 ns) .  

Computed signatures o f  transmission systems for  various modu- 
lation techniques. The Nyquist bandwidth is constant : 46.8 MHz.  
From top to bottom curves correspond to respectives vahtes o f  
theparameter M - A  : 3dB, 6dB, lOdB, 15dB, -1- oo ('r = 3.037 ns). 

?:0 Q-16 It~IX-16 

MDP-8 HNX-8 

20 30 40 ~0 30 40 

Mea-ge brute  (dB) Marge brute (riB) 

F~o. 9 . -  Performances thdoriques sur le bond hertzien 
Marcheville-Viabon, de syst6mes occupant la m~me largeur de 

bande (bande de Nyquist : 46,8 MHz). 

Theoretical performances on the link Mareheville-Viabon of  
systems using the same bandwidth : 
(Nyquist bandwidth : 46.8 MHz).  

noter la tr6s nette ddgradation des performances 
lorsque l'efficacit6 spectrale croR, puisqu'un double- 
ment du ddbit, 5. bande occupde constante, correspond 
typiquement 5. un quadruplement  du temps d' indispo- 
nibilit6. I1 faut en conclure une grande vulndrabilit6 
aux dvanouissements sdlectifs de ces syst6mes 5. bande 
large et haute efficacitd spectrale. 

IV. C O N C L U S I O N  

La technique d 'dvaluation de la probabilitd d 'er reur  
que nous avons ddcrite est tout  5. la fois assez souple 
pour  prendre en compte une grande vari6td de modu- 
lations cohdrentes et d 'un  coot  de calcul suffisamment 
rdduit pour  permettre  de mener de bout  en bout  de 
mani6re directe, l '6valuation des performances de 
syst6mes numdriques. Nous  souhaitons que cet outil 
trouve son utilitd dans l '6tude de l ' impact des dva- 
nouissements sdlectifs. I1 a 6t6 appliqu6 ici 5. l 'dtude 
de la relation entre l'efficacit6 spectrale et la robustesse 
face aux trajets multiples, des systames de transmission 
5. 140 Mbit/s. Pour  l'essentiel, notons tout  d ' abord  
que les modulat ions hexagonales envisagdes, d 'une  
raise en oeuvre plus complexe que les modulations 
classiques, conduisent  5. une amdlioration des per- 
formances qui n 'est  pas rdellement ddcisive. Remar-  
quons ensuite que, 5. ddbit numdrique constant, 
l 'accroissement de l'efficacitd spectrale se paie d 'une 
certaine ddgradation de la disponibilit6 des liaisons. 
Enfin, au-del5, de 140 Mbit/s, les modulations 5. haute 
efficacit6 spectrale semblent prdsenter une vulndrabilitd 
particuli6re aux 6vanouissements sdlectifs. 

Manuscr i t  r e f u l e  29 avril  1985, 
acceptd le 8 ju i l le t  1985. 
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