Chapitre VI : calcul intégral
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 EMBED Equation.3  [image: image2.wmf]
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1. Calculer les intégrales suivantes (on précisera éventuellement l'intervalle de validité) :

1°) 
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10°) 
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11°) 
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2.  Déterminer les primitives des fonctions suivantes. On précisera dans chaque cas l'intervalle.

1°) f(x) = ln(x) ;

2°) f(x) = x.e x ;
3°) f(x) = 
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4°) f(x) = tan(x) ;

5°) f(x) = cotan(x) ;
6°) f(x) = 
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3. 1°) Montrer que les intégrales I = 
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 2°) Calculer I + J et I ( J. En déduire I et J.

4. Application du changement de variable. Montrer:

-- si f est impaire et continue sur [(a, a], alors 
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-- si f est paire et continue sur [a, a], alors  
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-- si f est périodique de période T est continue sur R, alors 
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Calculer : 
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5. Etudier rapidement f : x ( x + 1 + ex ; préciser les branches infinies ; tracer Cf. Pour a> 0, calculer l'aire du domaine plan  Da = {M(x, y) ; 0 ( x ( a et x + 1 ( y ( f(x) }. Déterminer la limite de cette aire quand a tend vers +(.

6. Soit f définie sur R* par f(x) = 
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1°) Montrer que f est définie, continue et dérivable sur R*. 2°) Montrer que f est impaire.

3°) Calculer f '(x) pour x > 0. On écrira : f(x) = F(2x)  F(x) avec  F primitive de x ( 
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6. (escp 89)  Soit f définie sur R par : f(x) = 
[image: image32.wmf]ò

-

x

2

x

2

dt

)

t

exp(


1°) a) Etudier la  parité de f.

 b)  Déterminer le signe de f(x) suivant les valeurs de x.

 c) Montrer que f admet 0 pour limite en +( et (.

2°) a) Montrer que f est dérivable et que f '(x) = 2.exp(4x2)  exp(x2) .

 b) Etudier la variation de f. Préciser les points où f admet un extremum. 

 c) Calculer f "(x) et déterminer son signe.

 d) Construire Cf (on admettra que le maximum de f est sensiblement égal à 0,3).

Suites définies par une intégrale.

7. Soit In = 
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1°) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 1 : (2n + 1) In = 2n In1 .

2°) En déduire l'expression de In en fonction de n.

8. p et q étant deux nombres entiers positifs ou nuls, on pose : B(p, q) = 
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1°) Comparer B(p, q) et B(q, p).

2°) Etablir la relation : B(p, q) = 
[image: image35.wmf])

1

q

,

1

p

(

B

1

q

p

+

-

+

 (p ( 1).

3°) Calculer B(0, n) pour tout n appartenant à N ; en déduire B(p, q). 

9. Pour n entier naturel, on pose : In = 
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1°) Quelle est la signification géométrique de I0 ? En déduire la valeur de I0. 

2°) Calculer I1.

3°) Montrer que pour tout n  ( 2, on a : In = 
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 In2. En déduire la valeur de  In en fonction de n (on distinguera suivant la parité de n).

4°) Montrer que (In ) est une suite positive et décroissante et que cette suite converge vers 0.

5°) Montrer que n(n + 1)(n + 2) In In1 est indépendant de n et calculer sa valeur ; en déduire un équivalent simple de In  lorsque In tend vers +(.

10.   Soit In = 
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 , avec n appartenant à N.

1°) Montrer que la suite (In) est décroissante. En déduire qu'elle est convergente.

2°) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n  ( 2, on a : In = 
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3°) Après avoir calculé I0 et I1, en déduire I2p et I2p+1, p ( N.

4°) Montrer que pour tout p ( N, on a : 
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5°) En déduire la limite quand p tend vers +( de 
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  (formule de Wallis).

11.   On note, pour tout nombre réel a positif et pour tout entier naturel n : 



un(a) = 
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1°) Calculer u0(a).

2°) Convergence de la suite ( un(a) )n(N . Soit a > 0 donné.


a) Montrer que pour tout n dans N : 0 ( un(a) ( 
[image: image43.wmf]1

n

)

a

exp(

+

.


b) Montrer que la suite ( un(a) ) est décroissante.


c) Déterminer la limite de un(a) quand n tend vers +(.

3°) Forme explicite de un(a).


a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n dans N : 




a.un+1(a) = 1 +  (n+1).un(a).


b) Montrer par récurrence sur n que pour tout n dans N :




un(a) = 
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12.  (essec math 3 2001) On étudie dans cet exercice la suite (Sn) définie pour n ( 1 par :
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A cet effet, on introduit pour tout réel t tel que 0 ( t ( (/2 :
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1°) convergence de la suite (Jk/Ik).

a) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre réel t tel que 0 (t ( (/2 : 
[image: image47.wmf])
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b) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre entier k tel que k ( 0 : 
[image: image48.wmf]).
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c) Exprimer Ik+1 en fonction de Ik en intégrant par parties Ik+1 (on pourra poser u'(t) =cos(t) et v(t) = cos2k+1(t) dans l'intégration par parties).

d) Déduire des résultats précédents que Jk/Ik tend vers 0 quand k tend vers +(.

2°) Convergence et limite de la suite (Sn).

a) Exprimer Ik en fonction de Jk et Jk(1, en intégrant deux fois par parties l'intégrale Ik (k ( 1).

b) En déduire la relation suivante pour k ( 1 :
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c) Calculer J0 et I0, puis déterminer la limite S de la suite (Sn).

d) Etablir l'inégalité suivante pour tout nombre entier k ( 2 :
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En déduire un encadrement de Sn+p  Sn pour n ( 1 et p (1, puis de S  Sn, et montrer que
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e) Ecrire un programme en PASCAL calculant et affichant une valeur approchée du nombre S à 10(6 près.

Extension de la notion d'intégrale.

13.   1°) Justifier l'existence de I = 
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 et calculer sa valeur. Mêmes questions pour 

J = 
[image: image55.wmf]ò

1

0

dx

)

x

ln(

, K = 
[image: image56.wmf]ò

¥

+

+

0

2

2

dx

)

1

x

(

x

.

2°) Intégrale de Dirichlet : Montrer que l'intégrale D =  
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 est convergente.

Indication : en 0 pas de problème, en +( faire une intégration par parties sur l'intervalle [a, X],puis X( +(. On ne demande pas de calculer sa valeur, qui est (/2. Sachant cela, montrer que l'intégrale F  =  
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 est convergente et calculer sa valeur.
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14.  Rappel: une fonction f majorée sur [a, b[ et croissante sur [a, b[ admet une limite finie en b (b étant un nombre réel > a ou +(). Faites un dessin pour vous en convaincre.

1°) Démontrer : (t ( [1, +([  1/(1 + t2) ( 1/t2. En déduire que la fonction : ( : [1, +([ ( R, définie par : x ( 
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 admet une limite finie en +(, puis que l'intégrale  I = 
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Quelle est la nature de l'intégrale 
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2°) Montrer que la fonction tan définit une bijection de ]( /2,  (/2 [ sur R. La réciproque de cette fonction est la fonction Arc tangente, notée Arctan. Etudier cette fonction : ensembles de départ et d'arrivée, continuité, sens de variations, limites. Tracer sa représentation graphique dans un repère orthonormé. Déterminer Arctan(0), Arctan(1).

Montrer que la fonction Arctan est dérivable et calculer sa dérivée.

En déduire la valeur de I.

3°)  Soit n un entier naturel. Etablir successivement:



( y ( 1   
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( x ( R  
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Déduire de ce dernier résultat la belle formule :





( = 4.(1  1/3 + 1/5 1/7 + . . .)

et un algorithme rédigé en turbo-pascal qui calcule une valeur approchée de ( à une précision donnée près.  

15.  Autour de la fonction x (  exp(x2 ). Introduction à la loi normale.

      1°) Etudier f : x ( exp(x2). Déterminer les points d'inflexion de Cf. Tracer Cf .

2°) Montrer que f est de classe C(  sur R et que pour tout entier naturel n il existe Pn polynôme de degré n tel que  ( x ( R    f (n)(x) = Pn(x).exp(x2).

3°) Soit F(x) = 
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. Montrer que F est croissante sur R. Montrer que pour tout t ( 1 :

exp(t2) ( exp(t). En déduire que F est majorée sur R. 

Montrer que les intégrales :  
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4°) On admet que 
[image: image70.wmf]ò

+¥

-

0

2

dt

)

t

exp(

= 
[image: image71.wmf]2

p

. Calculer  
[image: image72.wmf]ò

+¥

¥

-

-

dt

)

t

exp(

2

. 

Calculer  
[image: image73.wmf]ò

+¥

¥

-

-

dt

)

2

/

t

exp(

2

 (changement de variable y = 
[image: image74.wmf]2

t

) , 




[image: image75.wmf]ò

¥

+

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

s

-

-

0

2

2

dt

2

)

m

t

(

exp


(changement de variable).

5°) Soit G(x) = 
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6°) Montrer que l'intégrale  
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est convergente et calculer sa valeur, à l'aide d'une intégration par parties.

Le résultat "établi" au 4 ) : 
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EST A CONNAITRE.

Comparaison d'une série et d'une intégrale

16.  La série de terme général 
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 est divergente : démonstration par comparaison avec une intégrale généralisée. Démontrer successivement :
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En déduire le résultat annoncé. Illustration graphique.

17.  Série de Bertrand. 1°) Montrer que l'intégrale 
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2°) En vous inspirant de l'exercice précédent, montrer que la série de terme général 
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18.  (isg 89 ) Pour n entier naturel non nul on définit la suite (Sn) par :




Sn = 1 + . 
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1°) Justifier pour k entier naturel non nul l'encadrement : 
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2°) En déduire l'encadrement :
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3°) que peut-on dire de la suite (Sn) ?

4°) A l'aide d'encadrements analogues, montrer que la suite (Tn) définie par :




Tn = 1 + 
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est convergente.

Sommes de Riemann

19.  Calculer les limites quand n tend vers +( des sommes suivantes :
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20.  (esg 94 2e épreuve.) Soit k un entier naturel non nul et soit la suite (Un)n(N*  définie par :


( n ( N*        Un = 
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1°) Déterminer la limite de cette suite pour k = 1,  k =2,  puis k = 3.


2°) Pour k quelconque > 0 déterminer la limite de la suite (Un).

21.  Soit n un entier ( 2 et un = 
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1°) ( k ( [[1, n1]]
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2°) un  (  
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4°) limn(+( (un) = 1.
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 EMBED Equation.3  [image: image103.wmf]n
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22.  Pour n ( N on note un  = 
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1°) Montrer que pour tout k appartenant à [[0, n1]] :
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2°) En déduire un encadrement de un et la limite de un quand n tend vers +(.

3°) Retrouver cette limite en calculant un en fonction de n.

23.  Soit f la fonction définie pour tout x strictement positif par :




[image: image109.wmf]2

1

x

ln

2

x

)

x

(

f

2

-

-

=

 

1°)  Etudier les variations de f. montrer que c'est une fonction convexe. Donner sa représentation graphique.

2°) Déterminer une primitive de  la fonction f sur l'intervalle ]0, +([. En déduire que l'intégrale 
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 est convergente et calculer sa valeur.

3°)  Soit n un entier supérieur ou égal à 2. On pose : 
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a)  Etablir, pour tout entier j vérifiant 1 ( j ( n, les inégalités :
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b) en déduire l'encadrement :




[image: image113.wmf]ò

ò

+

÷

ø

ö

ç

è

æ

£

£

1

n

1

n

1

n

1

dx

)

x

(

f

n

1

f

n

1

S

dx

)

x

(

f


c) Montrer les inégalités :
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d) Montrer que la suite (Sn) est convergente et déterminer sa limite.

4°) On rappelle que pour tout entier naturel non nul n, on a l'égalité : 
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Exprimer, pour tout entier naturel non nul n, la somme 
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Annales E.S.C.L.

· escl 88  1°) Vérifier : ( x ( [0, +([ 0 ( ln(1 + x) ( x. En déduire la limite de quand l'entier n tend vers +( de 
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2°) Soit u la suite réelle définie par un =  
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+

1

0

n

n

dx

x

1

x

. Montrer que pour tout entier naturel n non nul  
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[image: image120.wmf]ò

+

-

1

0

n

dx

)

x

1

ln(

n

1

n

)

2

ln(

. (On pourra utiliser une intégration par parties.) 



En déduire la limite de un et celle de n.un quand n tend vers +(.

· escl 89 Soit I la suite de terme général In = 
[image: image121.wmf]ò
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1°)  a) Calculer I0 et I1.


b) Montrer que pour tout entier naturel n, In (
[image: image122.wmf]1
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. Etudier la convergence de la suite I.

2°) Calcul d'une valeur approchée de I15.


a) Montrer que ( n ( N   In+1 = (n + 1)In  1/e, et :



In = 
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b) En déduire que pour tout n dans N :
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c) Comment peut-on choisir p pour que 



0 ( I15  
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p

1

k

10

)!

k

15

(

1

e

!

15

-

=

<

+

å

 ?

En déduire là l'aide de la calculatrice une valeur approchée de I15 à 106  près.


c*) Ecrire en turbo-pascal un programme qui affiche une valeur de 
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· escl 90 Pour tout n dans N, on pose : 




In = 
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1°) Quelle est la dérivée de la fonction f : R ( R définie par f(x) = ln(x + 
[image: image129.wmf]2
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2°) Calculer I1.

3°) Montrer que pour tout n dans N,  0 ( In ( 
[image: image130.wmf]1
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 En déduire la limite de In quand n tend  vers +(. Montrer que Jn tend vers 0 quand n tend vers +(.

4°) Etablir à l'aide d'une intégration par parties :  In = 
[image: image131.wmf]n
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Quelle est la limite de nIn quand n tend vers +( ?

· escl 91 Pour tout entier n supérieur ou égal à 1 on pose :



In = 
[image: image132.wmf]ò
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1°) Etude de la suite (Jn)n(1.


a) Calculer J1.


b) Montrer que pour tout n supérieur ou égal à 1 0 ( Jn ( 1/(n+1).


c) Etudier la convergence de la suite (Jn)n(1.

2°) Etude de la suite (In)n(1.


a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour tout n supérieur ou égal à 1 :



In = 
[image: image134.wmf]2
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b) Etudier la convergence de la suite ( In)n(1.


c) Déterminer un équivalent de In quand n tend vers +(.

· escl 92   Soit f : ]1, +([ ( R l'application définie par : (x ( ]1, +([  f(x) = 
[image: image135.wmf])
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1°) Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

2°) Montrer que pour tout entier k tel que k ( 3 :   f(k) ( 
[image: image136.wmf]ò
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Pour tout n ( N tel que n ( 2 on note Sn = 
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3°) a) Montrer que pour tout n ( N tel que n ( 2 :    Sn  
[image: image138.wmf])
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 b) En déduire que pour tout n ( R tel que n ( 2 : 




ln( ln(n) )  ln( ln(2) ) ( Sn ( ln( ln(n) )  ln( ln(2) ) + 1/2ln(2) .


 c) Etablir : Sn  ~+( ln(ln(n)) .

Pour tout n ( N tel que n ( 2 on note :

 


un = Sn  ln( ln(n+1) ) et vn = Sn  ln( ln(n) ) .

4°) En utilisant le résultat de la question 2), montrer que les suites (un)n(2 et (vn)n(2 sont adjacentes. On note 
[image: image139.wmf]l

 leur limite commune.

5°) a) Montrer que pour tout n ( N tel que n ( 2 : 0 ( vn  
[image: image140.wmf])
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 b) En déduire une valeur approchée de ( à 102 prés.


 b*) Ecrire un programme en turbo-pascal qui utilise le résultat du a) pour calculer et afficher une valeur approchée de 
[image: image141.wmf]l

 à moins de e près, e étant un nombre réel > 0 fourni par l'utilisateur.

· escl 93  Pour tout entier naturel n on pose :



In = 
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-

-

1

0

n

2

dx

)

x

1

).(

x

exp(


et 
Jn = 
[image: image143.wmf]ò

-

-

1

0

n

2

dx

)

x

1

).(

x

exp(

.

x

.

1°) a) Former le tableau de variations de f : [0, 1] ( R, x ( x.exp(x2).

b) En déduire,  pour tout n de N : 0 (  Jn ( 
[image: image144.wmf])
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c) Etudier la convergence de la suite (Jn )n(N.

2°) A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout n de N :



In = 
[image: image145.wmf]1
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. En déduire la limite de In et celle de nIn quand n tend vers +(.

· escl 94 On pose pour tout entier naturel non nul n : In =
[image: image146.wmf]ò
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 , et I0 = e  1.

1°) a) Etablir, pour tout entier naturel n : In+1 = e  (n+1)In .

b) Montrer, pour tout entier naturel n : In ( 0.

c) Déduire des questions a) et b) que, pour tout entier naturel n : 0 ( In ( 
[image: image147.wmf]e
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d) Quelle est la limite de la suite (In)n(N ?

e) Montrer : In ~+( 
[image: image148.wmf]e
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2°) Soit a un réel différent de I0 ; on note (un)n(N la suite réelle définie par : 
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Montrer : 
[image: image150.wmf]+¥
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· escl 95  On définit la fonction f : [2,+([ ( R,  x ( 
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1°) Démontrer que pour tout réel x supérieur ou égal à 2 : 
[image: image152.wmf]1
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2°) Pour tout entier n supérieur ou égal à 2, on définit l'intégrale : 
[image: image153.wmf]ò
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a) Démontrer que : 
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b) On définit la fonction F : [2, +( [ ( R ,    x ( ln( x + 
[image: image155.wmf])
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. Calculer la dérivée de F, et en déduire une expression de In en fonction de n.

c) Déterminer la limite de In  ln(n) quand n tend vers +(.

3°) On définit, pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 2 : Sn = 
[image: image156.wmf]å
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a) Montrer que :  In+1 ( Sn ( In + 1/
[image: image157.wmf]3
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b) Trouver un équivalent simple de Sn quand n tend vers +(.

· escl 96  Pour tout entier naturel n on pose : In = 
[image: image158.wmf]ò
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1°) a) Montrer que, pour tout entier naturel n : 0 ( In ( 1/(n+1).


b) En déduire que la suite (In )n(N converge et donner sa limite.

2°) A l'aide d'une intégration par parties, établir, pour tout entier naturel n : 




In = 
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3°) a) En déduire pour tout entier naturel n :
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 EMBED Equation.3  [image: image161.wmf]

b) Trouver un équivalent simple de In  quand n tend vers +(.

· escl 98 1°) Soit x ( [1,1[. a) Montrer, pour tout n de N et tout t de [1, 1[ : 
[image: image162.wmf]å
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b) En déduire, pour tout n de N et tout t de [1, x] : 

[image: image163.wmf]x
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c) Etablir, pour tout n de N : 

[image: image164.wmf])

x

1

)(

2

n

(

1

1

k

x

)

x

1

ln(

n

0

k

1

k

-

+

£

+

-

-

-

å

=

+

 .

d) En déduire que la série 
[image: image165.wmf]å
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   [sic] converge et a pour somme (ln(1 ( x). En particulier, montrer  
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2°) Un joueur lance une pièce de monnaie équilibrée jusqu'à l'obtention du premier pile. S'il lui a fallu n lancers (n ( N*) pour obtenir ce pile, on lui fait alors tirer au hasard un billet de loterie parmi n billets dont un seul est gagnant. Quelle est la probabilité que ce joueur gagne ?

· escl 98 bis (sujet de secours) Soit f la fonction réelle définie sur R par f(x) = 
[image: image167.wmf]1

x

1

4

+


1.  Vérifier que f est paire et étudier les variations de f.

2.  Montrer que, pour tout réel x, l'intégrale 
[image: image168.wmf]ò
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On définit la fonction réelle F sur R par F(x) =
[image: image169.wmf]ò
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3.a. Etudier le signe de F. 


b. Etudier la parité de F.

4. a.  Montrer, pour tout réel x strictement positif   
[image: image170.wmf]1
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b. En déduire les limites de F en ( et +(.

5. a.Vérifier, pour tout réel x : (1  14x4)F'(x) ( 0.


b. Dresser le tableau des variations de F sur [0, +([ .

On admettra qu'une valeur approchée de 141/4 est 0,52 et qu'une valeur approchée du maximum de F sur [0, +([ f est 0,37.


c. Tracer la courbe représentative de F dans un repère orthonormé (unité 5 cm).

6. a. Montrer, pour tout réel x strictement positif :
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b.. En déduire que F(x) est équivalent à 
[image: image175.wmf]3
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7. a. Montrer : (n ( N  (t ( 0     
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b. En déduire que, pour tout réel x de ]0, 
[image: image177.wmf]2
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 converge.


c. Montrer, pour tout réel x de ]0, 1/2[ :


F(x) =
[image: image179.wmf]å
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· escl 99  Pour tout entier naturel n, on pose : wn = 
[image: image180.wmf]ò
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1. Calculer w0 et w1.

2. Montrer que la suite (wn)n(N est décroissante.

3. Montrer, pour tout entier naturel n : wn ( 0. En déduire que la suite (wn)n(N est convergente.

4. Soit n ( N. A l’aide d’une intégration par parties, montrer : wn+2 = (n+1) 
[image: image181.wmf]ò
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 wn+2 = 
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5. Montrer pour tout entier naturel n, en utilisant 2. Et 4. : 0 < 
[image: image183.wmf]2
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wn+1 ~ n(+( wn.

6. Montrer, en utilisant 4. , que la suite (un)n(N de terme général un = (n + 1)wnwn+1 est constante. En déduire : 

wn ~ n(+( 
[image: image184.wmf]n
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(   escl 2000  (également étude de fonctions) On considère la fonction f : ]1;+([( R définie , pour tout x de ]1;+([, par : 
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1. a. Montrer que f est continue sur ]1;+([ .

    b. Montrer que f est de classe C1 sur ]1, 0[ et sur ]0, +([
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Pour tout réel x de 
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, calculer f '(x) .

    c. Montrer que f '(x) tend vers 
[image: image188.wmf]2
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    d. En déduire que f est de classe C1 sur 
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2. Montrer : 
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En déduire les variations de f . On précisera les limites de f en 1 et en +( .

3. Montrer que , pour tout x de l'intervalle ] 1/2, +([, l'intégrale 
[image: image191.wmf]ò
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4. On considère la fonction F définie, pour tout x de ]1/2, +([, par : 


[image: image192.wmf]ò
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a. Montrer que F est dérivable sur ]1/2; +([et que F est croissante .


b. Montrer : 
[image: image193.wmf])
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c. En déduire que F(x) tend vers +( quand x tend vers +( .


d. Montrer que l'intégrale 
[image: image194.wmf]ò
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 est convergente .

En déduire que la fonction F admet une limite finie en
[image: image195.wmf]2
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 . On ne cherchera pas à calculer cette limite .

(   escl 2001, extrait ; cf chap VII. 


1°) pour tout entier naturel n, on considère la fonction fn : R ( R définie par :



(t ( R,    fn(t) = 
[image: image196.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

>

-

0

 

 t 

si

  

          

0

0

 

 t 

si

!

n

t

e

n

t


a) Soit n ( N. Montrer que limt(+( t2 fn(t) = 0. En déduire que l'intégrale 
[image: image197.wmf]ò
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b) Montrer : (n ( N*, (X ( [0 ; +([, 
[image: image198.wmf]dt
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c) En déduire : (n ( N , 
[image: image199.wmf]ò
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( escl 2002 On considère, pour tout n ( N*, la fonction polynomiale Pn : [0 ; +([ ( R définie, pour tout x appartenant à [0 ; +([, par :
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I. Etude des fonctions polynomiales Pn
1°)   Montrer, pour tout n (N* et tout x ( [0 ; +([ : 
[image: image201.wmf]1
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où Pn désigne la dérivée de Pn.

2°) Etudier, pour n ( N*, les variations de Pn sur [0 ; +([ et dresser le tableau de variations de Pn.

3°) Montrer, pour tout n ( N* : Pn(l) < 0.

4°) a) 
Vérifier, pour tout n ( N* et tout x ( [0 ; +([ :
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b) En déduire, pour tout n ( N* : Pn(2) ( 0.

5°) Montrer que, pour tout n ( N*, l'équation Pn(x) = 0, d'inconnue x ( [1 ; +([, admet une solution et une seule, notée xn, et que 1 < xn ( 2.

6°) Ecrire un programme en langage Pascal qui calcule et affiche une valeur approchée décimale de x2  à 10(3 près.

II. Limite de la suite (xn)n(N*. 1°) Etablir, pour tout n ( N* et tout x (  [0 ; +([ : 
[image: image203.wmf]ò
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2°) En déduire, pour tout n ( N* : 
[image: image204.wmf]ò
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3°) Démontrer, pour tout n (N* et tout t ( [1 ; +([ : t2n ( 1 ( n(t2 ( 1).

4°) En déduire, pour tout n ( N* : 
[image: image205.wmf]2
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, puis : 
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5°) Conclure quant à la convergence et à la limite de la suite (xn)n(N*.
Annales E.S.C.

· esc 97 Soit n un entier naturel non nul. On pose : In = 
[image: image207.wmf]ò
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1. Calculer I1.

2.  a) Etudier le sens de variation de la suite (In)n(1.


b) Montrer que la suite (In)n(1  est convergente.


c) Montrer que, pour tout x ( [1,e] : ln(x) ( x/e.


d) En déduire

[image: image208.wmf]+¥
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3. a) Montrer que, pour tout entier naturel n non nul : In+1 = 
[image: image209.wmf]n
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b) En déduire 
[image: image210.wmf]+¥
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· esc 98  Soit In = 
[image: image211.wmf]ò
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1. Calculer I0.

2.  (a)  Montrer que In ( 0 pour tout n ( N.


(b)  Etablir que la suite (In)n(N est décroissante.


(c) En déduire que la suite (In)n(N est convergente.
[image: image212.wmf]
3.  (a) Justifier l'inégalité : xn ln(1 + x) ( xn pour tout x ( [0, 1].


(b) En déduire que pour tout n ( N : In ( 1/(n+1)


(c) Calculer 
[image: image213.wmf]+¥
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4.  (a) En utilisant une intégration par parties, montrer que In = 
[image: image214.wmf]ò
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(b) Montrer que 0 ( 
[image: image215.wmf]ò

+

£

+

+

1

0

1

n

2

n

1

dx

x

1

x

  et en déduire un encadrement de In.


(c) En déduire : 
[image: image216.wmf]+¥
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· esc 99 : voir chapitre VIII

( 
esc 2001, extrait. cf chap VIII


1°) On pose pour tout entier naturel n non nul l'intégrale : 
[image: image217.wmf]ò
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a) Calculer pour A ( 1 l'intégrale 
[image: image218.wmf]ò
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 et en déduire que I1 est divergente.

b) Montrer grâce à une intégration par parties que pour tout entier naturel n ( 2, l'intégrale In converge et vaut 
[image: image219.wmf]2
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c) Etudier les variations de la fonction f définie sur [2 ; +([ par 
[image: image220.wmf]2
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 et donner sa limite en +(. (On donne 
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d) En déduire grâce à I2 que 
[image: image222.wmf]å
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 converge (on ne cherchera pas à calculer cette série).

(     esc 2002 On considère, pour n entier naturel non nul, la fonction fn définie sur IR *+  par :
fn (x) = 
[image: image223.wmf]2
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  pour tout réel x strictement positif.


On définit également sur IR *+  la fonction h par : h(x) = 
[image: image224.wmf]2
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  pour tout x strictement positif.


1°) Montrer que les fonctions fn et h sont continues sur IR *+  et étudier leur signe.


2°) a) Montrer que l’intégrale impropre 
[image: image225.wmf]ò
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 est convergente et déterminer sa valeur.
b) Montrer que l’intégrale impropre 
[image: image226.wmf]ò
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 est convergente.
Dans toute la suite de l’exercice on note alors K l’intégrale impropre : K = 
[image: image227.wmf]ò
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3°) a) Montrer, grâce au changement de variable u = 
[image: image228.wmf]x
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 que K = 
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b) En déduire que l’intégrale impropre 
[image: image230.wmf]ò

+¥

0

.

)

(

dx

x

h

 converge et est égale à 2K.


c) En déduire également que l’intégrale impropre 
[image: image231.wmf]ò
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4°) a) Montrer que pour tout réel x strictement positif, | fn (x)| ( | h(x)|.


En déduire la convergence de l’intégrale 
[image: image232.wmf]ò
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b) Montrer que pour tout réel x strictement positif, h(x) – fn (x) = 
[image: image233.wmf]2
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c) En déduire successivement : 



0 ( 
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d) Montrer que 
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Annales EDHEC

· edhec 93  Pour n appartenant à N, on pose : In = 
[image: image239.wmf]ò
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1°) a) Montrer que pour tout n dans N 0 ( In  ( 1 /(n+1) .

     b) En déduire que la suite (In ) converge vers 0.

2°) Calculer Io et I1.

3°) Trouver une relation de récurrence entre In et In2 pour tout n supérieur ou égal à 2.

4°) Démontrer par récurrence : ( p ( 1




I2p = (1)p 
[image: image240.wmf]å
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· edhec 95 : voir chapitre IV, suites et séries

· edhec 96, exercice 1  On considère la suite (dn) définie par 



d0 = 1, d1 = 0  et ( n ( N* dn+1 = n(dn + dn1).

1°)  a. Calculer d2, d3, d4, d5.


b. Montrer que : ( n ( N dn ( N : dn+1 = (n + 1)dn + (1)n+1

2°) On considère, pour tout entier naturel n, l'intégrale In = 
[image: image241.wmf]ò
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a. Calculer I0, puis exprimer, pour tout entier naturel n, In+1 en fonction de In.


b. En déduire que : ( n ( N  e.dn = n! (1 + (1)nIn).


c. Montrer alors que :  ( n ( N  , 
[image: image242.wmf]1
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d. Vérifier que cette dernière inégalité détermine parfaitement dn pour n ( 2, puis retrouver la valeur de d5 obtenue à la deuxième question et calculer d10. On donne 
[image: image243.wmf]15
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 à 5.103 près.

· edhec 96, exercice 3  (également étude de fonction)

 1°) Montrer que pour tout t > 0 : ln(1+t) > t/(1+t).

 2°) Soit f la fonction définie pour tout réel x par : f(x) = ex .1n(1+ex ).


a) Pour tout réel x, calculer f ' (x) et en déduire les variations de f.


b) Calculer 
[image: image245.wmf]+¥
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f(x) et 
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3°)  a) Pour tout réel x,  vérifier que : f(x) = 1  f '(x)  ex /(1+ex ) En déduire, en fonction de f, une primitive F de f sur R.


b) Montrer que l'intégrale 
[image: image247.wmf]ò
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f(x)dx est convergente et donner sa valeur. 

4°) Soit a un réel et g la fonction définie par : g(x) = 0 si x < 0 et g(x) = a.f(x) si x  ( 0. Déterminer a pour que g puisse être considérée comme densité d'une variable aléatoire X.

· edhec 98 (extrait du problème ; voir chapitre VIII  )

On considère la fonction définie pour tout x ( 0 par f(x) = 1  e x . 

1°) a. Dresser le tableau de variation de f.


 b. Montrer que : ( x ( R  f(x) ( x, l'égalité ayant lieu seulement pour x = 0.

2°) a. Montrer que, pour tout entier naturel n et pour tout réel x :



ex =
[image: image248.wmf]å
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b.. En écrivant l'égalité précédente pour n = 2, puis pour n = 3, montrer que :



( x ( R+
[image: image249.wmf]2
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· edhec 99 : voir chapitre VIII. Rien en 2000, guère plus en 2001, voir chapitre VIII.
· edhec 2002 On note f la fonction définie sur R+ par : 
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1°) a. Vérifier que f est continue sur R+.

b. Etudier le signe de f(x).

2°) Montrer que l'on définit bien une fonction F sur R+ en posant :


[image: image251.wmf]ò
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3°) Pour tout x de R+, on pose : g(x) = F(x) ( x.

a. Montrer que g est dérivable sur R+ et que, pour x > 0, on peut écrire g'(x) sous la forme


[image: image252.wmf]2
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b. Etudier les variations de h, puis en déduire son signe (on donne 
[image: image253.wmf]48
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c. En déduire le signe de g(x).

4°) On définit la suite (un) par la donnée de son premier terme u0 = 1 et la relation de récurrence, valable pour tout n de N : un+1 = F(un).

a.  Etablir par récurrence que : (n ( N, un+1 ( [0, 1].

b. Montrer, en utilisant le résultat de la troisième question, que (un) est décroissante.

c. En déduire que la suite(un) converge et donner limn(+( (un).

( edhec 2003 On note  f   la fonction définie, pour tout réel x strictement positif, par :  f (x) = 
[image: image254.wmf]2
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1) a.  Pour tout entier naturel n supérieur ou égal à 1, montrer que l’intégrale  In = 
[image: image255.wmf]ò
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 est convergente et exprimer In en fonction de n.

    b.  En déduire que  In 
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2) Montrer que la série de terme général  un =  f (n) est convergente.

3) a.  Établir que : (k( IN *,  f ( k + 1) ( 
[image: image257.wmf]ò
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    b.  En sommant soigneusement cette dernière inégalité, montrer que : 
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4) Déduire des questions précédentes un équivalent simple de 


Annales ECRICOME

· ecricome 91 Pour n appartenant à N on pose : u(n) = 
[image: image261.wmf]ò
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1°) Calculer u(1).

2°) Montrer que la suite (u(n))n(N est croissante et convergente.

3°) Montrer que pour tout X appartenant à [0, 1]n,  on a : 1  X ( 
[image: image262.wmf]3
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 ( 1  X/3.

Interpréter graphiquement.

4°) En déduire un encadrement de u(n) et la limite de u(n) quand n tend vers +(.

· ecricome  92 On définit la suite u par un = 
[image: image263.wmf]ò
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1°) a) Rappeler la valeur de la dérivée de la fonction tangente sur ]
[image: image264.wmf][
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b) Calculer alors u0.
2°) Montrer que la suite u est décroissante.

3°) Montrer que quel que soit n dans N : un+1 + un = 
[image: image265.wmf]3
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4°) En déduire que pour tout n dans N : 
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puis donner un équivalent simple de un lorsque n tend vers +(.

5°) On pose Sn  = 
[image: image267.wmf]å
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a) Montrer que pour tout n dans N : Sn = 
[image: image268.wmf]n
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b) En déduire la limite de Sn et un équivalent de Sn  (/4 lorsque n tend vers +(.

· Ecricome 93 Soit x un réel strictement positif. On pose pour tout entier naturel n :


Sn(x) = 
[image: image269.wmf]å
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On se propose d'étudier la limite S(x) de la somme Sn(x) lorsque n tend vers +(.

1°) Pour tout entier naturel p on pose : fp(t) = 
[image: image270.wmf]ï
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et I p(x) = 
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2°) Montrer que pour tout réel t ( [0, 1] , on a : 
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1

t

)

1

(

t

)

1

(

t

1

1

1

n

1

n

n

0

k

k

k

+

-

+

-

=

+

+

+

=

å

.

3°) Déduire de ce qui précède que l'on a : 
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4°) Démontrer que l'on a pour tout entier naturel n : 0 ( 
[image: image274.wmf]ò
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5°) Conclure que l'on a : S(x) = 
[image: image275.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image276.wmf]ò
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6°) Etude du cas particulier où x  = 1/2 .

a) En utilisant le changement de variable u = t1/2 , calculer S(1/2). (Indication :  u2 = 1 + u2 ( 1.)

(On rappelle que 
[image: image277.wmf]ò
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b) En déduire que l'on a :        
[image: image278.wmf]4
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· D'après ecricome OG 93     1°) Soit f la fonction définie sur ]0,1] par  : f(x) =
[image: image279.wmf]

 EMBED Equation.3  [image: image280.wmf]x
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Montrer que f est continue, décroissante, positive ou nulle sur ]0, 1]. f est-elle prolongeable par continuité en 0 ?

2°) Pour n entier naturel supérieur ou égal à 2, on pose : Sn = 
[image: image281.wmf]÷
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a) Pour k ( [[2, n]], montrer : 
[image: image282.wmf]ò
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b) Pour k ( [[1, n1]], montrer :
[image: image283.wmf]ò
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c) Déduire du a) et du b) : 
[image: image284.wmf]ò
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3°) a) Soit a > 0. A l'aide d'une intégration par parties, calculer l'intégrale 
[image: image285.wmf]ò
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[image: image286.wmf]ò
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est convergente et calculer sa valeur.

b) Quelle est la limite quand n tend vers +( de 
[image: image287.wmf]÷
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c) Déduire alors du 2 )c) la limite de Sn quand n tend vers +(.

4°) Ecrire en turbo-pascal un programme qui :

--- déclare la fonction f ;

--- utilise cette fonction pour calculer et afficher la valeur de Sn, n étant un entier naturel supérieur ou égal à 2 fourni par l'utilisateur.

5°) Déduire du 3 )c) la limite de Pn = 
[image: image288.wmf]Õ
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· ecricome 97 ( est un réel strictement positif. Pour tout n ( N, on pose : un(() = 
[image: image289.wmf]Õ
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1.. Étude de la convergence de la suite (un(())n(N.

a. Montrer que la suite (un(())n(N)) est monotone et convergente. Que peut-on en déduire pour la série de terme général (un(()  un+1(()) ?

On note ((() la limite de la suite  (un(())n(N
b. On suppose que ((() est non nulle. Démontrer : un(() un+1(() ~n(+( 
[image: image290.wmf]n
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c. Déduire de ce qui précède que ((() = 0.

2. Dans cette question : ( ( ]0, 1].

a. Montrer que :   ( n ( N   un(() ( 
[image: image291.wmf]a
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b. Quelle est la nature de la série de terme général un(() ?

3. 0n pose, pour tout entier naturel n : In = 
[image: image292.wmf](
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a. Étudier la convergence de l'intégrale généralisée In(() et calculer I0(().

b. Soit un réel x strictement positif. Intégrer par parties : 
[image: image293.wmf](
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, et en déduire une relation simple entre In(() et In1((+1), pour tout n entier naturel non nul.

c. En déduire que : ( n ( N   In(() = un(().

4. On suppose désormais que ( > 1.

a. Montrer que, pour tout N entier naturel : 
[image: image294.wmf]å
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b. En déduire que la série de terme général un(a) est convergente, et donner en fonction de ( la valeur de 
[image: image295.wmf]å
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· ecricome 98 (extrait ; voir chap VII) 1°) Soit g l'application de ]0, +([ dans R définie par :

x ( g(x) = ln
[image: image296.wmf]x
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a) Montrer que g est dérivable sur ]0, +([ et expliciter sa dérivée.

b) Dresser le tableau de variation de g avec ses éventuelles limites aux bornes.

2°) Soit f l'application de R dans R définie par x ( f(x) = ex ln(1 + ex).

A l'aide d'un changement de variable, montrer que pour tout réel x positif, on a :


[image: image297.wmf]ò
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 = g(ex) + 2 ln(2).

( ecricome 99 (extrait ; voir chapitre VII) On rappelle que l’intégrale généralisée 
[image: image298.wmf]ò
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. Soit ( un réel strictement positif ; si x est un élément de R+, on pose : 

I(x) = 
[image: image300.wmf]ò
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    et    J(x) = 
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1°) a) A l’aide d’un changement de variable, exprimer, pour tout élément x de R+, J(x) en fonction de I(
[image: image302.wmf]a

x
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1°) b) A l’aide d’une intégration par parties, montrer que, pour tout élément x de R+ :



I(x) =
[image: image303.wmf]ò

-

x

0

u

du

e

2

  x 
[image: image304.wmf]2

x

e

-

.

1°) c) En déduire que l’intégrale généralisée  
[image: image305.wmf](
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( ecricome 2002 On considère la famille de fonctions (fn)n(N* définies sur ](1, +([ par 



fn(x) = xn ln(1 + x).

1. Etude des fonctions fn.

Soit n ( N*, on note hn la fonction définie sur ](1, +([ par 
[image: image307.wmf].
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1. Etudier le sens de variation des fonctions hn.

2. Calculer hn(0), puis en déduire le signe de hn.

3. Etude du cas particulier n = 1.


a. Après avoir justifié la dérivabilité de f1 sur ](1, +([, exprimer f1'(x) en fonction de h1(x).


b. En déduire les variations de la fonction f1 sur 1(1, +([.

4. Soit n ( N* \ {1}.


a. Justifier la dérivabilité de fn sur ](1, +([ et exprimer fn'(x) en fonction de hn(x).


b. En déduire les variations de fn sur ](1, +([. (On distinguera les cas n pair et n impair). On précisera les limites aux bornes sans étudier les branches infinies.

2. Etude d'une suite.

On considère la suite (Un)n(N* définie par : 
[image: image308.wmf]ò
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2.1. Calcul de U1.

1. Prouver l'existence de trois réels a, b, c tels que : 
[image: image309.wmf].
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2. En déduire la valeur de l'intégrale 
[image: image310.wmf]ò
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3. Montrer que U1 = 1/4.

2.2. Convergence de la suite (Un)n(N*.

1. Montrer que la suite (Un)n(N* est monotone.

2. Justifier la convergence de la suite (Un)n(N* (on ne demande pas sa limite).

3. Démontrer que : (n (N*  
[image: image311.wmf]1
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4. En déduire la limite de la suite (Un)n(N*.

2.3. Calcul de Un pour n ( 2.

Pour x ( [0, 1] et n ( N* on pose  Sn(x) = 1 ( x + x2 + ... + ((1)nxn = 
[image: image312.wmf]å
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1. Montrer que 
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2. En déduire que  
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3. En utilisant une intégration par parties dans le calcul de Un, montrer que :


[image: image315.wmf]ú

û

ù

ê

ë

é

÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

+

-

+

+

+

-

+

+

-

-

+

-

+

+

=

1

n

)

1

(

1

k

)

1

(

2

1

1

2

ln

1

n

)

1

(

1

n

2

ln

U

n

k

n

n

K

K


Annales ISC-ESLSCA

· eslsca 93 On pose : f(x) =
[image: image316.wmf]ò
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    et :   g(x) = 
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 EMBED Equation.3  [image: image318.wmf].

1°) Montrer que ces intégrales ont un sens lorsque x est un nombre réel strictement positif et 
      différent de 1.

2°) Déterminer explicitement la fonction g.

3°) a) Montrer que la fonction f est dérivable sur son domaine de définition et déterminer 
           sa fonction dérivée f.

      b) Que vaut 
[image: image319.wmf]1

x

lim
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f '(x) ?

      c) Déterminer les limites de f en 0 et en +(.

4°) a) Déterminer 
[image: image320.wmf]1

x

lim

®

[f(x)  g(x)], et en déduire 
[image: image321.wmf]1

x
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®

f(x).

      b) Montrer que f ainsi prolongée est dérivable en 1.

5°) Soit (C) la courbe représentative de f dans le plan rapporté à un repère orthonormé.   
      Déterminer l'allure de la branche infinie de (C) et enfin donner l'allure de (C).

· eslsca 95 1°) Pour tout réel x > 1 et pour tout entier naturel n, on pose : 

                                                  In(x) = 
[image: image322.wmf]ò
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    a) Montrer, à l'aide d'une intégration par parties, que, pour tout entier n et tout réel x > 1, on a :    

                                                  In+1(x) = In(x) + 
[image: image323.wmf]1
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.

    b) Calculer I0(x), en déduire I1(x), puis I2(x).

2°) Prouver par récurrence que, pour tout réel x > 1,et pour tout entier n > 0 :

              ln(1+x) = x  
[image: image324.wmf]+
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[image: image325.wmf]ò
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(Remarque : ces deux questions prouvent en fait la formule de Taylor avec reste intégral dans un cas particulier ; celle-ci étant dorénavant au programme, entraînez--vous  à l'appliquer pour obtenir directement le 2°).)

3°) Pour x compris entre 0 et 1, on considère la suite un(x) définie par : 

                                                         un(x) = 
[image: image326.wmf]ò
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Montrer que pour tout entier n de N: (un(x)( ( 
[image: image327.wmf]1
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, en déduire la limite de la suite (un(x) ).

4°) Pour x compris entre 0 et 1, on considère la suite ( vn(x) ) définie pour n > 0 par :

                    vn(x) = x  
[image: image328.wmf]n
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     Montrer que la suite ( vn(x) ) converge et déterminer sa limite.

· eslsca 96 (également étude de fonction)

Partie 1. Pour n dans N et x dans R* on pose : fn(x) = xn e1/x  = xn  exp(l/x). (exp désignant la fonction exponentielle de base e).

l) Montrer que la restriction de fn à ]0, +([ peut être prolongée par continuité en 0. Ce 
    prolongement est-il dérivable ?

2) Déterminer les limites éventuelles de fn en (, +( et en 0 par valeurs inférieures.

3) Etudier, suivant les valeurs de n les variations de fn. En désignant par (Cn) la courbe 
     représentative de fn dans le plan rapporté à un repère orthonormé, préciser les positions 
     relatives de (Cn) et (Cn+1). Tracer dans le même repère (Co), (C1 ),(C2), (C3).

.Partie 2. Pour n dans N, on pose : In =
[image: image329.wmf]ò
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 l) Montrer que pour tout n dans N, In est bien défini. Etudier la monotonie de la suite (In ).

2) A l'aide d'un encadrement simple, montrer que la suite (In) est convergente et déterminer 
     sa limite.

3) Pour n dans N, déterminer une relation entre In et In1. En déduire un équivalent simple   
    de In  lorsque n tend vers +(.

· eslsca 98  m et n étant deux entiers naturels quelconques, on pose : Im,n = 
[image: image330.wmf]ò
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1°) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que pour m ( 1, on a :  Im,n = 
[image: image331.wmf]1

n
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Im1,n+1.

2°) Calculer I0,m+n et en déduire la valeur de Im,n pour tout couple d'entiers naturels m et n.

3°)  a) Calculer, pour tout entier naturel n, In,n.

       b) Montrer que l'on a : ( n ( N  In,n ( 1/4n.

4°) Calculer la valeur de Jm,n = 
[image: image332.wmf]ò

p

+

+

2

/

0

1

n

2

1

m

2

du

)]

u

.[sin(

)]

u

[cos(

.

· eslsca 99   On considère la fonction f définie sur R+ par 
[image: image333.wmf]î
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       On pose, pour n entier naturel non nul , In =
[image: image334.wmf](
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1. a) Montrer que, pour tout entier naturel non nul, l'intégrale In est bien définie.

     b) Calculer I1. (On pourra, pour ( > 0, effectuer une intégration par parties dans l'intégrale      
     
[image: image335.wmf]ò

e

1

dx

)

x

(

f

, puis faire tendre ( vers 0.) 

2. On pose, pour h et k entiers naturels non nuls, Jh,k = 
[image: image336.wmf]ò
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 et Jh,0 = 
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             a) A l'aide d'une intégration par parties, montrer que, pour h ( 1 et k ( 1, on a :

      Jh,k = 
[image: image338.wmf]1
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            b) Calculer Jh,0. En déduire la valeur de Jh,k.

            c) Calculer In.
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