Application au traitement du signal
radar

Dans les chapitres précédents, nous nous sommes consacré a l'aspect modélisation et nous
avons étendu le modele classique de chaines de Markov cachées a bruit indépendant a différents
modeles prenant en compte diverses propriétés du signal. La validation des résultats a été faite
au travers d’expérimentations et les modeles étaient utilisés pour obtenir des segmentations
d’image et de signaux. Dans ce chapitre, nous allons voir comment la segmentation peut étre
utilisée, comme résumé du signal, par une autre application : celle de la détection de cibles
dans les signaux radar. Le détecteur original que nous allons présenté utilise les propriétés
statistiques du signal recu; plus exactement, il compare le signal recu d’une distance et d'un
angle de visée donnés aux signaux provenant du voisinage. Ce détecteur devra connaitre les
propriétés statistiques du voisinage, I'intérét de la segmentation sera alors d’obtenir des voisi-
nages homogenes. Nous commencons a rappeler dans ce chapitre les principes du traitement
du signal radar.

6.1 Prérequis en traitement du signal radar

Un radar est constitué de deux antennes, une antenne émettrice et une antenne réceptrice.
Des signaux regus par cette derniere, on peut déterminer trois attribus : 'azimut, la distance
et la vitesse du milieu réflechissant. Dans le cas d’antennes tournantes, ’azimut correspond
a la direction de pointage du radar. Quant a la distance et a la vitesse, des traitements
supplémentaires que nous détaillerons, sont nécessaires pour les déterminer. D’autres détails
techniques du radar, tels que la formation de faisceaux pour les radars a antennes fixes, sont

présentés dans [28| [72], 90].

6.1.1 Radar a impulsions

Un radar a impulsions émet des impulsions ayant, chacune, une certaine durée 7. Le train
d’impulsions est émis pendant une durée appelée “durée de cohérence”, qui sera notée Tiyy,.
Le temps écoulé entre deux impulsions, appelé “période” ou durée de récurrence, sera noté
Troc-
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Trcc

Tcoh

Fi1G. 6.1 — Schéma d’émission d'un radar a impulsions

Dans le cas du radar a impulsion classique, I'impulsion est portée par un signal sinusoidal
de fréquence fy appelée fréquence porteuse. Ainsi, le signal émis complexe S, en fonction du
temps est donné par :

Teoh

Trec

S.(t) = su(t) exp i fot), ot so(t) = 4 1 st t€ | Ko, ke + 7]
k=0
0 sinon.

Chaque signal émis réfléchit sur un certain milieu situé a une distance D du radar et de
vitesse radiale v par rapport au radar qui sera de signe positif lorsque le milieu se rapproche
du radar. On notera que ce milieu peut posséder plusieurs composantes cinétiques; c’est le cas
notamment si le milieu est un fluide. De part 1’éloignement au radar, il s’ensuit un décalage
en temps entre le signal émis et le signal recu. Si t; est 'instant d’émission du signal, le signal
réfléchi correspondant sera recu a U'instant ¢ = tg + At, ou :

ar=20.

C

¢ désignant la vitesse de la lumiere.

Le signal réfléchi subit également un décalage en fréquence du a la vitesse du milieu. Si fj est
la fréquence porteuse du signal émis, la fréquence porteuse du signal réfléchi est f = fo+ Af,
ou :

2v
Af - 77

A étant la longueur d’onde correspondant a la fréquence fy. Ce phénomene physique est appelé
“effet Doppler”.

Ainsi, le signal recu a U'instant ¢ sera la sommation de signaux émis a des instants antérieurs
et réfléchis sur des milieux plus ou moins éloignés du radar. La composante du signal recu
correspondante au signal émis a 'instant ¢, a pour expression :

Aexp(ip)se(to) exp (2im(fo + Af)E) + b(?),



6.1 Prérequis en traitement du signal radar 121

ou Aexp(ip) est un terme d’atténuation du au milieu réfléchissant et a la propagation de
I'onde et b(t) est un bruit additif, souvent supposé gaussien. Cette composante a été réfléchie

sur un milieu situé a une distance D = cat et se déplacant a une vitesse v = ﬂ

Du signal recu, nous avons besoin de connaitre la nature du milieu situé a l'instant D. Pour
cela, nous devons isoler la composante correspondante. Ceci se fait grace a un filtrage appelé
“filtrage adaptatif”. Notons S,(¢) le signal complexe re¢u a linstant ¢, il est montré dans

cAt
[72] que la contribution du signal réfléchi par le milieu situé a une distance D = — est
approximée par chacune des intégrales :
(k+1)Trcc _
Sr(At, k) = / Sp(u)Se(u — At, fo)du, (6.1)
kTrec

TCO , . 7
ou k € {O,..., b 1}. A k fixé, la fonction At — S, (At, k) est couramment appelée

“chirp”. Le calcul de toutes les intégrales S,(At, k) fournit un échantillonnage en temps du

signal recu provenant de la distance D. Nous 'appelerons “échantillon In-Phase Quadrature”
(IQ). Cet échantillon nous est utile pour déterminer le spectre de ce signal. Ce spectre appelé
“spectre Doppler”, nous permet ensuite de déterminer les composantes cinétiques du milieu.
Conformément au théoreme d’échantillonnage de Shannon, la largeur de bande du spectre
Doppler est égale a l'inverse du pas d’échantillonnage, ainsi toute fréquence située hors de

1 1
la band - —
@ bande |:f0 2Trec’ fO i 2T‘rec

spectre Doppler complexe est donné par :

} ne peut étre détectée. Soit (z1, ..., z,) 'échantillon 1Q), le

1

Vf € |- g ot g | Sl -

\/217T—m Z 2 exp (2imkTree(f — fo)), (6.2)
k=1

et la puissance spectrale Doppler correspondante par :

2

Vf e {fo— L,fﬁi} - 2# Z svexp (2imkTe(f — fo))| . (63)
k=

2TI‘CC 2TI‘CC

Les fréquences f pour lesquelles on détermine cette puissance seront appelées “fréquences
Doppler”.

Les radars utilisés pour les applications sont des radar a impulsions particuliers appelés “ra-
dar a compression d’impulsions”. Dans un radar a compression d’impulsion, chaque impulsion
émise est modulée en fréquence au lieu d’étre un simple signal sinusoidal. Les éléments phy-
siques vus précédemment restent applicables, cependant, le filtrage adaptatif pour un k fixé
produit un “chirp” qui décroit plus rapidement lorsqu’on s’éloigne de son maximum que dans
le cas du radar a impulsion classique. Il s’ensuit un gain en résolution distance. La figure
6.2] présente le filtrage adaptatif d’'une impulsion classique et d’une impulsion modulée en
fréquence. Dans cet exemple, on suppose que S,.(t) = S.(t — At), ce qui correspond a la condi-

ion i un uniqu I'PS T i itu i = —. us repr
tion idéale d’un unique corps réfléchissant situé a la distance D 5 Nous représentons

uniquement les parties réelles des chirps.
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F1G. 6.2 — Filtrage adaptatif de deux types d’impulsion.

6.1.2 Principe de la détection TFAC

Le filtrage adaptatif présenté précédemment nous permet de déterminer les puissances
regues en fonction de la distance, ainsi que la répartition de cette puissance dans le spectre
Doppler. Cependant, I'intérét premier d’un radar est de pouvoir détecter automatiquement
certains corps réfléchissant appelés “cibles”. Ces cibles sont des objets matériels tels que
des bateaux ou des étres humains, ils ont la propriété de réfiéchir plus le signal que le milieu
environnant. Nous présentons dans cette sous-section, la technique permettant de détecter au-
tomatiquement ces cibles. Celle-ci est basée sur les tests d’hypotheses et est appelée “détection
a Taux de Fausses Alarmes Constant” (TFAC). Notons (HO) I'hypothese “absence de cible” et
(H1) 'hypothese “présence de cible”. On appelera “case” le triplet (distance,azimut,fréquence
Doppler), le couple (distance,azimut) sera appelé case distance-azimut. La case pour laquelle
on cherche a déterminer la présence d'une cible sera appelée “case sous test”. Le signal recu
d’une case donnée est la quantité Sc(f) obtenue apres filtrage adaptatif et transformée de
Fourier pour un azimut, un At et une fréquence f donnés. Soit r sa partie réelle. Cette quan-
tité suit une certaine loi de probabilité qui differe selon qu’il y ait une cible ou non. Notons
p(r|HO0) la densité de probabilité de r en absence de cible et p(r|H1) sa densité de probabilité
en présence de cible. La probabilité de I’hypothese Hi conditionnellement a 1’observation r
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est calculée par la regle de Bayes :
p(Hilr) oc p(r|Hi)p(Hsi).
Nous décidons la présence d’'une cible si :

p(H1|r)
p(Eo) - b

ce qui est équivalent a :
p(r|H1) _ p(HO)
p(r|HO) = p(H1)

p(HO)
p(H1)

L’a priori A =

constante. Cette probabilité de fausses alarmes est égale a :

P, = HO)dr.
o= [, pOlHO

p(rlF0)

On définit également la probabilité de détection par :

Py = p(r|H1)dr.
o) >

est déterminé de facon a maintenir la probabilité de fausses alarmes

On remarque que plus A est petit et mieux on détecte mais plus on a de fausses alarmes. Il
nous faut donc trouver un compromis entre taux de fausses alarmes bas et taux de détection
élevé. La qualité d’un détecteur est mesuré par la probabilité de détection en fonction de la
probabilité de fausses alarmes. Dans la pratique, on exige un taux de fausses alarmes égal a

1079 et le taux de détection s’échelonne entre 0.5 et 0.9 selon les applications.

Examinons, pour illustrer, le cas ou le signal complexe recu en absence de cible suit une loi
normale complexe circulaire centrée de variance o2, hypothese faite dans la plupart des cas.
La quantité o est la puissance du signal regu en absence de cible. Sous cette condition, r

. . , , . g, ..
suit une loi normale réelle centrée de variance o? = éc. Ainsi :

— sous (HO) :

r =0,

ou b suit une loi normale réelle centrée et de variance o

— sous (H1) :
r=a-+b,

oula € RT. )

a
Le rapport SNR = 252 est appelé rapport signal sur bruit (SNR). Dans ce cas, la décision
o

“présence d'une cible” est équivalente a :

r o a
— > —log(A —.
o aOg()+20
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Par conséquent, pour une probabilité de fausses alarmes et un rapport signal sur bruit donnés,
on a :

log A = V2SNR¢ ™' (1 —Pg,) — SNR,

ou ¢ est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.
On montre alors que P4 est donné en fonction de Py, par :

Pd:1—¢<¢—1(1—19>fa)—m).

Dans la pratique, I’écart-type o est estimé a partir des signaux regus de cases ayant méme azi-
mut et méme fréquence Doppler et dont les distances sont voisines de celle de la case sous test.
On y estime également la moyenne m et on retranche au signal requ de la case sous test cette
Ir=m| >l o ot = glog()\) + 2i. Le
détecteur ainsi construit est optimal lorsque le bruit esta gaussien. Ainsi, les gourbes de pgrfor-
mances présentées dans la figure sont les meilleures que I'on puissent avoir. Cependant, on
remarque que pour un rapport signal sur bruit égal a 2 et une probabilité de fausses alarmes
égale & 1074, la probabilité de détection est inférieure a 0.1. Ainsi, méme dans des conditions
idéales, les performances de ce détecteur ne sont pas si bonnes. Cette remarque nous a motivé
a concevoir un détecteur TFAC original. Dans le détecteur que nous proposons, la détection
s’effectue directement sur les échantillons 1Q, ces derniers contenant toute la connaissance
disponible sur le spectre Doppler.

moyenne. On décide alors la présence d’une cible si

0 L L . L
-9 -8 -7 -6 -5 -4 -3 -2 -1 0
log10(Pp,)

Fic. 6.3 — Courbes de performance Py fonction de log,, Ps, pour différents rapport signal sur
bruit : 0.005, 0.02, 0.125, 0.5, 2 et 12.5 de bas en haut.
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6.2 Deétection a partir des données 1Q

Nous présentons dans cette section un détecteur TFAC original. Contrairement au détecteur
TFAC classique qui n’utilise uniquement l'intensité rétrodiffusée, celui-ci utilise tout un
échantillon IQ obtenu a une distance et un azimut donné. Pour définir notre détecteur,

nous nous inspirons de la détection TFAC classique. Le détecteur classique utilise la quantité
[r —m|

qui s’interprete comme une distance entre le signal r de la case sous test et la moyenne

m ges cases environnantes. Dans notre nouveau détecteur, nous définirons la distance entre
I’échantillon IQ observé et la moyenne des échantillons IQ) environnants. La notion de distance
entre échantillon IQ n’est pas triviale. En effet, la distance entre deux échantillons 1Q ayant
méme densité spectrale devra étre nulle. On supposera dans la suite que les échantillons 1Q
sont réalisations de processus gaussiens complexes circulaires stationnaires du second ordre
et dont la famille de covariance est sommable. Ainsi la densité spectrale est la transformée de
Fourier de la matrice de covariance de 1’échantillon 1Q). La distance entre deux échantillons
IQ sera donc définie comme la distance entre leur matrice de covariance respective. Il s’agira
donc d'une distance entre distributions de probabilité, qui, comme nous le verrons, n’est pas
euclidienne. Une fois la notion de distance définie, on définira la notion de moyenne d’une fa-
mille de matrices de covariance, nous verrons en particulier que la notion de moyenne dépend
de la distance que I'on a définie.

6.2.1 Distance entre distributions d’une méme famille paramétrique

Considérons une famille de densité de probabilité A = {y € Y — p(y;0) : 6 € ©} par rap-
port & une mesure de référence v sur V. L’ensemble des parametres © C RF sera supposé
ouvert non vide de R*. Nous allons détailler ici la construction de la distance entre deux
distributions p(.; 0;1) et p(.; 0s) telle qu’elle a été faite par C. R. Rao [3].

Tout d’abord, il est courant de considérer 'information de Kullback :

K010 = [ 10g (p(y; 91)) p(y; 0)dv (),

p(y; 02)

comme une “métrique” entre distributions. Cependant, celle-ci n’est pas symétrique. Afin de
définir la distance de Rao, considérons le développement limité de la fonction § — K (6, 0) au
voisinage de 6 :

K(6,0+ do) — %(d@)T[y(H)dQ +o([ldo]),

ou Iy (0) est la matrice d’information de Fisher. Ainsi, pour deux valeurs de parametres 6
et 6 + df suffisamment proches 'une de 'autre, a une constante pres, la distance entre les
distributions p(.; @) et p(.;0 + df) peut étre approximée par (df)T Iy (6)df. On remarque que
cette forme quadratique est symétrique et elle permet de définir la métrique différentielle :

dl = \/(d0)T Ty (0)d6, (6.4)

appelée “distance de Rao”. On remarquera en reprenant le raisonnement de la sous-section
[L2T1du chapitre [l que cette métrique est invariante par changement de paramétrage n = g(6)
et ne dépend donc que de I'espace fonctionnel A. L’élément dl sera interprété comme 1’élément



126 APPLICATION AU TRAITEMENT DU SIGNAL RADAR

de longueur de A. Consideérons une courbe de dimension 1 dans A d’extrémités p(.;6,) et
p(.;02), celle-ci est paramétrée par :

t e [tl,tg] — ’}/A(t) c A,

ot Ya(t;) = p(.;6;). A cette courbe, on peut lui faire correspondre une courbe § de © par
YA = @ o0 ou v est Papplication qui a # € © associe p(.;0). La longueur de cette courbe est
égale a :

Lo(61,02) Z/tz\/(9’(t))TIy(Q(t))(9’(t))dt- (6.5)

Toute courbe minimisant 'intégrale (6.0)) est appelée géodésique et la distance entre p(.;6;)
et p(.;0s) est par définition la longueur d’'une géodésique, elle est définie par :

D(61,6:) = min / OO0 0Dt (6.6)

On remarquera que nous avons utilisé 'information de Kullback entre deux distributions
afin de définir la métrique différentielle de Rao. Dans [9], il y figure différentes mesures de
divergence entre lois dont la différentielle seconde donne la méme métrique différentielle.

Expliquons maintenant le lien entre la métrique de Rao et les mesures de Jeffreys abordées
au chapitre[I] ceci peut justifier 'usage de la métrique de Rao plutot qu'une autre divergence
symétrique entre lois. Lorsque 'espace A est muni de 1’élément de longueur dl exprimé dans

%
le paramétrage © par (6.4]), I’élément vectoriel de longueur dl a pour expression :
dll del
ﬁ .

[ = : = (Iy(0)) :

NI

On en déduit alors que I’élément de volume de A a pour expression :

dr = v det Iy(@)d@l e d@k

On reconnait alors la mesure de Jeffreys. Plus exactement, choisir 6 selon une loi de Jeffreys
sur © est équivalent a choisir la fonctionnelle p(.; #) selon une loi uniforme sur A. On retrouve
ainsi le caractere non informatif de la loi uniforme. On remarquera d’ailleurs, si © est discret,
I’ensemble A 'est aussi et peut étre identifié a ©.

Nous allons calculer dans la section suivante la distance entre deux lois gaussiennes centrées
et circulaires. On définira la distance entre deux matrices de covariance comme la distance
entre les lois gaussiennes centrées circulaires correspondantes.

6.2.2 Distance entre lois normales complexes centrées circulaires

Considérons la famille des lois gaussiennes complexes circulaires centrées paramétrées par
la matrice de covariance Y. Dans la suite, cette famille sera confondue avec celle des matrices
hermitiennes définies positives. La densité de telles lois est :

1

(O —
Z€ ™ det X

exp (—ETZ_lz) .
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En utilisant le développement limité de I'information de Kullback, on montre que la forme
quadratique différentielle associée a la métrique de Rao est :

dI? = tr (X71dEE 1Y) .

Soient ¥ et ¥ deux matrices hermitiennes définies positives. Considérons une courbe
€ [0,1] — X(t) dans l'espace des parametres telle que $(0) = XM et ¥(1) = . La
longueur de cette courbe est donnée par :

/ R TS O @),

et la distance entre deux lois gaussiennes circulaires de covariances respectives (1) et 22 est
alors donnée par :

(=), £%) = min / N IORIODIODRIODION

Calculons cette distance. Pour cela, on effectue le changement de variable & = (S1)) 2 5(5M)~
ou X% = exp (alog(X)). La métrique différentielle s’écrit alors :

dI? = tr (i—ldii—ldi) ,

et donc D(ZMW, @) = D(Id, (M)~ 2 5@ (ZM)=2) et t — X(t) est une gbodésique entre L)
et ©® si et seulement si t — (XW)2X(¢)(ZM) "2 est une géodésique entre SV = Id et
2@ = (zM)-2 5@ (xM)-3,

Par le changement de variable Y = PAPT, ot A est diagonale a valeurs propres réelles
positives et P est une matrice orthogonale, on a de méme :

di? = tr (A" dAAT A

qui est indépendant de t — P(t). Soient \; les éléments diagonaux de A, valeurs propres de
(XM= 25(2M) "2 et 2; = log();). On a :

n 2 n
d? =Y (‘%) = Z;d:n?
i

i=1

La métrique différentielle correspond donc a une métrique euclidienne dans ’espace des lo-
garithmes des valeurs propres de A. On en déduit que la géodésique dans l'espace des va-
leurs propres est unique et donnée par ¢t — tlog(f;), ol les p; sont les valeurs propres de
(SW)=35@ (53,

La distance entre les matrices hermitiennes définies positives (1) et ¥.(?) est finalement donnée
par :

[NIES
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Cette distance entre matrices hermitiennes définies positives a été définie dans un contexte
différent par C. L. Siegel [I11], nous I'appelerons donc distance de Siegel. De I'expression de
la géodésique dans I'espace des logarithmes des valeurs propres, on en déduit que log(A(t)) =
tlog(A®) et donc A(t) = (A(2))t. Ainsi toute géodésique t — Y(t) a pour expression :

(4 = P(t)P(1)" (2<2>)t PP

On en déduit finalement que toute géodésique entre £ et X2 dans I'espace des matrices
hermitiennes définies positives a pour expression :

€ [0,1) = (SW)2 PP [(20) 30 (20) 5] P(1) P (20,

out € [0,1] — P(t) est une fonction différentiable & valeurs dans 'ensemble des matrices
1

orthogonales telle que les colonnes de P(1) soient les vecteurs propres de (2(1))_%2(2) (2M)=z,
Dans la suite, nous choisirons la géodésique telle que pour tout ¢, P(t) = P(1), ainsi son
expression est :

tel0,1] — ()3 [(2@)—%2(2)(2@))—% (23, (6.8)

6.2.3 Moyenne de matrices hermitiennes définies positives

Nous définissons la moyenne de matrices hermitiennes définies positives, également utile
dans notre détecteur TFAC. La moyenne dépend de la distance et est donnée par la définition
suivante :

Définition 6.2.1 (Moyenne de deux éléments d'une variété différentielle). Soit A un espace
métrique muni de la distance D. Une moyenne de deuz éléments f et g est I’élément m =
m(f,qg) d’une géodésique vérifiant :

D(f,m) = Dim. g) = 5D(f,4).

Si la géodésique est unique, la moyenne est unique. Dans le cas contraire, on doit se fixer
une géodésique pour définir la moyenne. Reprenons le cas des lois gaussiennes complexes
circulaires centrées qui est identifié a I’espace des matrices hermitiennes définies positives. La
moyenne de X et de X relative a la géodésique ([6.8)) est égale a :

— (x) [(xM)-3x@ (x0)-5]? (n1)3
M = (1) | (B1) 2R (B) 72 (BH).

Dans le cas monovarié, on retrouve la moyenne géométrique. Nous appelerons alors cette
moyenne “moyenne géométrique” de deux matrices hermitiennes définies positives.

Pour définir la moyenne de plusieurs éléments, nous généralisons la notion d’isobarycentre.
Il y a plusieurs manieres de généraliser la notion d’isobarycentre. La premiere est celle de D.
Petz [93] qui utilise la propriété suivante :

Proposition 6.2.1. Soient My, ..., M,, n points d’un espace vectoriel et soit G leur isobary-
centre. Notant G; l'isobarycentre des points (M;)iz;, alors G est également isobarycentre des
points G, ...,G,.
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Bien que I’ensemble des matrices hermitiennes définies positives ne soit pas un espace vectoriel,
il est possible d’étendre la définition de barycentre en utilisant cette propriété. Ainsi, il propose
la méthode récursive suivante pour le calcul de la moyenne de N + 1 matrices hermitiennes
définies positives 1), ... SV+D) .

1. soit My U'opérateur qui a N matrices hermitiennes définies positives associe sa moyenne ;

2. on construit la suite de polygone T}, suivante :
(a) To = (S0,..., SO+

(b) Ty = (GSJZI’ e Ggfﬁrl))’ ol Gfﬁl = My (Gg), L GYTY gty G&LNH)).

La suite des polygones T,, converge vers un singleton. La moyenne My, est alors définie
comme la limite de cette suite.

Cependant, dans la pratique nous ne calculerons pas la moyenne de cette maniere, I’algorithme
ainsi construit étant de complexité O(N!). T. Ando et R. Mathias [4] propose une autre
définition qui utilise ’associativité du barycentre et qui permet de calculer la moyenne pour
2™ matrices. Pour cela, si on sait calculer la moyenne de 2 matrices, la moyenne de 4 matrices
est définie comme la moyenne de la moyenne des 2 premieres et de la moyenne des 2 dernieres
et ainsi de suite. Cependant, la moyenne obtenue est différente de la précédente et ne généralise
pas convenablement la notion de barycentre.

Nous allons plutot utiliser la définition de H. Kércher [62]. Cette définition généralise la
propriété suivante :

— —
GM, + ...+ GMy =0, (6.9)

ou G est l'isobarycentre des points M, ..., My.
Considérons un espace muni d’une métrique différentielle. Un point G est un barycentre de
Karcher de N points M, ..., My s’il satisfait la relation :

Y dy(t)

- 1
7 0, (6.10)

t=0

k=1

ou v est la géodésique de G' a M.

Dans le cas de ’ensemble des matrices hermitiennes définies positives muni de la géodésique
définie par ([6.8), soit G 'isobarycentre des N matrices M ... XV)  la géodésique v, est
donnée par :

Ainsi :

dyi(t)
dt

— Glog (G—%z<k>G—%) Gt

t=0

On en déduit que la moyenne G de Kércher de XV ... SV) vérifie :

N
“zn®aG-3) = 0.
;log<G PALIE: ) 0

Cette moyenne peut se calculer récursivement de la maniere suivante [7] :
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1. initialisation de la suite G ;

1 N _1 _1 1
2. a partir de G,,,, on calcule G,, 11 = G exp (—EZ log (Gm2 E(k)an)) Gr,
k=1
avec —1 < e < 0.

La limite de cette suite est la moyenne de Kércher.

6.2.4 Principe du détecteur TFAC

Dans cette sous-section, nous décrivons notre détecteur TFAC. En chaque case distance-
azimut, nous observons des échantillons I1Q) qui sont des vecteurs complexes. Avant de tester la
présence de cible, nous commencons par estimer les matrices de covariances des échantillons.
L’estimation de ces matrices de covariance sera expliquée dans la section suivante. Une fois
ces matrices estimées, nous calculons les moyennes des matrices des cases environnantes, puis
nous calculons la distance de la matrice de la case sous test a cette moyenne. Le test s’écrit
alors :

Si D(M, Yiest) > A, nous décidons la présence d’une cible,

ou M est la moyenne, Y. la matrice de covariance sous test et A un seuil déterminé pour
maintenir le taux de fausses alarmes.

Ce détecteur TFAC pourra également utiliser une segmentation du signal obtenue a ’aide d’'un
modele de chaines de Markov cachées. La segmentation bayésienne apparait ainsi comme un
traitement en amont du signal. Une fois cette segmentation obtenue, on considerera unique-
ment les cases environnantes dans la méme classe que la case sous test, les échantillons 1Q
considérés pour le calcul de la moyenne auront alors des propriétés statistiques voisines.

La section suivante présente la segmentation bayésienne a partir des données observées qui
sont les échantillons 1Q). Ces derniers étant de grande taille (256 valeurs complexes), nous au-
rons besoin de réduire I'espace d’observation tout en conservant le maximum d’information.
La technique de réduction de I'espace d’observation est également présentée dans la section
suivante.

6.3 Segmentation et prétraitement des données radar

L’algorithme de Burg présenté dans la sous-section suivante permet de réduire ’espace
d’observation afin de pouvoir utiliser les modeles de chaines de Markov cachées pour la seg-
mentation des données radar. Les vecteurs complexes de taille réduite obtenus par 1’algorithme

de Burg seront ensuite utilisés pour I'estimation des matrices de covariance des échantillons
IQ par l'algorithme de Gohberg-Semencul [35].

6.3.1 Algorithme de Burg et estimation des covariances
Algorithme de Burg

Soit Y = (Y} )nez un processus centré et stationnaire du second ordre a valeurs dans
C de covariance complexe v(k) = E (YnYn_k). L’ensemble des variables aléatoires de carré
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intégrable est muni du produit scalaire (X, Z) = E (X Z), on notera ||.|| la norme associée.
On a:
p p
Y, = Y, + Za](gp)yn—k + _Za]gp)yn—k )
k=1 g k=1 g
Orthogonal a ‘};nfl, e Yy Proj(Yn\Yn\:l,...,Yn,p)
ou Proj(Y,|Yn-1,...,Yn_p) est la projection orthogonale de Y,, sur le sous-espace vectoriel
engendré par Y,,_1,...,Y,_,. Les coefficients al(f ) sont appelés coefficients auto-régressifs et

les coefficients p, = aép ) sont appelés coefficients d’auto-corrélation partielle ou coefficients

de réflexion. Ce sont les coefficients de réflexion estimés par l'algorithme de Burg que 1’'on
observera lors de la segmentation, la réalisation de Y correspond alors aux données I(Q) d’une
case distance-azimut.

Les coefficients de réflexion sont solutions de 1’équation matricielle de Yule-Walker suivante :

: . X : = — : . (6.11)
51 () a ()

Ces équations peuvent se résoudre par l'algorithme de Durbin-Levinson suivant :

1. initialisation :

er =" Yz = Proj(Ya|Y1)[* = 7(0) (1 — |m[*) ;

2. itération :

o y(p+1—k)

=
Il =
—

Y(p+1)+
(p+1)

py1 = Hp+1 = — '
€p

epr1 =" [[Vira = Proj(Ypsal Vi, Vo) I* = 6 (1 = lppa]*)

et pour k € {1,...,p},

a]gp-i-l) — ag’) + :up-i-ld;()]j,zl—k‘ (612)

Contrairement a l’algorithme de Durbin-Levinson, I'algorithme de Burg ne nécessite pas de
connaitre les covariances. De plus, ces dernieres seraient mal estimées a partir des échantillons
IQ, ceux-ci n’étant pas assez grands. Cependant, 1'algorithme de Burg ne calcule pas les
coefficients de réflexion de maniere exacte mais les estime par une méthode semblable a celle
des moindres carrés.
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Détaillons I'algorithme de Burg. Soit (y1,. ..,y ) un échantillon 1Q en une case distance-
azimut donnée. On définit les erreurs de filtrage (directes) et de lissage (rétrogrades) pour
1<p<M-—1par:

p
fp(n) = Yn — Proj(yn‘yn—la cee 7yn—p) =Yn+ Zaip)yn—ka
k=1

P
bp(n) = Yn—p — Proj(Un—pl¥n—pt+1, -+ Yn) = Yn—p + Zdl(cp)yn—p—i—k-
k=1

L’algorithme de Burg consiste a minimiser :

M

U = > [1H0 +[bp(n)]7] -
n=p+1
Pour p = 1, on doit chercher p; = agl) minimisant :

M
U =" lyn + i1y [* + [yn-1 + avnl’]

n=2

(1 est alors donné par :

M

Zyngn—l

n=2
= .
Z (|yn—l|2 + |yn|2)

n=2

(6.13)

p = —2

En utilisant la formule (6.12]), on montre que :

fori(n) = fo(n) + pps1by(n — 1),
bpr1(n) = by(n —1) + fps1fp(n),

ainsi fip41 doit minimiser :

M
ety = Z [|fp(n) + Hpr1bp(n — 1)|2 + [bp(n — 1) + ﬁp+1fp(n)|2] ’

n=p+2

il est alors donné par :

> fomby(n—1)

n=p+2
fip41 = —2——— : (6.14)

> ()P + lby(n = 1))

n=p+2

Ainsi I'algorithme de Burg fonctionne de la maniere suivante :
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1. initialisation :
— calcul de py en utilisant la formule (GI3]);
— calcul des erreurs de filtrage et de lissage pour n > 2 :
filn) = Yo+ yn-1,
bi(n) = Yn-1+ Yn ;
2. itération :
— calcul de f1,11 en utilisant (6.14]) ;

— calcul des erreurs de filtrage et de lissage pour n > p+ 2 :
fpr1(n) = fp(n) + pp1by(n — 1),
bpr1(n) = by(n —1) + fipi1fp(n) ;
3. estimation de la variance (0) puis calcul des erreurs de prédictions :
e = 70)(1—|ml),
p+1 = ©p (1 - ‘Np+1|2) )
4. caleul des a\P) par [EI2).

La variance v(0) correspond a la puissance regue de la case distance-azimut et les coefficients
de réflexion caractérisent la forme du spectre Doppler.

On peut montrer que si f,+1 = 0, alors pour tout k > p + 1, pp = 0, le processus Y est alors
un processus auto-régressif d’ordre p (AR(p)). Dans la pratique, on imposera un ordre p et
on considérera que pour k > p+ 1, up = 0. Dans ce cas, pour tout n > p, le processus Y
satisfait pour n > p :

Proj(Ya|Yo-1,....Ya—p) = Proj(Yo|(Yi)m<n—1),

et B, =Y, — Proj(Y,,|(Y;)m<n—1) est une séquence indépendante centrée et de variance ¢,
appelée bruit d’innovation. Comme :

p
By =Yy + Y al Y,
k=1

alors la densité spectrale de Y correspondant au spectre Doppler s’écrit :

VfElfo— ! , fo+ ! },S(f)ze—px ! 5. (6.15)

2irrec 2irrec L
1+ Za,(f) exp (20k7Trec(f — fo))
o

Dans la pratique, il se peut que 'ordre p imposé soit trop petit et que g,y ait une valeur
non négligeable. Ainsi, dans [6], il est proposé un algorithme de Burg régularisé de fagon a
imposer une décroissance rapide des p,. Dans cette nouvelle version de Burg, la quantité U (p)
a minimiser est remplacée par :

[N

1 2 2
E(p):U(p)_l_m [%/_ }A(”)()\)‘ d)\—l-%/_

TR

1 1
2 2
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ol 7 et v; sont deux coefficients de régularisation et

— 14+ Za 227rk)\

Le calcul des coefficients de réflexion s’effectue de maniere similaire et est détaillé dans [6].
Dans les expérimentations, nous prendrons p = 10, 79 = 0 et 7, = 10000.

Nous voyons ainsi que I'algorithme de Burg permet de transformer les vecteurs IQ de chaque
case distance-azimut en vecteurs complexes de taille réduite égale a p.

A partir des coefficients de réflexion, il est possible de calculer la famille de covariance grace
a I'algorithme de Gohberg-Semencul que nous présentons dans le paragraphe suivant.

Algorithme de Gohberg-Semencul

Nous présentons maintenant le calcul de la covariance (k) = E (Ynl_/n_k) a partir des

coefficients de réflexion (pu1, ..., 41,), de la puissance spectrale v(0), des erreurs de prédictions
(€1,...,€,1) et des coefficients auto-régressifs. Ce calcul s’effectue récursivement de la maniere
suivante :

1. initialisation :
(1) = —v(0)p1 ;

2. itération :
pour m <p—1:

yim+1) = — |emtmi1 + Za,im)v(m +1—k)
k=1

et pour m > p:
y(m+1) Za y(m+1—k).

La connaissance de (y(0),...,v(p)) suffit pour déterminer les coefficients auto-régressifs jus-
qu’a 'ordre p grace aux formules de Durbin-Levinson. Remarquant alors que pour m > p, le
calcul de y(m + 1) n’utilise uniquement les coefficients auto-régressifs jusqu’a I'ordre p, ainsi
la connaissance de (v(0),...,v(p)) suffit pour déterminer toute la covariance. Ainsi, dans les
expérimentations, lorsque l'on devra calculer les moyennes de matrices et la distance entre
matrices, nous n’utiliserons uniquement les matrices de covariance suivantes :
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6.3.2 Modeles CMC utilisés

Nous précisons ici le modele que nous allons utiliser pour la segmentation. En chaque
case distance-azimut (m,n), nous observons un vecteur de coefficients de réflexion p(™m =
(A pS™™)Y ainsi que la puissance (™) = ~(mm) (0). L’observation est donc la réalisation
(plmen) pmm)y o es dun champ aléatoire bi-dimensionnel indexé sur & = {1,..., Np} x
{1,...,Na}, ou Np est le nombre de distances et Ny le nombre d’azimuts considérés. Ce
processus est transformé en processus mono-dimensionnel de taille N = Np x N4 en utilisant

un parcours azimut par azimut. La réalisation du processus mono-dimensionnel est donc :
(D, P ED), (@D p @0y (N Ny (02 02y o ((NoNa) (VD Nady
On notera désormais (1™, (™) la n'*™ marginale de cette réalisation mono-dimensionnelle.
Cette réalisation est celle du processus observé que l'on notera Z = (u™,r(™) ., <n. Le
processus caché sera noté X = (X,,)1<,<n et chaque X,, prendra ses valeurs dans un ensemble

fini X = {wy,...,wk}. Le modele considéré est celui des chaines de Markov cachées a bruit
indépendant. La distribution de (X, Z) sera alors donnée par :

2

P(%;N,ZLN) Zl‘xl H In+1‘$n Zn+1|xn+l)-

Quant a la loi d’observation p(z,|z,), elle sera donnée par :

planlea) = p(r®z,) pr()uk ) p (arg (1) 20)

ot p(r™|z, = w;) est la distribution de I'inverse d'une loi gamma de parametres a; et b; :

1 1 1
p(r(")|xn =w,;) = - exp (——) , (6.16)

Ty v+ 1Py

D <) u,(fn)‘ |z, = wj) est la distribution d'une loi gamma de parametres «; et 3; et

D (arg (u,(fn)> |z, = wj) est la distribution d’une loi de Von Mises Fisher de parametre de
direction po ; et de concentration ;.

6.4 Expérimentations

Nous commencons cette section par comparer notre détecteur TFAC avec le détecteur
TFAC classique. Dans un second temps, nous utiliserons la segmentation obtenue par le
modele de chaines de Markov cachées dans notre algorithme de détection. Les données traitées
sont issues du radar HF Wera utilisé par la société Actimar (Brest) dans le cadre du PREI
Decimall en collaboration avec Thales et financé par la DGA. Ce radar a une résolution de 1
kilometres par case distance et nous disposons de 120 distances. La résolution en azimut est
de 0.02 radians et nous disposons de 32 azimuts consécutifs.
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6.4.1 Comparaison qualitative des deux détecteurs

Pour comparer les deux détecteurs, nous n’utiliserons pas de courbes (P, Pq), étant donné
que pour estimer la probabilité de détection pour une probabilité de fausses alarmes égale
a 1079, il faudrait plus de 1000000 cases distance-azimut et les algorithmes de détection ne
pourraient fonctionner a cause du manque de mémoire vive. On va plutot regarder le gain en
terme de distance pour les cases ol nous savons qu’il y a une cible. Pour les deux détecteurs,

nous calculerons les spectres complexes et la densité spectrale pour 512 fréquences consécutives

1 1

dans fo a 2Trec’ fo _l_ 2TI'GC .

Détaillons comment nous procédons pour les deux détecteurs.
— Cas du TFAC classique :

1. soit r(n, 0, k) le signal réel regu de la case de distance n € {1,...,120}, d’azimut
0 €{1,...,32} et de fréquence k € {1,...,512}. Calculer les moyennes m(n, 0, k)
et écart type o(n, 0, k) des signaux recus des cases, dites environnantes, de distance
ne{n->5....n—10} U{n+5,...,n+ 10}, d’azimut 0 et de fréquence k. Puis

|r(n,8,k) —m(n,0,k)|

calculer les distances o (n. 0.k ;

2. calculer, pour chaque case distance-azimut, la quantité

o |T(n7‘97 k) _m(nueu k))‘
Drrac(n,6) = max, (1,0, k)

Y

qui sera appelée par la suite “distance”. Le test de présence d'une cible s’écrit :
DTFAc(n,G) > Q.

— Cas du TFAC amélioré :

1. pour chaque case de distance n et d’azimut 6, calculer les moyennes des matrices de
covariance des échantillons IQ provenant des cases, dites environnantes, d’azimut
0 et de distance n’ € {n—5,...,n =10} U{n+5,...,n+ 10};

. . . Si | . . .
2. calculer ensuite la distance de Siegel D775+ (n, 0) de la matrice de covariance issue

de la case (n, 6, k) a la moyenne correspondante.

Afin de pouvoir comparer correctement les deux détecteurs, nous nous donnons une case de
référence de distance ng et d’azimut 6. Nous divisons ensuite chaque distance Drpac(n,6)
(resp. D3 (n,6)) par Drpac(no, o) (resp. DISEL (ng, 6y)). Nous choisissons pour case de
référence celle située a 57 kilometres du radar et ayant un azimut de 13.13° avec 'axe de visée
du radar. De la figure [6.6, nous voyons qu’en utilisant le détecteur classique, de nombreuses
valeurs atypiques apparaissent ce qui peut générer des fausses alarmes. Nous avons pu mettre
en évidence grace aux vérités terrain la présence de deux cibles, la premiere est située a une
distance de 54 kilometres et un azimut de —9.78° et la deuxieme est située a une distance
de 53 kilometres et un azimut de —67.08°. Les figures et représentent les distances de
Siegel et les distances obtenues par le détecteur TFAC classique apres normalisation pour les

azimuts —9.78° et —67.08°.
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(a) Six premieres composantes. (b) Quatres dernieéres
composantes.

F1G. 6.4 — Représentation des 120 x 32 coefficients de réflexion dans le plan complexe.

Distance en km

~36.43 —9./8 16.86 4.
Azimut en degres

F1G. 6.5 — Intensité rétrodiffusée en chaque case distance-azimut, l'intensité est mesurée en
décibels, soit 101log(y(0)) (labels des couleurs a droite des graphiques).

Distance en km
™~
=13
Distance en km

643" .60 475116, " -67.08 -38.43 -9.78 1886 4754 1616
Azimut en degres Azimut en degres

(a) TFAC classique. (b) Nouveau TFAC.

F1G. 6.6 — Cartes distance-azimut représentant les distances apres normalisation obtenues par
le détecteur TFAC classique et celles obtenues par le nouveau détecteur TFAC.
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(a) Détecteur TFAC classique. (b) Nouveau détecteur TFAC.

F1G. 6.7 — Comparaison de la détection pour 'azimut de —9.78°. A gauche, on représente les
distances obtenues par le TFAC classique fonction de la case distance et a droite les distances
de Siegel. Les résultats sont présentés apres normalisation.

Dans la figure [6.7, on voit que pour les deux types de détecteurs, les résultats sont similaires.
La cible est bien détectée dans les deux cas, car le rapport signal sur bruit est élevé.
Cependant, ce qui différencie un bon détecteur d’'un mauvais détecteur est qu’il parvient a
détecter pour des faibles rapports signal sur bruit.

N RSO U S - NS - - 1~ S~

U 20 30 40 50 60 /0 80 90 100110120 Y540 50070090100
Distance en km Distance en km

(a) Détecteur TFAC classique. (b) Nouveau détecteur TFAC.

F1G. 6.8 — Comparaison de la détection pour 'azimut de —67.08°.

Les résultats présentés dans la figure sont ceux relatifs a la deuxieme cible qui est plongée
dans un fort bruit ambiant. On peut constater une nette amélioration en utilisant le nouveau
détecteur. La distance obtenue passe de la valeur de 5.92 avec I'ancien détecteur a 11.38 avec
le nouveau détecteur. Ainsi, si on avait utilisé dans la détection un seuil de 10, le nouveau
détecteur aurait détecté alors que I'ancien n’aurait pas détecté la cible.
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6.4.2 Détection utilisant une segmentation bayésienne

Nous proposons d’utiliser une segmentation pour affiner la détection. Plus exactement,
lorsque l'on calculera la moyenne des matrices, nous n’utiliserons uniquement celles appar-
tenant a la meéme classe que la case sous test. Nous comparerons la détection en utilisant
notre nouveau détecteur sans segmentation et avec segmentation. Nous utiliserons le modele
de chaine de Markov cachée a bruit indépendant décrit dans la sous-section [6.3.21 La figure
présente la segmentation de la carte distance-azimut en 4 classes. La figure présente
I’appartenance des différents coefficients de réflexion a une classe. On peut alors remarquer
que les coefficients de réflexion de la classe “jaune” tendent rapidement vers 0 lorsque 'on se
rapproche de 'ordre p = 10. Ainsi, la classe “jaune” correspond a du bruit blanc. Pour finir,
nous avons représenté dans la figure les densités de lois gamma correspondant aux den-
sités estimées de l'inverse de la puissance pour chacune des classes. Nous y avons également
superposé les histogrammes de I'inverse de la puissance en ne considérant que les cases d’ap-
partenance a une méme classe. Ceci permet de mettre en évidence le bon comportement de
l’algorithme ICE utilisé pour 'estimation.

Distance en km

" Azimuten d'egres .

F1c. 6.9 — Segmentation de la carte distance-azimut.
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(a) Six premiéres composantes. (b) Quatre derniéres composantes.

F1G. 6.10 — Classification des différents coefficients de réflexion, la couleur “noire” correspond
a la classe brune sur la segmentation.

Fi1G. 6.11 — Comparaison des histogrammes des inverses des puissances pour chaque classe
avec les densités estimées (loi gamma).
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(a) Sans segmentation. (b) Avec segmentation.

Fi1G. 6.12 — Distances de Siegel sans et avec segmentation. Avec segmentation, la moyenne
est calculée pour les cases dans la méme classe que la case sous test.
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(a) Sans segmentation. (b) Avec segmentation.

F1G. 6.13 — Distance de Siegel sans et avec segmentation pour 'azimut —67.08°.
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De la figure on constate une amélioration du contraste autour de la cible située a 53
kilometres et —67.08°. La figure présente la distance de Siegel pour I'azimut de —67.08°
sans segmentation et avec segmentation. De cette derniere figure, on constate que 'apport de
la segmentation est important. D’une part, la distance de Siegel passe de 11.38 a 22.65 mais
d’autre part certains maximas certainement responsables de fausses alarmes sont atténués. La
segmentation permet ainsi de rendre plus robuste notre détecteur. Sans la segmentation, le
signal d'une des cases environnantes pourrait avoir un comportement statistique tres différent
des signaux des autres cases environnantes. La moyenne des matrices de covariance serait alors
non représentative de l'environnement de la case sous test et la détection en serait affectée.
La segmentation permet ainsi d’éliminer du calcul de la moyenne les cases pour lesquelles la
statistique du signal serait trop différente de celle de 'ambiance. Ainsi, lors de la détection,

on évite de comparer la statistique du signal sous test avec celle du signal provenant d’une
cible.

Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons vu comment la segmentation bayésienne pouvait étre utilisée
comme un pré-traitement des données par d’autres applications. L’application concernée dans
ce chapitre est celle de la détection de cible a partir d'un signal radar. Le détecteur que nous
avons implémenté utilise les propriétés statistiques du signal recu. Pour cela, nous avons défini
une distance entre lois de probabilité. Cette distance a été ensuite calculée dans le cas des lois
normales complexes centrées et circulaires. Parmi les perspectives a envisager, on peut étendre
la distance entre matrices de covariance a celle entre lois normales complexes circulaires non
centrées. On peut également envisagé le cas non gaussien en utilisant notamment les travaux
de M. Calvo et J. M. Oller [26] dans lesquels il généralise au cas de lois elliptiques. Le cas
des lois I' a également été traité dans 'article [I07] de F. Reverter et J. M. Oller. Parmi les
autres perspectives de ces travaux, on peut également prévoir I'extension du détecteur TFAC
médian classique, qui au lieu de calculer les moyennes des cases environnantes, calcule les
médianes des cases environnantes. Ce détecteur est alors plus robuste aux valeurs atypiques.
En effet, une valeur tres grande dans un échantillon ne modifie pas la médiane. Ainsi I'idée
serait d’étendre la notion de médiane pour des matrices hermitiennes définies positives en
utilisant une propriété de la médiane. Concernant le modele utilisé pour la segmentation,
on peut envisager l'utilisation de lois K [I7] pour l'intensité et l'utilisation de lois sur le
polydisque unité {,u eCr: | +...+ |,up|2 = 1} au lieu d'un produit de lois de Von Mises-
Fisher. L’introduction de la dépendance longue peut étre envisagée également lorsque les
données sont par exemple issues de radar de haute résolution, auquel cas cette dépendance
longue due a la structure du fouilli de mer (pseudo-périodicité due aux vagues) ne peut étre
négligée.



Conclusion et perspectives

Le contexte général de notre étude était I'estimation automatique, a partir des variables
observées Y = (Yj)ses, des réalisations des variables inobservées X = (Xj)ses. Le modele
classique par chaines de Markov cachées (CMC) est parmi les modeles les plus utilisés et
les plus efficaces pour accomplir une telle estimation lorsque le nombre de variables est trop
grand pour que l'on puisse utiliser la loi p(z,y) du couple (X,Y) dans toute sa généralité.
Cependant, ce modele a ses limites a cause de la simplicité de la loi p(y|z), qui modélise le
“bruit”. Ce qui le rend difficilement justifiable dans un certain nombre de situations réelles.
Les différentes contributions originales de notre mémoire concernent différentes extensions
du modele CMC. Ces différentes extensions s’appuient sur les modeles génériques que sont
les “chaines de Markov triplets” (CMT, [103]) et les “chaines triplets partiellement de Mar-
kov” (CTPM, [97]). Concernant les CMT, leur pouvoir modélisant a commencé a étre ex-
ploité récemment dans la these de P. Lanchantin [65]. En particulier, les CMT permettent de
modéliser les CMC non stationnaires. Nous avons proposé un certain nombre de modélisations
particulieres se rapportant a cette problématique. Nous avons montré que les modeles clas-
siques par chaines semi-markoviennes cachées (CSMC) sont des CMT particulieres. Dans
ce contexte, nous avons proposé une CSMC originale, autorisant des temps de calcul bien
moindres que ceux nécessaires a l'utilisation des CSMC classiques. Ensuite, les CSMC ont
été étendues au cas ou la chaine cachée n’est pas stationnaire. Enfin, en développant les
idées proposées dans la these de N. Brunel [21] 23], nous avons introduits dans les nouveaux
modeles les copules, ce qui autorise une grande richesse de la modélisation de la loi p(y|z).
Pour chacun des nouveaux modeles nous avons proposé une méthode adéquate d’estimation
des parametres, de type ICE, et I'intérét des segmentations bayésiennes non supervisées as-
sociées a été validé par des expérimentations informatiques.

Concernant les CTPM, leur potentiel modélisant a été décrit dans [97), 98] ; cependant, contrai-
rement aux CMT, poser le modele général ne conduit pas immédiatement aux méthodes ex-
ploitables. Afin de pouvoir traiter des bruits p(y|r) & mémoire longue, nous avons proposeé,
en collaboration avec P. Lanchantin, un modele particulier dans lequel la chaine cachée est
markovienne, et le bruit est gaussien. De telles “chaines de Markov cachées par du bruit a
mémoire longue” (CMC-ML) sont alors exploitables et permettent d’estimer la chaine cachée
par les méthodes bayésiennes classiques [66]. Nous avons ensuite étendu ces CMC-ML aux
modeles dans lesquels seule la copule reste gaussienne, les lois marginales du bruit pouvant
étre quelconques. Enfin, une extension non triviale du principe général de la méthode d’es-
timation des parametres ICE nous a permis de proposer des méthodes de segmentation non
supervisées, dont le bon comportement a été constaté par des expérimentations. Notons qu’il
y a plusieurs types de bruit a mémoire longue comme les processus FARIMA ou les bruits
gaussiens fractionnaires, et les modeles proposés sont utilisables des que I'on connait la forme
de la fonction de covariance. Nos modeles s’appliquent ainsi, de maniere automatique, dans
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différents problemes de détection de changements de régime dans des phénomenes aléatoires
a mémoire longue.

En guise de perspective, on peut envisager de généraliser les modeles considérés dans
cette these a des modeles de dépendance plus complexes tels que les arbres ou autres modeles
graphiques. De telles généralisations peuvent se faire facilement dans les arbres de Markov,
qui peuvent étre vus comme des chaines “hiérarchisées”. Notons également certains résultats
déja existant, concernant la non stationnarité ou l'utilisation des copules, dans le cadre des

champs de Markov [11}, 12, [13].



Annexe A

Fonctions eulériennes et fonctions de
Bessel

A.1 Fonctions eulériennes Gamma et Beta

Définition A.1.1 (Fonction Gamma et Beta). La fonction T' est définie sur Ct = {z € C:
Re(z) > 0} par :

I(z) = /O e exp(—t)dt. (A1)

La fonction 3 est définie sur CT2 par :

['(21)T(22)

5(21722) =

Propriétés 1. On a les propriétés suivantes :
1. Pour tout entiern >1,'(n) = (n— 1)l et T'(2) = (z = D)I'(z = 1).
2. On a la formule de Stirling pour tout z € C* :

[(2) ~t V21 (z — 1) 2e~ D),

3. Pour tous réelsa >0 et b >0, on a :
1
B(a,b) = / t7 N1 — ) dt,
0

4. On a propriété asymptotique :

nln?

P = i . ern)

5. ' se prolonge a une fonction méromorphe sur C dont les poles sont les éléments de 7~ .
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6. Le produit infini de cette fonction méromorphe est donné par :

rig = oot IL (1 ) e (-5).

k=1

n

1
oty = nETooZ P In(n) est la constante d’Euler.

7. On aT(2)I(1 —2) = , pour tout z € CT.

sin(7z)
8. Pour tout z € C*, la formule des compléments est donnée par :

()0 (z + %) ..T (z + nT_l) = (27)"2 n2 " T(nz).

F/
Corollaire A.1.1. La fonction “digamma” est définie sur C —Z~ par (z) = %, celle-ci
z
est développable en série de Laurent sur C — 7~ et :
1 o z
- - _ . A3

A.2 Fonctions de Bessel modifiées

Les deux fonctions de Bessel modifiées de premiere espece et de seconde espece constituent
une base de l'espace vectoriel des solutions d’une équation différentielle linéaire du second
ordre appelée “équation de Bessel modifiée”.

Définition A.2.1. Soitv € R, on appelle équation de Bessel modifiée l’équation différentielle :

22y +ay — (2* + %)y =0, (A.4)
ou y est une fonction de R dans R.
Une base de I’ensemble des solutions est donnée par les deux fonctions de Bessel modifiées :

Définition A.2.2. On appelle fonction de Bessel modifiée de premiére espéce notée I, ['unique
solution de (A7) telle que x7 "1, soit développable en série entiére et

1
lima ™1, (2) = —————.
limr L () 2T(v+1)

Celle-ci est donnée par le développement de Laurent :

S

2

L(w) = (%)V Zp!F(V Fp+1)

p=0

On appelle fonction de Bessel modifiée de seconde espéce (notée K, ) la fonction définie par :

De plus c’est l'unique solution de ’équation de Bessel modifiée telle que :
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94
. [MKV + [V} x¥ soit développable en série entiere.
T
. [2sin(7mv) v 2
_ 9161_)1(% [TK,,(:):) +Lj(x)} xr = ﬁ

Les deux propositions suivantes nous permettent d’écrire les fonctions de Bessel sous forme
intégrale :

Proposition A.2.1. Les deux fonctions de Bessel I, et K, s’écrivent sous les formes intégrales
suivantes :

L) = v « / " sin?() exp (x cos(6)) do, (A5)
2T (v + 1)/ sin®(0)dg 70
K,(x) = %/0 Oou"_l exp(—%(u + %))du = %/Rcosh(l/t) exp(—x cosht)dt. (A.6)

Preuve. Utiliser les caractérisations des fonctions de Bessel. O
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