MCours.com
Chapitre 3

Résultat d’existence pour (P)

On s’intéresse dans ce chapitre essentiellement a l'existence de solutions du probléme

(i) — au” (t) + bu'(t) + Op(u(t)) — OY(u(t)) > f(t), teR
(i1) u(t+T)=—u(t), teR,

(P)

oua>0,b+#0.
Tout au long de ce chapitre, on suppose que ¢ : H —| — 00, +00] est une fonction propre,

convexe, sci et paire sur H, telle que ¢(0) = 0 et pour tout L > 0 Pensemble
{z € dom (¢) : p(x) < L, ||z|| < L} est compact. (3.1)

¥ H —] — 00, +00] est propre, convexe, sci et paire. (3.2)

D(0¢) C D(0v) et pour tout r > 0 il existe des constantes k, € [0,1[, 1, > 0, et 6, € [0, 2],

telles que
1(09) ull® < Kel[(8) ul|* + 1 (" (u) + 1), ¥ u € D(Dp), |lull < 7. (3.3)

On note qu’une fois que ¢ est considérée paire, il s’en suit que 0 € dp(0), de sorte que ¢
atteint son minimum sur H au point 0. Par conséquent, il n’y a pas de perte de généralité

en supposant que ¢(0) = 0.

Définition 3.1. Si (2.1) et (3.1)-(3.3) ont lieu, alors on entend par une solution de (P)
toute fonction u dans W2 (R, H) (si a > 0) ou dans WL>(R,H) (sia = 0, b # 0)
satisfaisant u(t + T) = —u(t), t € R, u(t) € D(0p), p.p. t € R, telle que il existe
v,w e L2 (R, H) avec v(t) € Op(u(t)), w(t) € 0Y(u(t)) p.p. sur R, et —au”(t) + bu'(t) +

loc

v(t) —w(t) = f(t), p.p. t € R.
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Le résultat d’existence principal de ce chapitre est le suivant.

Théoréme 3.2. Soienta > 0, b # 0 et (3.1)-(3.3) ont lieu. Alors pour toute f satisfaisant
(2.1), le probléme (P) admet au moins une solution w, telle que la fonction t — @(u(t))

est localement absolument continue sur R.

L’idée principale de la démonstration du Théoréme 3.2 est de considérer le probléme

régularisé suivant

—au"(t) + bu' (t)+e||u(t) |u(t) + Op(u(t)) — Ova(u(t)) > f(t), teR.
(3.4)
uwt+T) =—u(t), teR,

ou g, A > 0. Aprés avoir établi I'existence de solutions de (3.4), des estimations a priori
sont obtenues, qui nous permettent de passer a la limite quand ¢ — 0 (avec A > 0 fixe),
ensuite faire tendre A vers 0. Cette démonstration est réalisée au moyen de plusieurs

Lemmes.

Lemme 3.3. Soit (3.1) satisfaite. Soit F : L*(I,H) — L*(I, H) définie par F [ = uy,

ot uy est l'unique solution de :

(i) — u;é(t) + bu’f(t) + 0p(us(t)) > f(t), tel (beR),
(3.5)
(i) up(T) = —ug(0), uj(T) = —u}(0).

Alors, pour tout v > 0, Uensemble {Ff : ||flla < r} est relativement compact dans

C(I,H). De plus F est séquentiellement continue de L2 (I, H) dans C(I, H).

Démonstration.
Soit 7 > 0, on note Brz(; 1)(0,7) la boule fermée de centre 0 et de rayon r dans L*(1, H).
I) Montrons que {uy, ||f|l2 < r} est relativement compact dans C(/, H).
e Montrons que pour tout ¢t € I, {us(t), f € Br2(;,u)(0,7)} est relativement com-
pact.
Il est clair que d’aprés Théoréme 2.2, .F est définie sur tout L*(I, H) a valeurs dans
W22(I, H).
a) Montrons que {dp(uf)} est bornée dans L*(I, H).
Soit || f[|2 < 7. On forme le produit scalaire (-, -) de (3.5)(i) avec (—u}) on obtient



ce qui équivaut a,

lapl = [ et = [ @ptus) g = [ (.-
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It (T — uu;mw?)
I, (O] - Hu'f<o>|12) (de (35)(ii) )

/N

=t NI —= N~ N = N

De (2.17) (avec A = 0yp), on a

T
| @etusto).uyaar <o
Alors,
T T
s = | 0=+ [ @ptug(o). o)
T
< / (F(8), —u(t))dt.
Par I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on trouve
a7l < [l fllolluf2-
Comme par hypothése ||f||2 < r, il en résulte que
[uflla < (I fll2 <7

Par conséquent,

[uflla < 7.
Comme (2.8) a lieu avec u; a la place u, alors on a
el 1.1y < T2l

De (3.6), on a
Il oy < T2
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b)

On pose ¢; = T2, alors on a
[l poe 2,00y < car. (3.7)
En utilisant (2.8) encore une fois, on trouve
gl oo,y < T2 -

On a
[uf]l2 < T1/2||ulf||L°°(I,H), (3.8)

alors de (3.7) on trouve

[uylla < T, (3.9)
donc, pour ¢, = T3/2 on obtient
[wsll oo,y < cor (3.10)

Ici et dans la suite, on utilise ¢y, ca, ... etc, pour désigner divers constantes positifs
dépendants seulement de 7.

En combinant (3.6), (3.9) dans (3.5)(¢), on obtient :

10 (up)ll2 = ILf + uf — b2
<l + Mgl + bl

<r+r+4+blr < +oo,

ot dp(uy(t)) signifie f(t) + u'f(t) — bu'p(t).
Il résulte que

{0p(us)} est bornée dans L*(I, H). (3.11)

d
Montrons maintenant que {Egp(uf)} est bornée dans L*(I).

De la définition du sous-différentiel de ¢, on a :
Vo e H: (9p(u),v—u) + ¢(u) < ¢(v).
Pour v =0, u = ug(t), on trouve :
(Op(us(t)), —us(t)) + (up(t)) < (0), t € 1.
D’aprés (3.1) on a ¢(0) = 0, alors

plur(t)) < Op(us(t)), us(t), p-p- t € 1. (3.12)



47

Comme ¢ est paire avec ¢(0) = 0 et ¢ atteint son minimum sur H en 0, alors

o(x) >0, Vz € H. En intégrant de 0 a T I'inégalité (3.12), on trouve
/0 oy (1)) dt < / (F(8) + (t) — by (1), (1))t =
/0 (F(8), s (1)) dt + / (), g (£))dt — b / (uly (1), s (1) .

D’une part, nous avons

/OT(u’f(t),uf(t))dt = %/OT %(Huf@)w)dt
%[uuf(t)u?r
= 5 (I DI - s ?)
%(”“f I = Ilug (0 )||2) (de (3.5)(ii))
0.

D’autre part, par intégration par partie on a

/OT(U’}(t), ug(t))dt = [u}(t)uf(t)]T B /OT o)

— oy (T)ug (T) — o (0)ug (0) — ;|2
=y (0)ug(0) — wp(0)up(0) — [[u}2 (de (3.5)(ii))

AT
Alors
/0 (g ()t < / () g (£))dt — [y

< [ fllallugllz = N3

< [[fll2llugll2-
Comme [Juglls < TY?|lus|| oz et de (3.10) on a

luglls < T 2eor
alors,

T
/ o(us(t))dt < T2 cor?
0

é Tl/ZCQ(T2 + 1)
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D’ou,
leCun)llziay < es(r® +1). (3.13)

En tenant compte de la Proposition 1.59, nous pouvons également conclure que
t —> (us(t)) est absolument continue sur I, pour tout f fixé,

d
et —(uy(t)) = (u}(t), 0p(uy(t)), p.p. t € I. Ceci en combinant avec (3.7), (3.11)

dt
conduit a
T
|

et d= [ (). 00(us 0] a

<y ll2ll0p(up)ll2
< T2l oo r.am 10 () 1

< 400.
Alors, 31 > 0 tel que :
|Setwn| <
L1(I
ce qui entraine
{jt (uf)} est bornée dans L'([). (3.14)
Ensuite montrons que {¢(uy)} est bornée dans L>(1).
On a,
b d
/O 75 (Plus())ds = o(us (1)) — o(us(0))
et
“d "l d
[ tetusonas] < [ ietuton]as
H
D’ou,
|o(ur(t)) —(up(0))] <1
et

plup(t)) <l+¢(up(0), tel

Par conséquent,

{gp(uf)} est bornée dans L(I). (3.15)
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d) De (3.10) et (3.15), 3L > 0 tel que : us(t) € dom (p), [|up(t)|| < Let p(ur(t)) < L.
Ceci entraine par (3.1) l'existence d’un sous-ensemble compact K de H tel que
{us(I)} C K pour tout f, ot us(I) = {uy(t),t € I}. Il résulte que, pour tout ¢
dans I, {us(t), f € Br2(,m)(0,7)} est relativement compact.

e Montrons que {uy, | f|2 <r} est équicontinue.

/st u's(T)dr

t
< Il [ dr

s

Soient t,s € I, d’aprés (3.7) on a

s (8) — s ()| = \

< ¢rlt — s,

tel que ¢i7 est constante. Donc, {uy, || f||2 < 7} est équicontinue.

Par application du Théoréme d’Arzela-Ascoli (Théoréme 1.65), il résulte que {uy, || f]]2 <
r} est relativement compact dans C(I, H).

IT) Montrons que .# est séquentiellement continue de L% (I, H) dans C(I, H).
Soit {fn} C Bream(0,7), telle que f, — f dans L*(I,H), quand n — oo. On a
sup || full2 < +o0, comme {uy,} est relativement compact dans C(I, H), alors on peut
extraire de {uy, } une sous-suite que ’on note {uy, } qui converge uniformément sur I vers
une fonction v € C(I, H).

De la démonstration du Théoréme 2.2, on voit que (3.5) est équivalente & une inclusion de
la forme f € Buy ot B est un opérateur maximal monotone dans L*(I, H) (B = My, + N
désigne le coté gauche de (3.5)(z) avec (3.5)(i¢) inclus dans D(B)).

Nous avons donc f,, € Buy, onuy, — uet f, = f dans L*(I, H). La demi-fermeture de B
(voir Proposition 1.47) implique que f € Bu, i.e, u satisfait (3.5). Mais le probléme (3.5)
admet une unique solution, donc u = uy. Enfin, on déduit que uys, — uy dans C(I, H) et
F est séquentiellement continue de L2 (I, H) dans C(I, H).

Ceci termine la démonstration. |

Remarque 3.4. En particulier, il découle du Lemme 3.3 que Uapplication % est continue
et compacte de L*(I, H) dans L*(I, H).
En effet, soit f, — f dans L*(I, H) alors f, — f dans L*(I, H). D’aprés la partie II) de

la démonstration du Lemme 3.3 résulte uy, — uy dans C(I,H). Or

T
g, = uglls = /0 g, (8) = up(®)|Pdt < Tllug, —uylS, (3.16)

on en déduit alors que uy, — uy dans L*(I,H) et F est séquentiellement continue de

L*(I,H) dans L*(I,H). De Remarque 1.16 résulte la continuité de .F.
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On pose maintenant M = {f € L*(I,H),||flla < r} qui est une partie bornée dans
L*(I,H). D’aprés la partie II) de la démonstration du Lemme 3.3 la partie F (M) =
{ug, || fll2 < r} est relativement compact dans C(I, H), et de toute suite (uy,) C F (M),
on peut extraire une sous suite convergente vers uy. De (3.16), il résulte que F (M) est
relativement compact dans L*(I, H). D’ou la compacité de Uapplication F (voir Définition

1.20).

Un résultat similaire au Lemme 3.3 a lieu dans le cas des inclusions du premier ordre.

Lemme 3.5. On suppose que la condition (3.1) soit satisfaite. Soit F : L*(I,H) —
L*(I, H) définie par F f = uy, ot uy € WY(I, H) est une solution de :

(1) buf(t) +0p(up(t)) 2 f(t), teL, (b#0)
(3.17)

(i) ug(T) = —uy(0).

Alors F satisfait les conclusions du Lemme 3.3.

Démonstration.

Soit || flla <. On multiplie (3.17) () par u; et on intégre de 0 & T', on obtient

~
I
O\
N
—~
~
—~
~
SN—
I
-~
—~
~
SN—
SN—
QL
~

b [ wo.uar+ [ @ptuste.uo)a
b / ()P dt + / (Oup(ug (), (1))t = / (F(t). 2, (t))dt
b flug 2 + / (Oup(us (1)), (1)) dt = / (F(t), (1))t

D’apres Proposition 1.59, on peut écrire

< (plus(t))dr

l,

[ @atasotona= [
[so< (1)

= (uf(T)) — p(us(0))
= p(—us(0) — plug(0)) (e (3.17)(i)
— (u(0)) — p(us(0) = 0. (de (3.1) @ est paire)

De ce qui précéde on a

T
bllu}!@:/0 (f (@), wy(0))dt < [ fllallyl2,
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ce qui donne alors

Jull2 < b7 M| f]l2-

Le reste de la démonstration est identique a celui du Lemme 3.3 en remarquant que

Op(uy(t)) signifie f(t) — bu(t). |

Lemme 3.6. Soit (3.1) satisfaite. Soit F': H — H une application continue telle que
| Fx| < k(||z|| + 1), Ve e H (3.18)
pour une certaine constante k > 0. Alors, pour tout f € L*(I, H) le probleme

(1) — ul(t) + bul(t) + 0p(ue(t)) + ellu=(t)lus(t) + F(ua(t)) > f(2),
pp.tel(beR, €>0), (3.19)
(i) welT) = —ua(0), w(T) = . 0),

admet une solution u. € W*2(I, H). De plus, lapplication t — p(u.(t)) est absolument

continue sur I.

Démonstration.

Soit ¢(u) = ¢(u) + £||ul]®, uw € H. On remarque que (3.1) est satisfaite pour ¢ au lieu de
¢. En effet, ¢ est de la forme @(u) = p(u) + $¢1(u), oit ¢1(u) = ||ul|®. La fonction ¢ est
convexe sci (voir les Remarques 1.33 et 1.35). Comme ¢ est propre, alors Ju € H : p(u) <
+00 et p(u) + £[|luf® < +oo. Il s’en suit que @ est propre et dom (@) = dom (¢). De plus,
¢ est une fonction paire (car elle est somme de deux fonctions paires) et p(0) = 0.
Montrons que pour tout L > 0, I’ensemble E; = {x € H: ¢(x) < L, ||z|| < L} est
compact.

Rappelons que par hypothése (voir (3.1)), 'ensemble Ey = {z € H : p(z) < L, ||z| <
L} est compact.

e Montrons tout d’abord que E; C E».

Soit x € By alors ¢(z) < L et [|z| < L. Donc o(z) + 5||z||* < L et ||z < L. 11 résulte
que o(x) < L et ||z|| < L. Par conséquent x € Es, et l'inclusion a lieu.

e Montrons maintenant que FE; est fermé.

Soit (z,), C Ei telle que lim, . x, = z. Alors, pour tout n € N : on a z,, € E;. Par
définition de l'ensemble E;, on a ¢(z,) < L et ||z,|| < L. Comme ¢ est semi-continue
inférieurement alors p(z) < ligr_l)gf P(x,) < L. D’autre part, on a lim,_, ||z,] = ||z]-
Ainsi ||z|| < L. Il résulte que = € Ey, et par conséquent E; est fermé.

L’ensemble F; étant fermé dans le compact FE», il est alors compact.
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1
D’aprés Exemple 1.56, on a dps(x) = z||z|| o ¢o(x) = §Hx||3 De plus, d’aprés Corollaire
1.57, il résulte que pour tout u € dom (),
9p(u) = dp(u) + & dpa(u)
= Op(u) + & ullul|.

On définit .7 : L*(I, H) — L*(I, H) par Fh = uy, ol uy, est I'unique solution de

(i) — up () + buy, () + 0P(un(t)) 5 f(t) — F(h(t)),  pp.-tel
(3.20)
(i) un(T) = —un(0),  w}(T) = ~u(0).
D’apreés (3.18), on a pour tout h € L*(I, H)

Viel,  [F(h®)|? <KL+ 0]
< 2R2(1+ [A(0)]).

En intégrant sur I on obtient
T T
/ | E(h(t)||2dt < 2k2T+2k2/ IR [2dt < +o0
0 0

ce qui donne ||Fh|% < +oo et alors Fh € L*(I, H) pour tout h € L*(I, H).
Le probléme (3.20) est de la forme

(i) =" (t) + ' (t) + 9p(v(t)) 2 g(¢t), pp- t €1
G) o) =—(0), ()= —/0)

avec g € L*(I, H) et ¢ satisfaisant aux hypothéses du Théoréme 2.2. Alors on a I'existence

et I'unicité de la solution, et I'application

FLA(I,H) - W**(I,H)

h — up

ot uy, est I'unique solution de (3.20), est bien définie a valeurs dans W2%(I, H) (voir
Théoréme 2.2).

Nous allons appliquer le théoréme du point fixe Schauder & .# (voir Théoréme 1.66).

En vertu du Lemme 3.3 et I’hypothése sur F', 'application .# est continue et compacte.
Nous montrons maintenant que pour un r > 0 suffisamment grand, .¥ : B — B,
ou B={h e L*(,H): ||hl|2 <r} est la boule fermée.

Tout d’abord, on va montrer que
T

5A mummusA\uwmmmwm+kﬁ<wmm+nmmwwt
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Nous multiplions (3.20)(#) par u,(t), intégrons sur I et utilisons (3.18), (3.20)(i7), nous

obtenons
_/o (Uh(t),ug(t))dt+b/0 (uh(t),u%(t))dtju/o (v(t), up(t))dt
:/0 (f(t),uh(t))dt—i-/o (—=F(h(t)), un(t))dt,

ou v(t) € 9p(un(t)).

Par intégration par partie, utilisons (3.20) (#¢) nous aurons

(0wt = [u )] — [ o
/ it /
~ (D) - 0))) - / TAGIRY

= O4(0) = 0w~ [ o
~ Il

D’autre part, en utilisant (3.20)(i7) on trouve

[ s
lwor|

(I = a0
(1 @12 = un(0)1?)

/0 (un (), ()t =

1
2
1
2
1
T2
1
2
= 0.

Tenons compte de
v(t) € 0p(un(t)) = Op(un(t)) + &llun(t)|un(t)

on obtient
Il |2 + /OT(w(t),uh(t))dt + e/OT lun ()|t
= /OT(f(t%uh(t))dH/OT(—F(h(t)),uh(t))dt,

ot w(t) € Op(un(t)).
De (1.2) et (1.6), 0 € J¢(0). Comme Op est un opérateur monotone alors,

(w(t) — 0,up(t) —0) >0, w(t) € dp(up(t)),t e l.



54

Le membre droit de ’égalité précédente est positif, alors

sl MMMﬁﬁSA(ﬂmwﬂwﬁ+l(—ﬂﬂwwdmﬁ-
Doy, T T T
EAHW@WﬁsAuﬂmwmmW+ArwwmmWwwt

tenons en compte (3.18), il résulte

T

sA mamﬁﬁsAruwmmﬁWﬁ+kl<Mum+mmmwwt (3.21)

qui est I'estimation cherchée.

e Maintenant nous allons montrer que : ||u|3 < T1/2||uh||i3(1 oo

Par I'inégalité de Holder on a

:<AﬂMﬁW%QM}W.

T 1/3
llunll2 < (/ \]uh(t)yy3dt> T/6
0

lunll3 < T2 llunlGo 1, (3.22)

Alors,

Par conséquent,

e Ensuite montrons que [juy||5 < (1 + k(||h|2 +1)).
De (3.22) on a

T2 |unll3 < ellunllZaer.amy-
En vertu de (3.21), par l'inégalité de Cauchy-Schwarz

T T
Tl < Wl + [ @@+ & [ (ol

< |\ Fllollunllz + kl|Rl|2llunll2 + T2 ||y

donc,
T2 KT/ kT
lunllz < —I1fll2+ 1|2 + —
€ € €
T1/2 T1/2 T
Soit p = maz( 1/ l2, ,—), alors
€ e ¢
lunll3 < g+ kpllhllo + kp = p(L + k(||R]]2 + 1)) (3.23)

Si ||h]]2 < r, il suffit de choisir r assez grand tel que p(1 + k(r + 1)) < r?, pour conclure
a partir de (3.23) que [Jup|2 < 7.
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Donc, # : B = {h € L*(I,H) : ||hll2 < r} — B. De plus, .# est continue, par le
théoréme du point fixe du Schauder .# admet un point fixe u. € L*(I, H) i.e., Fu. = u,
et alors (3.19) est satisfaite.

Enfin, comme f + u! — bul — €||luc|su. — Fu. € L*(I,H) et u. € W?%(I, H) alors, de
Proposition 1.59 'application ¢ — @(u.(t)) est absolument continue sur I.

La démonstration du Lemme est alors compléte. [ |

Une démonstration similaire basée sur Lemme 3.6 entraine le lemme suivant.

Lemme 3.7. Soit (3.1) satisfaite. Soit F': H — H une application continue satisfaisant
(3.18). Alors pour tout f € L*(I,H), le probléeme

b (1) + Due(t)) + llust) Just) + Flus(t) 3 £(8), e 1
(3.24)
ue(T) = —u.(0),

ot b # 0, e > 0 admet au moins une solution u. € WY2(I, H), telle que t — p(u.(t))

est absolument continue sur I.

Dans la prochaine étape, on fait tendre & vers 07.

Lemme 3.8. Sous les hypothéses du Lemme 3.6, supposons que F' est la différentielle au
sens de Fréchet d’une fonction G Fréchet différentiable et paire sur H. Alors, pour tout

f e L*I,H), le probléeme

—u"(t)+bu'(t) + Op(u(t)) + F(u(t)) > f(t), tel,

(3.25)
U(T> = —U(O), ul(T) = _ul(())ﬂ
ot b # 0, admet une solution v € W»*(I, H) telle que
t — p(u(t)) est absolument continue sur I. (3.26)

Démonstration.

Montrons que {u.} est relativement compacte dans C(/, H).
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Soit u. une solution de (3.19). Par hypothése sur F', on a

(Puciit) = [ (Plucte)). o))
= G(u(T)) = G(u:(0))
= G(=uc(0)) = G(ue(0))  (de (3.19)(ii))
= G(u:(0)) — G(u(0)) (G est paire)
0 (3.27)

On forme le produit scalaire (-,-) de (3.19)(7) avec u.

T

—(uZ, ug) + blul, ul) + (v(t), ug) + 6/0 (e () lue(t), ul(t))dt + (Fue, ul) = (f, u),

v(t) € 9p(uc(t)).

On a

S NI N N N

TP - |ru;<o>||2)

|
=
o=

/N7 N

(T)* = ||u;(T)||2) (de (3.19) (7))

On a d’aprés Proposition 1.59 et le fait que ¢ est paire, (3.1) et (3.19)(i7)

| watona = [ 4 (et v € oottt

1
D’autre part, d’aprés Exemple 1.56, on a Jgs(x) = x| z| ou ¢a(x) = ngH‘g D’aprés
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Proposition 1.59 et tenons compte de (3.19)(iz), on trouve

/O (a0l ue(2), L (2))dt = / (Oupa(uus(£)), (1)) dt

- [ 4 (ot

_ {w(ua(t»]:

= ¢a(ue(T)) = ¢2(ue(0))

= ¢a(—ue(0)) = ¢2(us(0))

= ¢a(u:(0)) = ¢2(u:(0)) (2 est paire)
= 0.

Par (3.27), on a (F(ue),ul) = 0. Alors,

T
il = [ (0.
0
Par 'inégalité de Cauchy Schwarz

bllulllz < Nl fll2llucll:

[l < 67| £l2- (3.28)
De (3.28) et (2.8) ol u est remplacé par u., on obtient
el e .y < TH207 1]l (3.29)

On pose f.(t) = f(t) — F(uc(t)) — & (t), ou &(t) = ||uc(t)||u-(t) pour tout t € I et on

réécrit (3.19) comme suit
—u(t) + buz(t) + 9p(u(t)) 3 fe(t), tel,

(3.30)
ue(T) = —u(0), ul(T) = —ul(0).

De (3.29) et (3.18), on trouve

[ fella = If + Fue — e&||2
< N fllz + 1Fuell2 + e[|l
< Al + llgllzaery + eT lluel|Zoe s 1)
< fllz + llgllzeqy + T2 £1I2

< +00.
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oil g est définie par g(t) = k(1 +TY267Y|f|l2), t € I et g € L*(I,R).
D’ou, {f.} est bornée dans L*(I, H).
Par application du Lemme 3.3 a (3.30) entraine que {u.} est relativement compacte dans

C(I,H). On peut alors supposer que
u. —u dans C(I,H) (e — 07). (3.31)

Montrons que u est une solution de (3.25).
De la continuité de F' et (3.31), alors F(u.(t)) — F(u(t)) dans H, Vt € I. De plus
| Fuc(t)|] < g(t) pour tout ¢t € I. Donc, par Théoréme 1.63, on trouve que Fu. — Fu
dans L?(I, H). Comme I'application ¢t — &.(t) = ||uc(t)||u(t) est bornée dans L°°(I, H)
donc est bornée dans L*(I, H), on en déduit que €£. — 0% dans L*(I, H) quand € — 0.
Donc

f- = f—Fu dans L*(I,H). (3.32)
Le passage a la limite lorsque € — 07 dans (3.30) est possible, en vertu de (3.31)-(3.32).
On remarque que (3.30) est équivalente & une inclusion de la forme Bu. > f. dans L*(I, H)
ot B = M, + N qui est maximal monotone sur L*(I, H) (Théoréme 2.2). Alors, par la
propriété de B, B est demi-fermé (voir Proposition 1.47) avec (3.31) qui entraine u. — u
dans L*(I, H) et (3.32), il s’en suit que u est une solution de (3.25).
Comme f+u" —bu' — Fu € L*(I, H), u € W**(I, H), par Proposition 1.59 I’application

t — (u(t)) est absolument continue sur I. |

Lemme 3.9. Supposons que les hypothéses du Lemme 3.8 soient satisfaites. Alors pour

tout f € L*(I, H), il existe au moins une solution u € Wh2(I, H) de
bu'(t) + Op(u(t)) + F(u(t)) > f(t), tel (b#0)
u(T) = —u(0),

telle que (3.26) soit vérifiée.

On prend b = 0 dans (3.25) et on montre le Lemme suivant.

Lemme 3.10. On suppose que (3.1) soit vérifiée. Soit F : H — H une fonction continue
telle que
[Fal| < k(||| +1), =x€H, (3.33)

pour certaines constantes k > 0 et a € [0, 1[. Alors pour tout f € L*(I, H), le probleme
—u"(t) + Op(u(t)) + F(u(t)) > f(t), tel,
(3.34)
u(T) = —u(0), u(T)=—u'(0),
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admet une solution uw € W**(I, H) satisfaisant (3.26).

Démonstration.
Montrons que {u.} et {Fu.} sont bornées dans L>(I, H).
Il est clair que (3.33) est plus forte que (3.18) car
[Fzl| < k(]| +1) < k(2] + 1), 2 € H.
Du Lemme 3.6, il existe u. € W2(I, H) satisfaisant (3.19) avec b = 0.
On multiplie (3.19)(2) (ou b = 0) par (—u”(t)) et on intégre sur I, en utilisant (3.19)(i7)

€

on obtient
/0 (—ul"(8), —ul(£))dt+ / (! (), 0 (us(t)))dt = / (F(t), ul(£))di+ / (F (s (8)), —u (),
alors
)2 - / (! (), 0 (1))t = / (F(t). ul(£))dt + / (F(ua (b)), —u(8)) .
De (2.17) avec A = 0p, on a

/0 (ul(t), 0p(us(t)))dt < 0.

Alors, le coté droit de I’égalité précédente est positif

[ ot [ e, oz o
Par 'inégalité de Cauochy—Schwarz, on troive
a2l < [1fll2llulllz + [ Fuella]w]]2,
qui donne
[uZlle < 1fll2 + (| Fue - (3.35)
En remplacant dans (2.8) (u par u.), on déduit de (3.35) que
ulll ooy < T2l 2
< TY2((I o + [ Fuell2)
< calllfllz + 1 Fuell2)
ou ¢q = T2,
En remplacant dans (2.8) (u par u.), on obtient
el oo 1,01y < T2l
< Tlluzlpoeqr,m
< aT(|[fll2 + [[Fuell)
< es(([fllz + | Fucll2) (3.36)
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ot ¢5 = c4T = T%/?, ¢4, c5 sont indépendants de «.

De (3.33), en combinant une inégalité de type
xy® < (1— a)xﬁ +ay, Yo,y >0, a €0, 1], (3.37)
avec (3.36) on aura
{u.} et {Fu.} sont bornées dans L>(I, H). (3.38)
En effet, si on prend z = 1, y = ||u-(¢)||, en remplacant dans I'inégalité (3.37), on trouve
lue()||* <1—a+allu(t)]], t € I, a €]0,1].
Alors, de (3.33) on obtient

[E(ue(®)l < k(1 = o+ allu-@)] + 1)
< k@2 A+ allu()]),

et

IF(u(t)]* < B2 + allu(t)])?
< 2(4K2) + 202k2||u. (8) ||

En intégrant sur I on obtient
T T T
| Fuc||3 = / | F (us (1)) ||Pdt < / 8k2dt + 2a2k2/ e (t)]|?dt
0 0 0
= 8k*T + 20°K?||uc 3.
D’ou

1Fuclls < (8K°T + 20°k?|[u.3)
< 2V2ETY? + V2ak||uc|
< 2V2KT'? + V20kT?||uc|| poe 1,11

Alors de (3.36) on trouve
el oo,y < es (1 ll2 + dik + dikluel| Lo (r,m))

ce qui entraine

(1 = dok)[Juc| oo r,my < sl fll2 + dok < +o00,
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ol d1 = 2\/§T1/2, d2 = d105.

Pour un choix approprié de k, T, on conclut que
{u.} est bornée dans L>(1, H).
En combinant cela avec (3.33), on déduit que
[E (ue (@) < k(2 + aflue| Loor,my) < o0

D’ou,

{Fu.} est bornée dans L>°(I, H).

Montrons que u est une solution de (3.34).
On pose f.(t) = f(t) — F(u(t)) — e|luc(t)||u:(t). De (3.38) et (3.33), on conclut que {f.}
est bornée dans L*(1I, H).

En appliquant Lemme 3.3 au probléme

—ul(t) + Op(uc(t)) > fo(t), tel,
(3.39)
ue(T) = —u.(0),

implique que {u.} est relativement compact dans C'(I, H). Alors, on peut supposer que
u. — u dans C(I, H) (¢ — 0%). (3.40)

De la continuité de F' et (3.40), alors on a F(u.(t)) — F(u(t)) dans H, ¥t € I. De plus,
{Fu.} est bornée dans L>°(I, H) (donc bornée dans L*(I, H)). Il s’en suit que Fu. — Fu
dans L*(I, H) par Théoréme 1.63.

Comme Papplication t — &.(t) = |lus(t)||uc(t) est bornée dans L>(I, H) donc est bornée

dans L*(I, H), on en déduit que e£. — 0 dans L*(I, H) quand € — 0. D’ou
f- = f—Fudans L*(I,H) (¢ — 07). (3.41)

Nous allons passer a la limite lorsque ¢ — 07 dans le probléme (3.39), en tenant compte
de (3.40) et (3.41). On remarque que le probléme (3.39) est équivalent a une inclusion
de la forme Bu. > f. dans L*(I,H) ot B = M+ N qui est maximal monotone sur
L*(I,H) (voir Théoréme 2.2). De la propriété de demi-fermeture de B (voir Proposition
1.47), de (3.40) qui donne u. — u dans L*(I, H) et de (3.41), il s’en suit que u est une
solution de (3.39). Comme f + u” — Fu € L*(I,H), u € W*2(I, H), de la Proposition

1.59, Papplication ¢ — p(u(t)) est absolument continue sur I. |
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Maintenant, on démontre le résultat du chapitre.

Démonstration. (Démonstration du Théoréme 3.2)
On distingue deux cas.

Sia>0,b#0. Pour tout A > 0, on considére le probléme approximatif

(i) — aux(t) + bui(t) + Op(ua(t)) — Ova(ua(t)) 3 (1), pp.tel
(3.42)
(i) u(T) = —ux(0), u\(T) = —uy(0).
Des propriétés de 01y (voir Proposition 1.52(7) et Proposition 1.58), on peut prendre
F = —9¢, dans Lemme 3.8 pour déduire l'existence d’une fonction uy € W?%(I, H)
satisfaisant (3.42) et telle que application ¢ — @ (ux(t)) soit absolument continue sur I.
Soit vy(t) = f(t) + aul(t) — bul\(t) + Oa(ur(t)). On remarque que vy € L*(I,H) et
vA(t) € Op(un(t)) p.p. sur I. On réécrit (3.42) (i) comme suit

—auj(t) + bup(t) +oa(t) — Oa(ua(t)) = f(t), teL (3.43)

Montrons maintenant que : ||vy]|3 < (|| fll2 + [[00x(wx)]l2) [|vall2-

Tout d’abord, on forme le produit scalaire (-,-) de (3.43) avec ) on obtient,

—al(ﬁwmﬂmﬁ+bl(%@wxmﬁ
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En utilisant (3.42)(i7) on aura
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On a vy (t) € dp(ux(t)) alors d’aprés la Proposition 1.59 et (3.42)(ii), on obtient

| 0o = [ Setmo)a

= [otuen)

(ur(0)) — @(ux(0)) (i est paire)

De méme, on trouve

/OT(u'A(t), Oy (ux(t)))dt = 0.
De retour a (3.44) .,

il = [ b
par 'inégalité de Cauchy-Schwarz, on obtient

bllupllz < £ 112l

Ceci montre que (3.28) et (3.29) sont vérifiées avec uy au lieu de u., c-a-d

bl <07 Fl2

et

sl ooy < TV207H £l
Ensuite, on multiplie (3.43) par v,(t) et on intégre sur I, on aura
T T
Y RCCRNOER Y N CORAOI
T T T
t t))dt — 0 t t))dt = t t))dt
+ [ o= [ ot mw = [ o.ow)e

T
De (2.17) et le fait que / (u)\(t),vA(t))dt = 0, par I'inégalité de Cauchy-Schwarz on
0

trouve

loallz < Lfll2llvallz + 109 (us)ll2loall2
< (N2 + 10wn () ll2)[[oall2- (3.45)

Rappelons que D(0y) C D(0v¢) (voir (3.3)). D’une part, on a par définition

109)" (ua() Il = it {lly]l, y € Op(ux(t))}
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et comme vy (t) € Op(u(t)) alors,

109) (A < loa@®)]l p-p- €L

D’autre part, de Proposition 1.52, et le fait que 0\ = (0¢), on a

10%A(ux()]] < 1(00)° (ua@))] p-p- € L.
Ceci, la bornitude de l’ensemble {uy : A > 0} dans L>*(/, H) et la condition (3.3)
impliquent qu’il existe k € [0,1[,0 € [0,2[ et ¢g > 0 tels que

10 (un) 2 < c6(1 142, ) ol YA S0, (3.46)

En effet, de (3.3), comme |[ux||prm < 7, ot r = TY207Y fll2, 3k, € [0,1], I, > 0 et
0, € [0,2] tels que
100 (ur(@)* < kel (00)° (ur()? + (@™ (uat)) + 1) Vua(t) € D), ua(t)l| <

Alors,
10UA(AED 1 < Kelloa)]]* + L (9™ (ua(8)) + 1),

et

100A@IE < Felloall3 + 16" ) sy + T)
(o0 )l < VAol + Vi ()l + VT ).

Par conséquent,

9ga(un)ll> < 6 (1 + [l (W) /151) + Klloall,

ou
= max(\/1,, /1, T),
k= vk €[0,1],
6=0,.¢cl0,2[.

Montrons maintenant que {0y, (uy)} est bornée dans L?*(I, H).

De (3.45) et (3.46), il résulte

[oxllz < [[£ll2 + 109a(un)]l2,

< If 2+ o1+ (w1 45) + Kllvslla, - YA >0,

alors

(1= B)lloall < I£1201 + e )l 550) + st + 9" ()15,
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D’ou,

loallz < er(1+ 16 (u) 147, (3.47)

2
ou ¢; = T % max(|| f|l2, c6) qui est indépendant de .

D’autre part, de la définition du sous-différentiel et le fait que ¢(0) =0
p(ur(t)) < (oa(t), ua(t)), pp. tel (3.48)

avec v, (t) € Op(ux(t)).
Comme [ = sup{uy(t),\ > 0, t € I} < oo, et p(x) > 0, Vo € H (car ¢ est paire et

atteint son minimum en ¢(0) = 0) alors, (3.48) implique

p(ua(t)) < floa(®)[llux(®)]]
< Blloa@®)|l

Donc [[o(un)||Z2(py < B?[lvall3: il en résulte que
||<P(UA>HL2(I) < cglluall2, (3.49)

ot cg = > 0.
Ainsi (3.47), (3.49) et 6 < 2 entrainent que

<er(14 (/0 o(ur(t))2dt)?), 6 <2
< cr(1+ [[e(ur) | 2a))

< er(1+ csloall2)

et (1 — cres)||uall2 < ¢7, (‘on peut choisir les constante c7,cg assez petit de sorte que le
coefficient de [|vy||2 soit positif). Alors, on a ||vy|l2 < +o0.
De (3.49), on obtient

lo(un) || L2y < +o0.

D’ou,
{o(uy)} et {vy} sont bornées dans L*(I) et L*(I, H) respectivement. (3.50)

En utilisant (3.50) dans (3.3) (rappelons que {u,} est bornée dans L>°(I, H)) et tenant

compte de (3.46), on trouve

{0 (ux)} est bornée dans L*(I, H). (3.51)
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Il est clair que (3.42)(i) peut étre exprimé comme suit
—au(t) + buy (1) + Op(ua(t)) 3 f(t) + Ova(ua(t)), tel.

En combinant ceci avec (3.51) permet d’appliquer Lemme 3.3 (comme f + 0yy(uy) €
L*(I,H)) et de déduire que {uy} est relativement compact dans C(I, H).

Donc, on peut supposer que
uy — u dans C(I, H), quand A — 0. (3.52)
Alors, de (3.51), (3.52) et Proposition 1.52(éi), on aura
Oa(uy) — w dans L*(I, H) (A — 0T) (3.53)

ou w € I(u), i.e., w(t) € OY(u(t)), p.p. t € 1.

Comme dans (3.30) (avec f.(t) = f(t) + Ov-(uc(t)) et A au lieu de €), un passage a la
limite quand A — 07 dans (3.42) se découle facilement maintenant, en tenant compte de
(3.52), (3.53). 11 s’en suit que le probléme (3.42) (i) est équivalent & une inclusion de la
forme fy € Buy dans L*(I, H), ou B = M,;,+ N qui est maximal monotone sur L*(I, H)
(voir Théoréme 2.2). Alors, B est demi-fermé avec (3.52) qui donne uy — u dans L?(1I, H)
quand A — 0T et (3.53), il s’en suit que u € W2(I, H) satisfaisant

—au"(t) + b/ (t) +v(t) —w(t) = f(t), tel
(3.54)

pour certains v € L*(I, H), v(t) € dp(u(t)), p-p- t € I. De plus, de Proposition 1.59,
comme [+ u” —bu' —w € L*(I,H), u € W**(I, H), Papplication ¢t — p(u(t)) est
absolument continue sur /.

De (3.54), (2.1) et le fait que Op et O sont des opérateurs impairs impliquent que u peut
étre prolongé par T-anti-périodicité sur R assurant ainsi une solution de (P).

En effet, supposons qu’il existe une solution T-anti-périodique sur [0, 7| et montrons qu’il

existe une solution sur [T, 27]. Considérons le probléme

—au"(t+T)+ b’ (t+T)+ 0p(ut+T)) —(u(t+T))> ft+T)t €[0,7T),
wlt+T)=—ut), Jt+T)=-u(t), ft+T)=-f(1).

Alors, nous obtenons

au”(t) — b (t) + p(—u(t)) — dp(—ult)) > —f(t), € [0,T).
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Comme Oy et 0v sont impairs et u, u’, v’ sont T-anti-périodiques alors I'inclusion est

équivalente a
au”(t) — bu'(t) — Op(u(t)) + O(u(t)) > —f(t), t € [0,T],
qui peut étre exprimée comme suit
—au”(t) + b () + Op(ult)) — d(u(t)) > f(1), t € 0,T].

On conclut que I'étude d’existence de solution sur [T',27] se raméne a 1’étude sur [0, 7]
dont la solution T-anti-périodique existe déja. En procédant de facon analogue sur les
intervalles [T, (i+1)T],i = —1,---,0,1,-- -, nous obtenons une solution sur R (en tenant
compte du fait que sur [(i — 1)T,iT] le probléme admet une solution T-anti-périodique).

Sia=0,b# 0, alors on remplace (3.42) par le probléme (A > 0)

bu\(t) + Op(ux(t)) — OPa(ua(t)) > f(t), tel,
(3.55)

ux(T) = —ux(0),

qui a une solution uy € W(I, H) en vertu du Lemme 3.9 (ou F' = —di, ). Le passage
a la limite quand A — 07 dans (3.55) peut étre fait exactement comme ci-dessus (en
utilisant Lemme 3.5 au lieu du Lemme 3.3).

Ceci achéve la démonstration. [ |
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