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ans cet article, nous traiterons des caractéristiques de résistance de struc-
tures non linéairement élastiques telles que les poutres droites, les ponts
suspendus, les cables pesants fortement tendus et les ponts & haubans.
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STRUCTURES NON LINEAIREMENT ELASTIQUES

1.1 Poutre sur appuis simples
comprimée et fléchie

1.1.1 Formules générales

Considérons (figure 1) une poutre sur appuis simples de longueur
¢ soumise a un effort normal de compression N et a des charges
transversales produisant un moment fléchissant pu(x). Si I'on tient
compte de la fleche v (x), comptée positivement vers le haut, le
moment fléchissant M (x) dans la section d’abscisse x a pour valeur :

M (x) = u(x) = Nv (x) (1

Il en résulte que v (x) est I'intégrale de I'équation différentielle :

2
EI%;; = u(x)-Nv(x)
avec [ inertie,
E module d’élasticité.
En posant:
2= (2
I'équation différentielle s’écrit :
2 1
gx‘g +K2v = Foux0 (3)

Son intégrale générale est de la forme :
v(x) = Acos kx + Bsin kx + ¢(x)

avec ¢(x) intégrale particuliere que I'on détermine par la méthode
de la variation des constantes :

o(x) = %fou(t)sin k(x—t)dt (4)

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux
limites :
v(0)=0, v({)=0

1

Figure 1 - Poutre sur appuis simples comprimée et fléchie
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Nous obtenons ainsi la solution :

sin kx
sin k¢

v(X) = o(x)- o(x) (5)

Le moment fléchissant est ensuite donné par la formule (1).

Lorsque la force de compression N est faible, on peut, k étant petit,
remplacer dans les formules précédentes sin k (x—t) par k(x—t).
On vérifie aisément, dans ce cas, que v (x) est la fleche que I'on
calculerait en négligeant I'effort normal N.

Mais, si I’on fait croitre N et par suite k, la fleche croit rapidement
en valeur absolue dés que k¢ s’approche de nt; en effet, lorsque
k¢ tend vers m, la fleche v (x) tend vers l'infini. La valeur de N
correspondant a k€ = 1 :

n2El

Fe = 7 (6)

est la force critique de flambement (article Stabilité de I'équilibre
élastique [C 2 040] dans ce traité). L'effort de compression N doit
donc étre inférieur a F.

1.1.2 Applications

1.1.2.1 Principe de superposition

Soit v4 la fleche de la poutre due a un systéme de charges trans-
versales X, et a I'effort de compression N, et v, la fleche due a un
systéeme de charges transversales X, et au méme effort de compres-
sion N. Il est immédiat de vérifier que v = v; + v, est la fleche de la
poutre due au systeme de charges transversales X1 + X, et a I'effort
de compression N (et non 2N comme l'exigerait le principe de super-
position des états d'équilibre valable seulement en élasticité
linéaire).

Cette remarque permet d’obtenir facilement la solution relative a
des charges transversales quelconques par superposition.

1.1.2.2 Charge concentrée P appliquée
dans la section d’abscisse «

Nous avons dans ce cas:
xX({-o .
pXl-o) x<ao

u(x) =

Pg—@—é_——ﬁ si x>a

et nous trouvons, en utilisant les formules (4) et (5) :

P sinkxsink({-a) P x({-o)
¢

I sin ke N St x=@
S|P sinkasink(b-x) , P a(t-x) 4, .,
Nk sin k¢ Nt

Supposons la charge P appliquée dans la section médiane (o= €/2)

et posons:
k¢ € N T N
Us T =3JE T 2JF, (7

La fleche maximale, en valeur absolue, a lieu dans la section
médiane :

_ P¢3 3(tgu-u)
Vmax = ~ 28] u3

P—€3 due a la seule charge P
48E]

par un facteur qui croit de 1 a « lorsque u varie de 0 a n/2,
c’est-a-dire lorsque N varie de 0 a F_.

Il faut donc multiplier la fleche -
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Le moment fléchissant maximal a lieu dans la section médiane :

-V _ 1 pelou
Mppax = 7 PO~ NViay = 3 PO

max

el

Il faut donc multiplier le moment fléchissant (1/4)P¢ di a la
seule charge P par un facteur qui croit de 1 a « lorsque u varie de
0 a n/2, c’est-a-dire lorsque N varie de 0 a F,.

1.1.2.3 Charge répartie de densité constante p

Nous avons dans ce cas:

noxy = pXEX)

et nous trouvons, en utilisant les formules (4) et (5), u étant
toujours défini par (7) :

o [, L ED) o

v(X) = T5ETua cos u " BEIL?

X(€-x)

La fleche maximale en valeur absolue a lieu dans la section
médiane :
v - 5 pt4 24(1-cosu)-12u2 cosu
5u% cosu

max = 384 EI

5 p4
384 EI
de charge p par un facteur qui croit de 1 a « lorsque N croit de 0
aF;.

Il faut donc multiplier la fleche — due a la seule densité

Le moment fléchissant maximal a lieu dans la section médiane :

02 2(1-cosu)

M 2
u<cosu

m.

1 1
ax = §p€2_NVmax = §p

Il faut donc multiplier le moment fléchissant (1/8)p¢2 di a la
seule densité de charge p par un facteur qui croit de 1 a «~ lorsque
N croit de 0 a F,.

1.1.3 Emploi des séries trigonomeétriques

Pour intégrer I'équation différentielle (3), nous pouvons déve-
lopper la fonction p(x), nulle pour x=0 et x= ¢, en série de sinus
dans (0, ¢):

[e o)
. nmx
wO) = 3w, sin ==

n=1

et rechercher la fonction v(x), nulle pour x=0 et x= €, sous la
forme d’une série de sinus:

2 . nmx
vix) =Y VpSin ==

n=1

En reportant les développements précédents dans I|'équation
différentielle, nous trouvons :

[e o)
) Mo
v(x) = ,;:'1 N_nZF. sin — (8)

La formule (1) donne ensuite la valeur du moment fléchissant :

Mx)= Y all sin 28X (9)

n=11—i2<ﬂ) ¢
n2 \F,
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Cette expression montre que les coefficients du développement
de M sont égaux aux coefficients du développement de p par des
facteurs correctifs supérieurs a 1 et tendant rapidement vers 1
lorsque n augmente indéfiniment. Par exemple, si N = (1/4)F;:

s sinﬂ+E sin—znx 36 sin—3nx+
st gt Hs

M = 7 "3 7

1.2 Pylones flexibles

Nous venons de voir que les fleches d'une poutre soumise a des
charges transversales sont augmentées lorsque cette poutre est
comprimée. Cette remarque permet souvent de supprimer les arti-
culations a la base des pylones des ponts suspendus, ou les appareils
d’appui mobiles a leur sommet. Les pylones encastrés a leur base
peuvent subir sans dommage les déplacements imposés a leur
sommet par les déformations de I'ouvrage dues aux surcharges et
a la température parce qu'ils sont fortement comprimés.

Considérons donc (figure 2) un pyléne OA, encastré a sa base O
et soumis a un effort de compression N égal a la composante
verticale de la réaction d’appui du cable. Nous allons, connaissant
N et le déplacement transversal e imposé au sommet A, calculer la
composante horizontale R de la réaction d’appui du cable et les
moments fléchissants supportés par le pyléne de hauteur h et
d’inertie constante I.

Le moment fléchissant dans la section d’abscisse x a pour
valeur :

M=N(e-v)+R(h-x)

Y

A
A |

Figure 2 - Pylone flexible
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STRUCTURES NON LINEAIREMENT ELASTIQUES

En particulier, le moment d’encastrement en O a pour valeur :

My = Ne + Rh
Le déplacement v est l'intégrale de I'équation différentielle :
2
1YY 4 Ny = Nex R(h-x)
dx?

qui vérifie les conditions aux limites :
v(0)=0, v'(0)=0, v(h)=e

En posant k2 = N/(EI), 'intégrale générale de I'équation différen-
tielle est :

v(x) = Acos kx+ Bsin kx + e+%(h—x)

Donc A, B et R sont donnés par les conditions aux limites :

A+e+%h:0, Bk—%:o, Acosu+Bsinu=0

u désignant la quantité sans dimension :

N
u_kh_hﬁ (10)

Un calcul facile montre que My et R sont donnés par les formules :
M,
Mo _pp-_Ne (11
tgu tgu ) 1
u u
On peut achever le calcul de v (x) en calculant les constantes A
et B ; on aboutit ainsi a I'expression suivante du moment fléchissant :

B sin k(h- x)
M) = Mo =Gk

Les formules précédentes montrent que les moments fléchissants
dans le pylone deviennent infinis lorsque u atteint la valeur uq de
la plus petite racine positive de I'équation tg u = u, c’est-a-dire
lorsque N atteint la valeur critique :

2
N, = u?EL _ 5045 76 Z2EL
h2 h2

c

Nous verrons dans l'article Stabilité de I'équilibre élastique
[C 2 040] du présent traité que N, est la force critique de flambement
d’une poutre d’'inertie constante I et de longueur h encastrée a une
extrémité et articulée a l'autre.

2.1 Généralités. Définitions et hypothéses

Les structures étudiées sont des ponts suspendus dans lesquels
les céables porteurs sont fixés a leurs extrémités sur des massifs
d’ancrage. lls comportent, en général, une ou trois travées suspen-
dues ; dans ce dernier cas, la portée de la travée centrale est environ
trois fois celle des travées extrémes. Dans chaque travée, le cable
porteur, appuyé au sommet des pylones limitant la travée, supporte
le tablier par I'intermédiaire de suspentes que nous supposerons
inextensibles et infiniment rapprochées. Le tablier est constitué
d’une poutre de rigidité destinée a limiter les déformations.

Nous supposerons les poutres de rigidité des différentes travées
indépendantes et simplement appuyées a leurs extrémités. Nous
négligerons les réactions horizontales exercées par le cable sur les
pylones soit que le cable repose sur les pylones par I'intermédiaire
de chariots mobiles, soit que le cable soit fixé au sommet des pylones

articulés ou encastrés a leur base ; dans ce dernier cas, qui est celui
des pylénes flexibles, les réactions horizontales dues a la flexion des
pylénes sont du méme ordre de grandeur que celles dues au
roulement dans le cas de chariots mobiles.

Il résulte des hypotheses faites que la composante horizontale
de I'effort de traction du cable appelée, par analogie avec les arcs,
poussée est constante d’un massif d’ancrage a l'autre.

Le réglage de I'ouvrage est effectué de telle sorte qu’en I'absence
de surcharges et a la température moyenne (température de
réglage), la poutre de rigidité ne supporte aucun effort. Soit Q' la
poussée au moment du réglage. Lorsque I'ouvrage est surchargé,
ou lorsque la température est différente de la température de
réglage, la poussée devient Q' + Q. Nous montrerons d’abord que
la connaissance de la poussée complémentaire Q permet de calculer
la fleche v, le moment fléchissant M et I'effort tranchant T dans la
poutre de rigidité. Nous établirons ensuite I’'équation donnant la
poussée complémentaire.

2.2 Calculde v, Met T
connaissant la poussée complémentaire

2.2.1 Expressions générales de v, et T

Soit p’ la densité de la charge permanente supposée constante.
La figure d’équilibre du cable dans chaque travée de portée ¢ est
une parabole dont l'ordonnée comptée a partir de la corde O'A’
(figure 3) est (f étant la fleche pour x= €/2) :

v = Hxie-x (12)

En effet, les réactions d'appui du cable en O’ et A’ comprennent

- -
les réactions R, et R, de la poutre sur appuis simples supportant

la densité de charge p’ et deux forces ? et - ? opposées. En écri-
vant que le moment fléchissant en tout point du cable est nul, nous
avons, |’ désignant le moment fléchissant dans la poutre sur
appuis simples supportant la densité de charge p”:

W-Tycos®=p'-Q' =0 (13)
_ W p o x(t-x)
donc y = gc o 5
7
Rl
RO
Oi OI B
T
A
-]
(o] \ 4 A -
v x
A

Figure 3 - Déformation d’une travée suspendue

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.

C2035-4

© Techniques de I'Ingénieur, traité Construction



Il en résulte que :
62

Q=rg

(14)

Lorsque latempérature est différente de la température de réglage
ou lorsque des surcharges sont appliquées au tablier, la poussée
devient Q' + Q et le cable prend une nouvelle figure d’équilibre
définie par I'ordonnée y + v. Désignons par 1 le moment fléchissant
produit par les surcharges dans la poutre sur appuis simples et par
m le moment fléchissant dans cette méme poutre di a la densité
de charge transmise au cable par les suspentes. Nous avons I'équa-
tion, analogue a I'équation (13) :

wW+m-(Q +Q)(y+v)=

Eliminons ' entre I'équation précédente et I'équation (13) ; nous
trouvons :
m=(Q"+ Q) v+ Qy

Le moment fléchissant dans la poutre de rigidité a donc pour
valeur :
M=p-m=p-(Q'+Q)v-Qy (15)

La fleche v de la poutre de rigidité, d’inertie constante I, est alors
une intégrale de I'équation différentielle, v étant compté positive-
ment vers le bas :

2
EI% = —M=_u+(Q+Q)v+Qy
X
2
soit LY Kkrv= - w-ay) (16)
K2 étant défini par :
K2 = OE+IO (17)

Supposons que les surcharges comprennent des charges
concentrées et des surcharges de densité constante. Nous pouvons
diviser l'intervalle [0, €] en intervalles partiels dans lesquels le
second membre de I'équation (16) est continu ainsi que ses deux
premiéres dérivées ; les limites des intervalles partiels sont, outre
les extrémités de la travée, les points d’application des charges
concentrées et les extrémités des zones de surcharges réparties. A
I'intérieur de I'un de ces intervalles, ou la densité de surcharge
constante est p, le second membre de I’'équation (16) est un poly-
ndme du second degré, et I'intégrale générale a pour expression :

v = Q [A exp(Kx)+£exp( Kx)+———y

a+Q
A1 (p_p
K2\Q Q
Il y a autant de couples de constantes que d’intervalles. On les

détermine en écrivant que v est nul pour x=0 et x= ¢ et que v et
dv/dx sont continus aux limites communes a deux intervalles.

(18)

Connaissant v, I'équation (15) donne M:

_Q _ p’_p
M = Kz{Aexp(Kx)+Bexp( Kx) o4 } (19)

et I'effort tranchant T a pour valeur:

_am__Q _ _
T= i K[Aexp(Kx) Bexp ( Kx)} (20)

STRUCTURES NON LINEAIREMENT ELASTIQUES

2.2.2 Calcul des constantes A et B

Il est remarquable que I'on puisse calculer les constantes A et B
par une méthode de superposition. Supposons que la surcharge
soit la somme de n surcharges élémentaires ; nous avons :

H=Hq+Hp+ ...+ Uy

Considérons les équations différentielles :

d? Vo K2Q
2 —
oz K= aTaY
d2v; K2
] _K2y. = _ . i =
2 K2v; o-al (G=1,2,...,n)

Soit vq et v; les intégrales de ces équations qui s’annulent pour
x=0 et x= ¢ et qui sont continues ainsi que leurs dérivées dans
Iintervalle (0, € ) ; il est immédiat de vérifier que :

V=Vo+ Vy+ Vo+ .+ V,

est I'intégrale de I'équation (16) qui s’annule pour x=0et x= € et
est continue, ainsi que sa dérivée, dans l'intervalle (0, €).

On obtient ainsi une méthode de superposition permettant de
déduire tout couple de constantes de |'expression de v :

vy = Q 4o xp (Kx bo X Kx L ’
0= | R P K+ gr e (K -y g (G

avec :

_ (P exp (K¢)
et by = (O’) exp (K€) +1

07 \Q) exp(Kt)+1
et de I'expression de v;relative aux deux cas de surcharges suivants.
Charge concentrée P;al'abscisse x;. Dans ce cas :

’

a_r2 K b K !
O,+O[K2exp( x)+———exp( x)+—o—} pour X< X;
V. =
J Q a” K ” K J
Q+O[ exp ( x)+—exp( X)+—} pour x > X;
avec :

L. 1pK exp [K (£ - x;)]-exp [- K(£-x;)]
ai=-3%7a exp (K€)—exp (- Kt)
b - 1p K exp [K(€-x;)]-exp [- K({-x;)]
i 2%a exp (K€)—exp (- Kt)
s _1pK exp [-K(€ - x;)] —exp [- K(€ + x;)]
aj=3"5a exp (K¢)—exp (—K€)
b7 - _1pK exp [K({+ x;)]-exp [K(€-x;)]
iTT20%a exp (K€)—exp (-K¢)

Si I'on a n charges P;j(j=1,2,.., n), les constantes A et B
relatives a l'intervalle partiel (x;, x;, 1) ont pour valeurs :

” ” ” , , ,
A=ag+ai +aj +..+aj +aj +aj, +..+a;

” ” ” , , ,
B=by+b7 +b7 +..+b] +bj, 1+bj,,+...+b]
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Charge répartie de densité p; dans l'intervalle (x;_
cas:

x,-). Dans ce

Q_[3j bj W
[—Zexp(Kx)+ﬁexp(—Kx)+5 pour X< X;_4

Q+Q| K Y
9 18 o (Kx>+iex o L (2
v-|T+0 /<2 P P KzZ\ @
pour X;_ ;<X<X;
o [ ” ” j
.0 KZ exp(Kx)+—exp( Kx)+—} pour x > X;
avec:

a]f = %(%){exp[K(€—xj)]+exp[—K(€—x/-)]

—exp [K(£ - X;j_1)]-exp [~ K(€- 1)]}/[exp(K€)—exp(—K€)}

b’ :—l(’é’){exp[KW X1+ exp [~ K (£ x;)]

—exp [K({-x;_4)]

—exp[-K(€- 1)]}/[exp(K€)—exp(—K€)}

a = 2(2’){exp[K(€ x)1 + exp [~ K(£-x;)]

—exp [- K(€+ i_]—exp[-K( - 1)}/{exp(K()—exp(—K@)}

b, = _%(%){exp[K((f—x,-)Hexp [-K(€-xp)]

—exp[K(€+x D1-exp [K (£ - X; 1)]}/[exp(K«f)—exp(—K«f)]

a’ = L (p’){exp[ K(€+x;)] + exp [-K(€-x))]

2\a
—exp [- K(€+ i_)]-exp[-K(£- X; 1)}/{exp(K{?)—exp(—K{?)}
b7 = —% (%){exp[K(€+Xj)]+exp[K(€—x-)]
—exp K(€+ i_]-exp [+K (£ - 1)}/‘exp(K€) exp (- K€)‘

Dans le cas général de surcharges représentées sur la figure 4,
les constantes relatives a I'intervalle (x;_, x;) ont pour valeurs :

" ” . ,
A=ag+al +ay +..+aj  +a+aj, g +aj,,+..+a,

” ” ” . ,
B=by+by +by +...+bj 4 +bj+bj 4 +bj ,+..+b]

On traiterait de la méme fagon un cas de surcharge mixte
comportant des charges concentrées et des charges réparties de
densité constante.

i

2.2.3 Valeurs maximales ou minimales de Metde T
dans un intervalle donné

D’aprés les expressions (19) et (20) de M et de T, il suffit de
rechercher le maximum ou le minimum d’une fonction de la forme,
o et B étant deux constantes :

o(x)

Si o et § sont de signes contraires (o < 0), ¢(x) varie toujours
dans le méme sens, et le maximum ou le minimum de la fonction
est atteint a I'une des extrémités de I'intervalle.

Si o et B ont le méme signe (aff > 0), ¢ (x) a un maximum si ce
signe est —, et un minimum si ce signe est +, pour la valeur :

el

Ce maximum (ou ce minimum) a pour valeur:

o(xp) = £2JaB

le signe a prendre devant le radical étant le signhe commun a o et
B. Le maximum ou le minimum de ¢(x) dans l'intervalle considéré
sera atteint soit aux bornes de l'intervalle si x,, est extérieur a
I'intervalle, soit pour x,.

= a exp (Kx) + B exp (- Kx)

X

Un cas particulier intéressant est celui ou la travée supporte une
charge répartie de densité p sur toute son étendue. Dans ce cas :
_(P_P 1 _ (P _P | _exp(KE)
A‘( ) et B‘( )exp(K€)+1

Q Q) exp(K€)+1 Q o

Le moment fléchissant maximal obtenu pour x=€/2 a pour

valeur :
, 2exp<K€>
My = 2 (B2 [ 1=
max Kz Q Q

exp (K€)+1
Les valeurs extrémes de I'effort tranchant ont lieu pour x=0 et
x=4:

T(0) =

p_p | exp(Kt)-1
-7 = (O O’)exp(K€)+1

2.3 Calcul de la poussée complémentaire

2.3.1 Relation des déplacements orthogonaux

Cette relation donne le déplacement horizontal uq du céble a
I’'extrémité de la travée, connaissant le déplacement horizontal ug
du cable a l'origine de la travée, la composante verticale v du
déplacement d’un point du cable, la poussée complémentaire Q et
la dilatation &€ due a la variation de température.

By

Figure 4 - Surcharges réparties sur une travée suspendue
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Nous supposons les déplacements du céable faibles. Soit x, y et
s les coordonnées et I'abscisse curviligne d'un point du cable et
(u, v) les composantes du déplacement de ce point. Un petit élé-
ment de longueur ds définie par:

ds? = dx? + dy?
a, aprés déformation, une longueur ds + 8 ds; nous avons :
dsdds=dxddx+dyddy=dxdu+dydv

car ddx=ddx=duetddy=ddy=dv

Donc M__gzg_)i_'_dsSds
dx =~ dx dx dx dx

Or 4 ds résulte de l'allongement élastique dG a la variation de
poussée Q et de I'allongement thermique di a la dilatation €. Donc,
E’ et S désignant le module et la section du cable, et en observant

que la variation de tension du cable est Oig :

dds _ [ Q (ds ve ds
dx | F'S \dx dx
il en résulte que :

du _ dydv,  Q (ds)®  (ds)?
dx dx

dx = dxdx  FS
Intégrons I'équation précédente d’'une extrémité a l'autre de la
travée ; nous obtenons la relation des déplacements orthogonaux :

“dy dv Q

U=t = = | o o 9%+ E’SL +el, (21)

dans laquelle :
€ ¢
ds)3 f ds)?
Ls—fo <—d—;) dx et Li’_ 0 a—); dx
Intégrons par parties l'intégrale qui figure dans (12) ; en obser-
2
vant que v est nul pour x=0 et x= ¢ et que %y = __S_f, nous
dx? (2
pouvons mettre la relation des déplacements orthogonaux sous la
forme :

8f Q

Up=lp = —73 vdx+ﬁL +el, (22)
La relation (21) n'a été démontrée qu’en axes rectangulaires. Elle

est cependant encore exacte lorsque I'on compte les ordonnées du

cable a partir de la corde qui ne different des ordonnées comptées

a partir d'un axe horizontal que par une fonction linéaire ax+ b,

car:

¢ d(ax+ b) dv

1
dv
0 ax adx_ajoadx_a[vw)—v(m]_

2.3.2 Expressions de la longueur L du cable
et des longueurs Ly et Lg

Il est facile, pour un cable parabolique de longueur L, de portée ¢
et de fleche f dont la corde Q'A’ fait I'angle 6 avec I’horizontale
(figure 5), de calculer les intégrales :

¢
ds)3
L= fo (a;) dx

€
ds ds \?
L= foa“dx Le= fo (a;) dx
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— [y -
-

%

Figure 5 - Cable parabolique

En effet, I'équation de la ligne moyenne du cable en axes rectan-
gulaires est :

Y=y-xtgb = ;}—:xw—x)—xtge

et I'on trouve :

2
cos20 ds =1- 8f 1-2x sin @ cos §

dx 2 €
1672, _ 2x)? cos26
2 14

On calcule donc facilement des développements en série de

ds)\” , . . .
T et I'on trouve aisément les formules suivantes :

8(f 39_ 32 (F)* 0es in2
+3<€> cos3 0 — (6) cos®0(1-5sin%0) + ...

1
L= e[cose

1 6(f
L'_e[coszeJrT(?)]
f\21+sin26 96 (f\* ¢
Ls_f[cosse (7> “cos6 ?(7> cos 9+...}

qui, lorsque 6 est nul se réduisent a:
f
[“—(7) -]
f 9 [ f
L €[1+8<7) +—5-(?> +}

L6 ()2
3 \¢
Il est justifié, f/¢ étant au plus égal a 1/8, de calculer LetLgau
moyen de développements limités au terme en (f/€)%.

’\|~»

L,

2.3.3 Equation donnant la poussée complémentaire

Considérons un pont suspendu a mtravées (figure 6), et affectons
de l'indice i les quantités :

¢ fy,v,p,p. 1K L L,

considérées précédemment relatives a la travée de rang i.

C2035-7
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Figure 6 - Pont p

du a plusieurs travées

Lorsque les travées sont surchargées, ou lorsque la température
est différente de la température de réglage, la poussée devient
Q’ + Q. Si u; désigne le déplacement horizontal du pyléne P;, nous
avons, en vertu de la relation des déplacements orthogonaux (22) :

(23)

1
Ui—Uj_q = ——5

Les déplacements ug et u,, sont dus aux variations de longueur
des cables d'ancrage ; si ces derniers ont une tension initiale assez
forte, ou s'ils sont suffisamment courts, nous avons LSO, Lto, Lg

m+1

et L, désignant les longueurs Ls et L, relatives aux cébles
d'ancrage :
uy = E’QSL +£L
(24)
2 L L
—Unp = E’'S sm+1+€ tmia

Ajoutons membre a membre les équations (23) et (24) pour éli-
miner les déplacements horizontaux u;; nous obtenons I’'équation :

8f;
Fo+ed, —z v,-dx
¢?
i

Q
S (25)

i

dans laquelle :

2
e = f(gs> dx et SB,:J(%—E) dx

les intégrales étant calculées d'un massif d’ancrage a l'autre.

En remplacant dans I'équation (25) les fleches v; par leurs expres-
sions calculées dans le paragraphe 2.2 (v; dépend de Q), nous
trouvons une équation qui permet de calculer Q. Nous devons donc

¢
calculer I'intégrale fo v dx pour une travée quelconque ; pour cela,

écrivons, comme nous l'avons fait pour déterminer les constantes

AetB:
V=Vg+Vi+Vo+..+ .+ Vy

De I'expression de vy donnée au paragraphe 2.2.2 nous déduisons :

¢
Q 2 8f
L vodx = “6’?5[3”‘@*

Introduisons les variables sans dimensions :

16f exp(K€)-1
K3¢2 exp(K¢€)+1

a+a x
S

A=Kt =¢ 7

(26)

C2035-3

¢ est I'abscisse relative d’une section, et A caractérise la souplesse
de la travée ; A est d’autant plus petit que la travée est plus rigide.

En définissant la fonction sans dimensions :
12
ot ®) = 3e2-263- 122

12 exp (AE) —exp [M(1-E)]+expA—1

k expA+1 (27)

nous pouvons écrire :

¢
2 Q
jo Vo dx = *g fe—o—rl—a([)(;b, 1)

De méme, on vérifie aisément que I'on a, v; étant la fonction
donnée au paragraphe 2.2.2 relative a la densité de charge p;régnant
entre les abscisses x;_; = ¢§; jet x;=(§;:

€
1 3
fo vidX= 5o P,-% oA, €)= oA, &;_1)]

Enfin, en définissant la fonction sans dimensions :

L 12 exp (AE) + exp [A(1-©)]

A2 expA+1 (28)

v}, €) = 65(1 —&)—F

on vérifie aisément que I'on a, v; étant la fonction donnée au

paragraphe 2.2.2 relative a la charge concentrée P; appliquée a la
section d’abscisse x; = (&; :

€
1
J;de‘fffa

Les résultats qui précédent permettent d’écrire I'équation (25)
sous la forme :

€2
Py WL E)

i—e(Q+Q) &,

2
230

Q=

> (29)
16 T Q+Q
Z?TWN) “Fs L

dans laquelle pour une travée supportant des densités de charge
p; entre les abscisses relatives £;_q et §;:

Fi= 6 piloh, &)~ o, & p)]
J

et pour une travée supportant des charges concentrées P; aux
abscisses relatives &;:

= ; Piw(h;. &)
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La fonction y(A, &) est une pseudo-fonction d'influence qui dépend
de A, c’est-a-dire de I'état de charge de I'ouvrage. Dans les formules

précédentes, z indique une sommation étendue a I’'ensemble des
i
travées et Z une sommation dans chaque travée. Nous avons

j
Q' +Q
= €.
1 I Eli

L'équation (29), de la forme Q = F (Q), permet de calculer rapide-
ment Q par approximations successives ; la suite :

Q1= F(Q), @y = F(Qy), ..., Qp= F(Qp_1), ..

posé :

tend rapidement vers Q. Trois approximations sont toujours
suffisantes.

Remarque : les fonctions ¢(A, &) et y(A, &) vérifient les
relations :
o, &)+ oA, 1-8) = o(X, 1)
V0, ©) = W0 1-8) = 52 00 ©)

STRUCTURES NON LINEAIREMENT ELASTIQUES

2.4 Indications pour le calcul
d’un pont suspendu symeétrique
a trois travées

La méthode de calcul exposée ci-avant permet de calculer rapi-
dement un pont suspendu symétrique a trois travées. Dans le cas
ou latravée centrale est environ trois fois plus longue que les travées
de rive, les tableaux 1 et 2 indiquent comment doit étre disposée
une surcharge de densité constante pour obtenir les efforts
maximaux dans la poutre de rigidité et les déformations maximales
de I'ouvrage.

Les lignes enveloppes du moment fléchissant et de la valeur
absolue de I'effort tranchant dans la poutre de rigidité ont la forme
indiquée sur la figure 7.

Tableau 1 - Efforts maximaux dans les poutres de rigidité

Disposition des surcharges
Effet obtenu Température
A B c
Moment fléchissant et effort tranchant maximaux en T 3
travée A
1
Effort tranchant négatif minimal en travée A minimale
Moment fléchissant maximal en travée B maximale
~ 0,40
Moment fléchissant maximal au milieu de la travée B maximale
=~ 0,35 ~ 0,65
Effort tranchant maximal dans la travée B maximale
=~ 0,30
Effort tranchant minimal dans la travée B minimale
~ 0,30
Poussée maximale minimale
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Tableau 2 — Déformations maximales de I'ouvrage

Disposition des harg
Effet obtenu Température
A B c
Fléche maximale vers le bas au milieu de la travée B maximale
~ 0,10 =~ 0,90
Fléche maximale vers le haut au milieu de la travée B minimale
Fléche maximale vers le bas au milieu de la travée A maximale
Fléche maximale vers le haut au milieu de la travée A minimale
Déplacement maximal vers la gauche en téte du -
minimale
pylone A/B
Déplacement maximal vers la droite en téte du pylone ;
A/B maximale

@ ligne enveloppe de M

.@ ligne enveloppe da T

Figure 7 - Lignes enveloppes de M et T dans une poutre de rigidité

Remarque : les efforts dans une travée de rive peuvent étre
calculés avec une erreur inférieure a 1 % en prenant Q = 0. Nous
obtenons ainsi pour valeurs approchées de M,,,, et de T,
dans la travée de rive de portée €’ :

K¢
[ 2exp(————2 ) }
M. =P (<2
max — K12 exp (K'€") + 1

T _ p exp(Kt)-1
max = K’ exp (K'¢’) + 1

C2035-10

3.1 Formules générales

Considérons (figure 8) un cable fortement tendu fixé en A et B et
soumis a son poids ® par unité de longueur. La figure d'équilibre
du cable est une chainette que la forte tension du cable permet de
confondre avec une parabole ; cette hypothése revient a supposer
que le poids du cable par metre courant de projection horizontale
peut étre considéré comme constant et égal a ®/cos 6, 6 étant
I'angle de AB et de I'horizontale. En effet, le calcul fait pour établir
la formule (12) montre que I'ordonnée y du cable compté a partir
de sa corde a pour valeur:

af
y = ﬁxw—x)

et que la composante horizontale Q de la traction du cable est
constante et égale a:

o 2 T
" cosb 8f 8f (30)
IT désignant le poids total du cable :
n=oxr=-2¢ (31)
cos 6

La tension moyenne T du céble a mi-portée, ou la tangente a la
parabole est paralléle a la corde AB, a pour valeur :

D A2
T_ Q _Ih_ o)

cos® 8f  8f (32)
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Tg

Ta

//2 /2

Figure 8 - Cable tendu entre Aet B

La tension du cable est maximale au point haut B et minimale au
point bas A; en désignant par h la différence de niveau des extré-
mités du cable, les tensions en A et B ont pour valeurs :

Ta= T76<ﬂff>

Tg =

(33)

I
\'
+
e
—
N| >
I
-
-

Démontrons par exemple la seconde formule (33). Nous avons,
avec les notations de la figure 8 :

T - Q _ _Tcoso
B cos (0 + @) cos (0 + @)
tgezﬁ et tg(0+9)= h+4f
¢ ¢
il en résulte que :
fe) | E G
2
Tg=T ¢ =T 2 \2

i By
h 1
“(7) ”(f)

Il suffit alors, f/€ étant petit, d'effectuer un développement limité
pour aboutir a la seconde formule (33).

Le cable étant presque rectiligne, nous pouvons prendre pour
longueur développée du cable, d’aprés la formule donnée au
paragraphe 2.3.2:

- 8(f 3
L_e[cose 3(6) 0s 9}
soit, compte tenu des formules (31) (32) et de ¢ =Acos©:
2 cos2
L=a|1.d02c0870 (34)
2472
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Imaginons le méme céble tendu entre deux points A’ et B, et soit
A =A'B’ et £’ la projection de A’B’ sur I'horizontale ; nous avons,
Q' désignant la composante horizontale de la traction du cable et
T’ la tension moyenne du céble :

’_ , ,_ I A’
¢’ =\ cos®’, O_—sf,, =57
La nouvelle longueur développée du cable :

2 29’
L= (1, IEcos” o (35)

2472
ne differe de L que par I'allongement élastique et par I'allongement
thermique éventuel €. Donc si E’ et S désignent respectivement le
module d’élasticité et la section du céble :

r- _ ., 1-T

L E’'S

Remplagons dans I’'équation précédente L et L’ par leurs expres-
sions (34) et (35) ; nous trouvons, en observant que A et A’ différent
peu et en négligeant des quantités trés petites, la formule fonda-
mentale donnant I'allongement 8\ = A" — A de la corde :

(36)

M _ e T’—T+H_2<cosze_cosze’)
A A E'S 24 T2 T2
Le premier terme du second membre de la formule (36) représente
I'allongement thermique, le second I'allongement élastique et le troi-
sieme l'allongement géométrique di a la modification de la figure
d’équilibre.

3.2 Module d’élasticité apparent
d’un cable fortement tendu

Reprenons le cable de la figure 8 et, I'extrémité A étant fixe,
déplagons le point B en un point B’ de AB tel que BB’ = 3\ soit trés
petit. La tension moyenne du cable devient T+ 8T. En supposant
€ =0, nous avons, d’apres la formule fondamentale (36) :

M 8T+H2c0326 1 1
A E'S 24| T2 (T+8T)2
soit, 8T étant trés petit comme 8\ :

Sh 6T+H2cosze ST

L~ FE'S 12 T3

Définissons le module d’élasticité apparent £} du céble par la
relation :

A _ T
% " ES
nous avons E—1, S
E TT2E’ S cos? 0
1+ ——=
1273

En introduisant la contrainte moyenne de traction o= T/S et le
poids volumique A du cable, nous trouvons, puisque IT=ASA:

Er 1
E E’A2¢2 (37)
1+ ——
1263

Le tableau 3 donne les valeurs du rapport E} /E’ en fonction de
¢ exprimé en métres et de o exprimé en MPa lorsque A = 78 500 N/m?,
E’ =160 000 MPa.

C2035-11



STRUCTURES NON LINEAIREMENT ELASTIQUES

Tableau 3 - Valeurs du rapport E; /E’ [formule (37)]

o
50 100 150
200 0,9750 0,906 9 0,8123
250 0,987 0 0,950 0 0,894 2
300 0,992 4 0,9705 0,9359
350 0,995 2 0,9812 0,958 7
400 0,996 8 0,987 3 0,9719
450 0,997 8 0,991 1 0,980 1
500 0,998 4 0,993 5 0,985 4
550 0,998 8 0,995 1 0,989 0
600 0,999 0 0,996 2 0,9915
3.3 Applications

3.3.1 Déplacement horizontal relatif
des extrémités d’'un cable

Supposons que les extrémités du cable de la figure 8 subissent
un déplacement relatif ¢ = uq— ug (u4 déplacement horizontal de
B et uy déplacement horizontal de A). En différentiant la relation :

A2 = €2+ h?
nous trouvons :

50 A

cos 6

%5?» soit  u;—ug =

La formule fondamentale (36) nous donne alors :

€ =Xcos® Q= Tcos® Q = T’ cosH

T2\ cos 6
24

Ae +X(T’—T)
cos® E’'Scos6

1 1
T

Uq—Ug =

)

En tenant compte des relations :

la formule précédente se met sous la forme :

Q-Q I12¢ cos?0 [ 1 1
u;—uy = el + 3 Lo+ 52 (ﬁ_ Q’2> (38)
avec .= L=t
cos?0 ° cos30

3.3.2 Application aux cables d’ancrage
des ponts suspendus

Laformule (38) peut étre appliquée aux cables d’ancrage des ponts
suspendus lorsqu’ils sont trop longs pour que leurs déformations
géométriques puissent étre négligées. Il suffit alors d’ajouter aux
seconds membres des équations (24) les termes complémentaires :

| ]

€, 1C0S20
24

5 ¢, cos? 6,
24

1T 1
Q2 (Q@+0)2
2
m+1

I 1 1

Q7 (Q+0)2

et

| }

Il suffit alors de remplacer dans I’équation (29) donnant la poussée
complémentaire e£, par e£,+ R, R désignant le terme trés petit :

}

1

24

1 1

R = '
Q2?2 (Q'+0)02

[Hg€ocoszeo+ﬂfn+1€m+1coszem+1][
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200

0,708 8
0,826 2
0,891 5
0,928 8
0,951 2
0,965 2
0,974 4
0,980 6
0,985 0

¢
250 300 350 400
0,609 1 0,5197 0,442 8 0,378 3
0,752 6 0,678 8 0,608 2 0,543 1
0,840 2 0,785 0 0,728 4 0,6725
0,893 0 0,852 9 0,809 9 0,765 3
0,925 7 0,896 4 0,864 1 0,829 6
0,946 7 0,924 9 0,900 5 0,873 9
0,960 5 0,944 1 0,925 5 0,904 8
0,970 1 0,957 4 0,943 0 0,926 8
0,976 8 0,966 9 0,955 5 0,942 6

3.3.3 Calcul des pylones haubannés

Considérons un pyléne (figure 9) maintenu par une couronne de
haubans disposés en éventail régulier. En I'absence de forces
extérieures, dues au vent par exemple, les haubans tous identiques
fixés au point B du pyldne ont la méme tension de composante
horizontale Q.

Donnons un déplacement horizontal u au point B dans la direc-
tion OX, et soit @; I'angle (OX, OA;); le point de fixation B du
hauban BA; subit dans son plan un déplacement horizontal
u;j=ucos @; et la composante horizontale Q; de sa tension est
donnée par la formule (38) :

On calcule Q; en écrivant la formule précédente :

S [u,sLt

Q,-Q

!

E’'S

I12¢ cos2 6

1 1
L.+ 27

@ a?

1

u;=¢el.+

s

E
L

2 2
Q. _ II“€ cos“ O

1

f(Q;) = Q+

S
et en utilisant la méthode des approximations successives ; la suite
"V = £(Q'")) tend rapidement vers Q;.

La réaction R exercée en B par I'ensemble des haubans dans la
direction OX sur le pyldne a pour valeur:

R = ZQ,cosq),-
1

On sait donc calculer R en fonction de u et de la dilatation
thermique ¢, et I'on peut vérifier que la réaction ZQ,- sin ¢; exercée

1
par I'ensemble des haubans normalement a la direction OX est
négligeable.

Lorsqu’il y a plusieurs couronnes de haubans, le pyléne est une
poutre continue reposant sur des appuis d’élasticité variable. La
théorie des poutres continues montre que les réactions d'appui Ry
sont des fonctions de la densité de charge p appliquée et des dépla-
cements uy des appuis :

Ry = Filp, ug)

Par ailleurs, I’élasticité des appuis est définie par une fonction ¢
que I'on sait calculer:
Ui = Ok (Ry)
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On résout aisément les équations précédentes par approxima-
tions successives :

]
~

I
N
5
=)

S
~

I
S

]
x~=

Les valeurs R} et u, tendent rapidement vers les réactions Ry et
les déplacements uy cherchés.

Figure 9 - Pylone haubanné

STRUCTURES NON LINEAIREMENT ELASTIQUES

4.1 Définition des structures étudiées

On peut concevoir de nombreux types de ponts a haubans. Nous
nous bornerons, a titre d’exemple, a I'ouvrage représenté sur la
figure 10, la méthode s’étendant aisément aux différents types
d’ouvrages.

Cet ouvrage symétrique comporte deux travées ; les poutres OB
et OB’ sont encastrées en O sur la pile centrale et simplement
appuyées en B et B’ sur les culées. La verticale fait avec les
haubans C1A,, CoA, et C3A3 les angles ¢4, ¢, et @3 et avec les
haubans C A, C,A; et C;A; , les angles — ¢, — ¢, et — 3.

L'ouvrage est réglé de fagon qu’en I'absence de surcharges et a
la température moyenne les points d’attache des haubans sur le
tablier restent fixes ; les moments fléchissants et les efforts
tranchants dus a la charge permanente dans le tablier sont donc ceux
d’une poutre continue encastrée sur la pile et reposant sur des appuis
fixes aux extrémités B et B’ et au droit des points d’attache des
haubans. Le calcul des réactions d’appuis de cette poutre donne les
tensions initiales des haubans.

Lorsque lI'ouvrage est surchargé, ou lorsque la température est
différente de la température de réglage, les longueurs et les tensions
des haubans varient. Nous choisirons pour inconnues les compo-
santes verticales des variations de la tension moyenne des haubans.
Nous négligerons les variations de longueur du tablier et du pyléne
qui sont petites devant celles des haubans.

4.2 Caractéristiques mécaniques
de la structure

4.2.1 Haubans

Désignons par E; le module d’élasticité d'un hauban, défini par
la formule (37) ; ce module dépend de ¢ et de la contrainte de
réglage o. Si, (figure 11), le point d'attache C du hauban sur le
pylone se déplace horizontalement de u, compté positivement vers
la droite, et si le point d’attache A du hauban se déplace verticale-
ment de v, compté positivement vers le haut, le hauban subit un
accroissement de longueur :

A =-usin - vcos ¢

Figure 10 - Pont a haubans
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(o] A
Figure 11 - Variation de longueur des haubans
En supposant que la température n’ait pas changé, la variation F

de la tension du hauban a pour valeur, S désignant la section du
hauban :

F= E;S% = K8\ = — K(using + vcoso)
avec K constante mécanique du hauban définie par:
K £iS (39)
Y

La composante verticale R et la composante horizontale Q de la
variation de tension du hauban ont pour valeurs :

R = Fcos ¢ =—- Kusin ¢ cos ¢ — Kvcos? ¢
Q= Fsin (p=—Kusin2(p—Kvsin(pcosq>
Nous écrirons la premiére des formules précédentes sous la
forme :

__kR__
Kcos2 ¢

utgo (40)

4.2.2 Poutres du tablier

Considérons la poutre OB encastrée en O et simplement appuyée
en B. Sil'on applique aux points A;des forces verticales R;, comptées
positivement vers le haut, ces points subissent des déplacements
verticaux v;, comptés positivement vers le haut :

v = zk,aikRk (41)

Les coefficients ay;, calculés une fois pour toutes, sont les éléments
d’une matrice symetrique (a;; = aj;) en vertu du théoréeme de réci-
procité de Maxwell-Betti.

4.2.3 Pylone
Le pyléne est une console verticale encastrée en O (figure 12). Si
nous appliquons aux points C; des forces horizontales H;, comptées

positivement vers la droite, ces points subissent des déplacements
horizontaux u;, comptés positivement vers la droite :

up= zk‘,bik Hy (42)

Les coefficients bil" calculés une fois pour toutes, sont les élé-
ments d’une matrice symétrique (bj; = b;;) en vertu du théoréeme de
réciprocité de Maxwell-Betti.

C2035-14

(o)

Figure 12 - Déformation du pylone

4.3 Calcul de I'ouvrage

4.3.1 Effet des surcharges

Si les haubans étaient supprimés, les surcharges appliquées au
tablier donneraient des déplacements verticaux V; aux points A; et
V! aux points A}. Désignons par R;les composantes verticales des
variations des tensions des haubans C;A;et par R/ les composantes
verticales des variations des tensions des haubans C;A;. Il suffit
de connaitre R; et R; pour pouvoir calculer tous les efforts dans
I'ouvrage.

En utilisant la formule (41) nous voyons que les déplacements
verticaux v; et v; des points A; et A} ont pour valeurs:

i= Vit ZAikRk
k

7 Vi+ zAikRI,(
k

<
Il

<
1]

Mais, si u; désigne le déplacement horizontal du point C;, nous
avons également, en utilisant la formule (40) :

i
V; = — ———— — U. ti 0;
! K,-cosztp,» 119 e

’r _
v =

1
—— _tutge,
K;cos?2¢; ' 9@

La comparaison des formules précédentes nous donne les

équations :

R;
PR a, R =-V. —u:t .
Ki c0s2 0; + zk’ ik" 'k i it9P;

R’ (43)

m+zk’a,kﬁ’;( = -V} +u;tg ¢;

De plus, I'effort exercé en C; sur le pyléne a pour valeur :
Hi= Q;-Qj = (Ri-R)tg ¢;
La formule (42) nous donne alors les équations :

up= Y by (Ry—Rp)tg ¢ (44)
%
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Les équations (43) et (44) permettent de calculer les inconnues
R;, R’ et u;. En ajoutant membre a membre les équations (43),
nous obtenons les équations suivantes qui permettent de calculer
Ri+ R :

R;+ R;
————+ Y a (R +Ry) = - (V;+ V!
K,-COSZ(p,- zk: Ik( k k) ( i l)

En retranchant membre a membre les équations (43), et en tenant
compte de I'équation (44), nous obtenons les équations suivantes
qui permettent de calculer R;- R :

R;-R;

m(—p‘_*'zk,(aik*' 2b;tg 9;tg @) (Re—Ry) = —(V;= V7))
! !

4.3.2 Effet des variations de température

Soit ¢ la dilatation due a la variation de température. Les haubans
s’allongent de €;. L'ouvrage étant symétrique, les déplacements u;

sont nuls et R;j= R}. Négligeons la dilatation thermique du pyl6ne

et du tablier ; cette hypothése est justifiée parce que les haubans
qui ont une faible inertie thermique s’échauffent avant le pylone et
le tablier. Soit ); I'allongement des haubans et v; le déplacement

vertical des points A; et A’ ; nous avons:
OA; + €\j=— v;cos @;

et par suite F;= K;\j=— Kj(e\; + v;cos ¢;)

[11 COURBON (J.). — Résistance des matériaux.
Tomes | et Il. Dunod (1971).

[2] COURBON (J.). - Ponts suspendus a poutres
de rigidité : tables facilitant le calcul de la
poussée. Annales des Ponts et Chaussées

(1948).

STRUCTURES NON LINEAIREMENT ELASTIQUES

La relation R;= F;cosg; conduit a I'expression suivante de v;:
R; e\,

V; = e T T
Kjcos?¢; cOsq;

1

Mais nous avons aussi, aucune surcharge n’étant appliquée au

tablier :
v = zaikRk
k
Il en résulte que les inconnues R;sont données par les équations :
R; eA;
————+ Y ayR = - —— (45)
K;cos?¢; “ COS @;

4.3.3 Vérification de I'élasticité apparente
des haubans

Les calculs qui précedent sont effectués avec un module d’élas-
ticité Ej(c;) apparent pour chaque hauban qui dépend de sa
contrainte initiale ;. Mais le calcul donne une contrainte finale ¢’
a laquelle correspond un module d’élasticité apparent E; (o) dif-
férent de Ej(c)).

Le calcul peut étre considéré comme suffisamment approché si
Ej(oc;) et Ef(c}) sont peu différents. S'il n’en est pas ainsi, il faut,
pour obtenir des résultats précis, reprendre le calcul en adoptant
pour chaque hauban un module d’élasticité apparent moyen, par
exemple :

1

G;+ 0
3 [E{(c)) + E{ (c7)], ouencore E] <__’___’_>

2
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