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orsque I'on tient compte des déplacements des points d’une structure pour
écrire les équations d’équilibre, les déplacements ne sont plus des fonctions

linéaires des forces appliquées. Il peut méme arriver que les déplacements
deviennent trés grands sous l’action de forces extérieures finies. Il est indis-
pensable, pour le constructeur, de connaitre les conditions dans lesquelles I’équi-
libre élastique d’une structure est stable.

Pour bien faire comprendre les méthodes d’étude de la stabilité d’une structure,
donnons un exemple trés simple (figure A). Un poteau rigide OA, articulé a sa
base O, est maintenu dans la position verticale par deux ressorts agissant au
sommet A; si I'on écarte le sommet de AA’ = x, les ressorts exercent sur le
sommet A une force horizontale — Kx, K étant une constante caractéristique des
ressorts.
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STABILITE DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE

O

Figure A - Poteau rigide articulé en O et maintenu par deux ressorts en A

Nous nous proposons d’étudier la stabilité de cette structure lorsque le sommet
du poteau est soumis a une force verticale F.

Une premiére méthode consiste a écarter le poteau de sa position d’équilibre
verticale en donnant a A un déplacement x = AA’. Le moment - Fx de la force F
par rapport a O tend a écarter le poteau de sa position d’équilibre, tandis que
le moment Khx par rapport a O de la force — Kx exercée par les ressorts tend
a ramener le poteau vers sa position d’équilibre. L'équilibre sera stable si
Fx < Khx, donc si F est inférieure a une force critique F; :

F<F, avec F,=Kh
Une seconde méthode d’étude de la stabilité est la suivante : lorsque I'on

passe de la position d’équilibre OA a une position voisine OA’, le travail de la
force extérieure F a pour valeur:

A% = Fh(1 - cos 8) = %Fhe2
tandis que I’énergie potentielle emmagasinée dans les ressorts a pour valeur:
V2 2 1 kn2g2
AW = 5 Kx? = 3 Kh?6
L’équilibre sera stable si la variation AW - A% de I'énergie totale de la structure
entre la position d’équilibre OA et la position voisine OA’ est positive (théoréeme
de Lejeune-Dirichlet). L'équilibre est donc stable si AW >Aws. Compte tenu des

valeurs de A et de AW, nous retrouvons le résultat obtenu par la premiéere
méthode.
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1.1 Etude détaillée du flambement
d’une poutre droite articulée
a ses extrémités

Considérons (figure 1) une poutre droite OA de section constante
articulée a ses extrémités et soumise a un effort normal de compres-
sion F. Nous désignerons par ¢ la longueur de la poutre et par [
son moment d’inertie.

Pour étudier la stabilité de I'équilibre rectiligne de la poutre,
donnons aux sections de la poutre un déplacement transversal
v (x) petit; la poutre supporte alors un moment fléchissant - Fv,
donc le déplacement v(x) est [lintégrale de I'équation
différentielle :

d2v

EI
dx2

+ Fv=0

qui s'annule pour x=0 et x= ¢. Si I'on pose :

=L
I'intégrale générale de I'équation différentielle a pour expression :
v=Acos kx + Bsin kx
de sorte que les conditions aux limites s’écrivent :
A=0 et Bsink{ =0

Si I'on fait croitre F, donc k, on trouve B = 0 tant que k{ < &t ; I'équi-
libre rectiligne est donc stable tant que la force F est inférieure a
la force critique de flambement :

n2 EI

Fe= =5 1

La formule (1) est due a Euler.

Lorsque Fdépasse F., nous ne pouvons plus assimiler la courbure
1/p de la poutre a d2v/dx? ; nous avons I'équation différentielle :

E=—Fv
p

soit en introduisant I'angle 6 de Ox et de la tangente a la fibre
moyenne déformée :
EI de =-Fv
ds

Figure 1 - Poutre droite, de section constante,
articulée a ses extrémités
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Dérivons I'équation précédente par rapport a I'abscisse
curviligne s; nous trouvons, compte tenu de dv/ds=sin0:

2
EI—S—S—S—:—Fsine 2)

Multiplions les deux membres de I’équation (2), analogue a l'équa-
tion du mouvement d’un pendule, par 2 d6/ds, etintégrons-la a partir

de O; nous obtenons, o désignant I'angle de Ox et de la tangente
en O (figure 2) :

do\2
EI (HTS-) = 2F(cos® —cos o)

F T F
k:lE:TITC (3)

et en observant que d6/ds est négatif, nous avons :

En posant:

de de

ds = - = — 5
[sin2 & _ gin2 2
2k |sin 5 sin 3

k2 (cos O — cos )
Ecrivons que la longueur de la poutre est ¢ ; nous obtenons, compte
tenu de la symétrie de la fibre moyenne déformée, la relation :

o
ke:f ____de

0
in2% _gin28
sin > sin 2

Le changement de variable :

.0 .o
sin = = sin &+

3 7 sine (4)

raméne l'intégrale elliptique a la forme canonique de Legendre

2

/2
K€ = n -F—=2f ——-———9—‘&—————-=2F<sini‘i) (5)
F. 0 o . 2
1—sm2§sm2<p

F (sin g) dont il existe des tables :

a/2 a’2

Figure 2 - Déplacement transversal a mi-portée de la poutre
de la figure 1
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La formule (5) montre que I'équilibre déformé n’est possible que
si F> F,, car nous avons nécessairement :

n/2
k€ > 2[0 do, soit k¢ >m

Calculons le déplacement transversal fa mi-portée ; nous avons :

— sin 6 do

L O .22
2k |sin 5 sin 5

donc, en intégrant de I'origine au milieu de la portée :

dv = dssin6 =

1 f‘l sin 6 dO
f = —
2k Jo o0 .50
sin? 3 —sin® =
Le changement de variable (4) permet de calculer immédiatement
cette intégrale ; nous trouvons :
2

.o
f_? |n?

soit, compte tenu de la relation (5) :

sin &
fo___ 2 (6)

.o
F(sin =
[sin )
Calculons également la distance a = OA’ entre articulations aprés
déformation ; nous avons :
cos 0 do
. )
2k /sng -sin2 >
2 2

donc a=lJ’u cos 6.d6

dx = dscos6 = —

in2% _ginz®
Sin 2 sin 2

Le changement de variable (4) permet encore de ramener cette

intégrale elliptique aux formes canoniques de Legendre E(sin %)

et F(sin %) :

4 n/2 T oa 2 fﬂ/Z de
a—?jo 1 - sin 5 sin (pd(p—? 0 —oc
l1—sin273in2(p

soit a= %[2E<sin 5 )~ F(sin %)J

Compte tenu de I'équation (5), nous obtenons ainsi la relation :

i=2E(Sin%)f1 )
¢ F(sin%)

Le tableau 1 donne en fonction de o les valeurs de F/F;, f/{ et
a/€ calculées en utilisant les formules (5), (6) et (7).

Ainsi, si F dépasse F, de 1,5 % seulement, la fleche de la poutre
atteint 11 % de sa longueur. Les déformations deviennent donc
considérables, et seules des tiges trés élancées peuvent les supporter
sans se rompre (figure 3).

C2040-4

Tableau 1 - Valeurs de F/F;, f/{ et a/¢ en fonction de o
[formules (5), (6) et (7)]

Al A2 ALK

o
(degrés) FiFe fe alt
10 1,003 818 0,055 379 0,992 397
20 1,015 397 0,109 701 0,969 730
30 1,035 121 0,161 950 0,932 432
40 1,063 663 0,211 120 0,881 203
50 1,102 044 0,256 288 0,817 004
60 1,151 719 0,296 604 0,741 020
70 1,214 723 0,331 309 0,654 637
80 1,293 889 0,359 749 0,559 396
90 1,393 204 0,381 380 0,456 946
100 1,518 389 0,395 770 0,348 989
110 1,677 905 0,402 588 0,237 205
120 1,884 801 0,401 585 0,123 160
130 2,160 369 0,392 547 0,008 173
140 2,542 258 0,375 194 -0,106 923
150 3,105 362 0,348 954 -0,222 268
160 4,030 085 0,312 302 -0,340 319
170 5,950 490 0,259 985 -0,471434
i £ =5 =
(@] A’ A’ (@)

Figure 3 - Tiges trés élancées

1.2 Sécurité vis-a-vis du flambement

La contrainte critique de flambement 6. = F./S s’exprime d’aprés

la formule (1) en fonction du rayon de giration r = ./I/S de la
section ; en définissant I'élancement A = ¢/r de la poutre, nous
avons :
n2E
O = =3 (8)

Soit o, la limite élastique du matériau constitutif de la poutre et

A, = n JE/o, I"’élancement critique correspondant a 6, = G,.
Théoriquement :

— si A< A, donc 6,< G, , la poutre périra par écrasement a la
compression dés que F/S atteindra la valeur o, ;

— si A> A, , donc 65> 6., la poutre périra par flambement des
que F/S atteindra la valeur o,.

Pour une poutre en acier (E = 210 000 MPa), I'élancement critique
est 93 pour 6, = 240 MPa, et 76 pour c, = 360 MPa.

Mais, en réalité, le phénoméne du flambement n’est pas aussi
simple parce qu’un défaut de rectitude de la poutre ou un défaut
de centrage de la force de compression donnent une flexion a la
poutre. La poutre est donc soumise a la flexion composée et la ruine
se produit dés que la contrainte atteint, sur une fibre extréme, la
limite élastique o,.
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Examinons d'abord le cas d’un défaut de rectitude défini par un
déplacement transversal initial :

. MX
Vg = bsmT

Apres application de I'effort de compression F, le déplacement
transversal devient vy+v, et v est l'intégrale de I'équation
différentielle :

d2v

El < + Fv=— Fb sin X

x?2 ¢

qui s’annule pour x=0 et x= . Un calcul simple montre que :

v = bF sin £X
T F - F ¢

[

Le moment fléchissant est maximal en valeur absolue dans la
section médiane :

M Fb

=-F(vy+v) = -

max max

_F

FC

La contrainte maximale est atteinte sur une fibre extréme de la
section médiane située a la distance y du centre de gravité :

M M
o= e Y = [ e
2
Or SLy = r7 = ¢ est la distance du centre de gravité au bord du

noyau central ; donc, compte tenu de la valeur de M, :

F b 1
O max = 3 1+ - F
1- —
FC
et puisque F_ <£> a (f) )‘_2
Fe S G, S) n2E

la ruine interviendra lorsque ¢ =G,. Donc I'équation :
max e

- £ (2) 1
C. =g 1T+ c 1_(£) 2 (9)
S/ n2E
permet de calculer, en fonction de A et du rapport b/c, la contrainte
de compression F/S qui entraine la ruine de la poutre. On obtient

ainsi le réseau de courbes représenté sur la figure 4, chaque
courbe correspondant a une valeur du rapport b/c.

Le cas d'un défaut de centrage de la force de compression
conduit a des résultats analogues. Si e désigne I'excentricité de la
force, le déplacement transversal v est l'intégrale de I'équation
différentielle :

d2v
dx2

EI + Fv = Fe

qui s'annule pour x=0 et x=¢. On trouve facilement que le

moment fléchissant maximal a lieu dans la section médiane et a
pour valeur :

Fe
Mmax = T
cos(% F£>

c

ﬁ
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Un calcul semblable a celui fait dans le cas du défaut de recti-
tude donne I'équation :

F e 1
oo =& 1+<;>—COS T (10)
7|25
qui permet de calculer, en fonction de A et du rapport e/c, la contrainte
de compression F/S qui entraine la ruine de la poutre. On obtient

ainsi un réseau de courbes semblable a celui représenté sur la
figure 4, chaque courbe correspondant a une valeur du rapport e/c.

1.3 Poutre soumise a des liaisons
diverses a ses extrémités

1.3.1 Poutre console encastrée pour x = 0
et libre pour x = ¢

La figure 5 montre que la force critique est celle d'une poutre de
longueur 2¢ articulée a ses extrémités ; donc :
F n2 El
€7 42

F/5 4

—

Q\

(@ A, A

| courbe d'Euler: n* E/ A%
Figure 4 - Contrainte de compression F/S
en fonction de I'élancement A

2¢
F -F
4 ¢
Figure 5 - Poutre encastrée a une extrémité et libre a I'autre
C2040-5
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1.3.2 Poutre encastrée a ses extrémités x =0
etx=1¢(

My et M,y désignant les moments d’encastrement pour x=0 et
x={, le déplacement transversal v est l'intégrale de I'équation
différentielle :

1_X

X X
3

d2v (
€

E1Sy 4 Fv= My )+/\//1

qui vérifie les conditions aux limites :

v(0)=0, v'(0)=0, v(€£)=0,v'(£)=0

On obtient ainsi quatre équations linéaires et homogenes entre
les quatre inconnues : My, M, et les deux constantes d’intégration.
Le flambement n’est possible que si le déterminant de ces équations
est nul, sinon les inconnues seraient nulles et I'équilibre rectiligne
stable. Nous trouvons ainsi I'équation en k¢ :

2(1-cos k€)—k€sinkt =0

dont la plus petite racine positive k¢ = 2n donne la force critique de
flambement :

472 El
==

F

c

1.3.3 Poutre articulée pour x =0
et encastrée pour x = ¢

M, désignant le moment d’encastrement pour x= ¢, le dépla-
cement transversal est I'intégrale de I'équation différentielle :

d2v

B+ Fv=M%
dx?

¢
qui vérifie les conditions aux limites :
v(0)=0,v)=0,v'¢)=0

On obtient ainsi trois équations linéaires et homogénes entre les
trois inconnues: M; et les deux constantes d’intégration. Le

flambement n’est possible que si le déterminant de ces équations
est nul. Nous trouvons ainsi I'équation en k¢ :

sin k{ —k€cos k€ = 0
dont la plus petite racine positive k¢ = 1,430 297 &t = 4,493 409 donne

la force critique de flambement :
n2El _ 2m2El
z ¢

F, = 2,045 75

1.3.4 Poutre encastrée élastiquement
a ses extrémités

Dans ce cas les rotations d’extrémités mg et w4 sont proportion-
nelles aux moments d’encastrement Mg et M :

Myt M. €
@0 =PBo £

@1=" P

B4

Bo et Bq étant des constantes sans dimension caractéristiques des
encastrements élastiques; B =0 correspond a un encastrement
parfait et = -« correspond a une articulation.

Il est aisé de montrer que le flambement correspond a la plus
petite racine positive k€ = u de I'équation :

el

6 (sin u— u cos u)
u?sinu

6 (u-sinu)
u?sinu

d i

On obtient ainsi la force critique de flambement :

6 (sin u—u cos u) +

. 0
u?sinu

31}:
Fo= C(Bo. By o7

C (Bo, B1) étant un coefficient fonction de B et de B,.
Le tableau 2 donne quelques valeurs du coefficient C (Bq, B1).

Tableau 2 - Valeurs du coefficient C (B, B4)

B4
0 0,1 0.2 05 1
0 39,478 38,199 37,004 33981 30,550
01 38199 36981 35841 32950 29,647
02 37,004 35841 34752 31984 28,804
05 33981 32,950 31984 29517 26,648
1 30,550 29,647 28,804 26,648 = 24,121
2 26,958 26,166 25429 23554 21,353
5 23,542 22,745 22,092 20,495 18,521
10 21,933 21,257 20,635 19,073 17,250
20 21,092 20,431 19,825 18,307 16,545
50 20,559 19,907 19,311 17,819 16,091
100 20,376 19,728 19,134 17,652 15,935
oo 20,191 19,546 18,955 17,482 15,777
C2040-6

2

26,958
26,166
25,429
23,5654
21,353
18,916
16,382
15,236
14,589
14,174
14,031
13,886

Bo
5 10 20 50 100 oo
23,452 21,933 21,092 20,559 20,376 20,191
22,745 21,257 20,431 19,907 19,728 19,546
22,092 20,635 19,825 19,311 19,134 18,955
20,495 19,073 18,307 17,819 17,652 17,482
18,521 17,250 16,545 16,091 15,935 15,777
16,382 15,236 14,589 14,174 14,031 13,886
14,134 13,107 12,523 12,148 12,019 11,887
13,107 12,130 11,574 11,217 11,093 10,967
12,5623 11,574 11,034 10,686 10,566 10,443
12,148 11,217 10,686 10,344 10,226 10,105
12,019 11,093 10,566 10,226 10,108 9,989
11,887 10,967 10,443 10,105 9,989 9,870
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1.4 Influence de la déformation
due a I'effort tranchant

Considérons une poutre soumise a des liaisons quelconques a ses
extrémités. L'équation (article Théorie des poutres [C 2 010] dans ce
traité) dans laquelle S; est la section relative a la déformation d'effort
tranchant et G le module d’élasticité transversale :

dv _M _d (T
dx2 = EI  dx \GS,

conduit, compte tenu des relations :

X X

M=- Fv+ M0<1——€->+IVI1—€-
_dM _ dv M, - M,
= _a.; = — FE;+___.Z___

a I'équation différentielle :

2 M, M
1_ F \ d?4v F . _ o<1_x>+_15
GS, EI ¢

2 i y=2
dx? EI EI ¢

Il en résulte que tous les calculs faits précédemment sont encore
valables, a condition de remplacer k? par:

£
5
F
1-G3;

k2 =

Dong, si F est la force critique d'Euler, calculée en négligeant la
déformation due a I'effort tranchant :
n2El
€2

F, =k?El =m

m étant un coefficient qui dépend des liaisons aux extrémités, la force
critique de flambement F, compte tenu de la déformation due a
I'effort tranchant s’obtient en remplacant k2 par k’2 ; nous trouvons
ainsi :

Fe m n2 El 1
FC=1 F - [ mrfE 1 an
* Gs, ¢z GS,

On notera que la réduction de la force critique due a I'effort
tranchant est d'autant plus élevée que m est plus grand.

L'influence de I'effort tranchant est négligeable pour les poutres
a ame pleine. Mais il est important pour les poutres triangulées et
encore plus pour les poutres échelles.

Les formules données dans I'article Structures élastiques a plan
moyen [C 2 015] du présent traité montrent que la force critique de
flambement d’une poutre Warren (figure 6) a pour valeur:

E - mmn2El 1
¢ €2 1+mn2EI< 1 )
¢2? ESsin6cos26

et que la force critique de flambement d’une poutre Pratt (figure 7)
a pour valeur :

E = mn2El 1
¢ £2 14 m‘rt2E1< 1 + 1 )
(2 ESsin6cos20 Ewtan®
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La formule donnée dans l'article Structures élastiques a plan
moyen [C 2 015] montre que la force critique de flambement d’'une
poutre échelle (figure 8) a pour valeur :

=y

F mmn2El
¢ €2 . mn2El [ aZ . ah
€2 24 EJ 12EJ’

Cette force critique peut étre inférieure a la moitié de la force
critique d’'Euler.

1.5 Flambement d'une poutre droite
en milieu élastique

Supposons la poutre articulée a ses extrémités (figure 9). Le
milieu élastique exerce une densité de charge proportionnelle au
déplacement transversal v:

r=gv

avec & coefficient caractéristique de I'élasticité du milieu.

Le moment fléchissant 1 produit par la densité de charge r est tel
que :

Le moment fléchissant total M a donc pour valeur :

d2v
M=-F i
V+ U P

Figure 6 - Poutre Warren

Figure 7 - Poutre Pratt

Figure 8 - Poutre échelle

C2040-7



STABILITE DE L'EQUILIBRE ELASTIQUE

En éliminant p entre les équations précédentes, nous trouvons
que v est une intégrale de I'équation différentielle linéaire :

4 2
d v+,__d v

EI
dx4 dx?

+ev=0 (12)

Cette équation est encore exacte dans le cas d'une poutre soumise
a des liaisons quelconques a ses extrémités, car il suffit d'ajouter
a u une fonction linéaire, ce qui ne modifie pas le résultat.

L'équation caractéristique de I'équation différentielle (12) est :
Elz*+ Fz2+¢e=0 (13)
Lorsque F2 < 4Ele, les racines de I'équation caractéristique sont
de la forme + o £ if, et I'intégrale générale s’écrit :
v=Ach ax cos Bx+ Bsh ax sinfx+ Cch ox sin Bx
+ Dsh ox cos Bx
Lorsque F2 > 4Elg, les racines de I'équation caractéristique sont
imaginaires pures = ik et + ik’, et I'intégrale générale s’écrit :
v=Acos kx + Bsin kx + Ccos k'x+ Dsin k'x

Enfin v doit vérifier les conditions aux limites :

v(0) = 0, V) = 0, v’ (0) = 0, V() =0

qui expriment que v et M sont nuls aux extrémités de la poutre.

Lorsque F? < 4E¢, les conditions pour x=0montrentque A= B=0,
et les conditions pour x= ¢ donnent deux équations entre C et D
dont le déterminant :

20B [chZafsin2B¢+sh2afcos2Bl]
n’est jamais nul ; donc C et D sont nuls et le flambement n’est pas
possible. La force critique de flambement est donc supérieure ou
égale a 2 JEle.
Lorsque F2 > 4Ele, les conditions pour x =0 montrent que

A= C=0, etles conditions pour x = ¢ donnent deux équations entre
BetD:

{Bsin k¢ + Dsink’¢ =0

Bk2 sin k¢ + Dk’2sink’¢ = 0

dont le déterminant (k2 - k'2) sin k{sin k’¢ est nul si k€ = nm ou
k'€ =nmn; donc inn/€ est racine de I"équation (12), soit :

n4 g4 n2gn?
_fhin”
4 €2

EI +e=0

Il en résulte que la force critique de flambement a pour valeur :

. 2F] 4
Fc :n'\gr:tr?er{n{’—z (nz * nzgn“EI)} (14)
4
r
Peed
F v F
0 A

.'"_x—"'

Figure 9 - Poutre droite en milieu élastique
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Si n pouvait prendre toutes les valeurs positives, I'expression
(14) qui contient entre parenthéses la somme de deux termes, dont

le produit est constant, serait minimale et égale a 2./ Ele pour la
valeur n’ qui rend ces deux termes égaux :

wo e
b EI
Il faut donc choisir celui des deux entiers les plus voisins de n’

qui donne la plus petite valeur a I'expression (14). Il est aisé de
montrer que cet entier n vérifie les inégalités :

4
Jnn-1) < % % < Jnn+1)

Lorsque £¢4/EI est trés petit, nous avons n=1 et nous trouvons

une force critique peu supérieure a n2EI/€2 ; ¢'est le cas d'un milieu
peu résistant ou d’une poutre courte.

Lorsque e¢ 4/El est trés grand, n’ est trés grand et le rapport n/n’
est trés voisin de 1:

, ¢4
n:n(1+n):¥ %(1+n)

n tendant vers zéro lorsque n’ tend vers l'infini ; il en résulte que :
F, = 2.J/EIe (1 + 21?)

La force critique est donc trés peu supérieure a 2./ Ele ; ce cas
est celui d’un milieu tres résistant ou d'une poutre tres longue. La
force critique de flambement d’une poutre infiniment longue est :

F, = 2./Ele

1.6 Flambement d'un mat vertical
sous son propre poids

Considérons (figure 10) une console verticale d'inertie constante
I encastrée a sa base O et libre a I'extrémité supérieure A. Soit p
le poids propre de cette poutre par unité de longueur.

v(x)

O

Figure 10 - Console verticale pesante encastrée en O et libre en A
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Pour étudier le flambement de cette poutre sous son propre
poids, examinons s’il est possible de trouver un équilibre dans une
position déformée définie par le déplacement transversal v (x). Le
moment fléchissant M(x) d( au poids propre a pour valeur:

d2v

h
M(x):j plv()-v(x)]dt = EI 3
X dx

En dérivant I'équation précédente par rapport a x, nous voyons
que v (x) est l'intégrale de I'équation différentielle linéaire du
troisieme ordre :

d3v

EI
dx3

+p(h—x)% =0

qui vérifie les conditions aux limites :
v(0) =0, v'(0)=0, v'(h)=0

Si I'on prend une nouvelle variable z définie par:

2 | P h_ 3
z=3 g h-0

la fonction u = dv/dz est une intégrale de I'équation de Bessel :

_d2u+lﬂ+1__1 u=20
dz2  z dz 9z2)  ~
Lintégrale générale de cette équation a pour expression :

u= AJ1/3 (z) + BJ71/3 (z)

Les constantes A et B sont définies par les conditions aux limites :

2 |phd) _ A, 23 du -
u(s EI)_O et (32 U+ 2% o z=0_0

La seconde montre que A=0, et la premiére donne, B n'étant
pas nul, la condition de flambement :

2 [ ph3
s (3«/ ﬁ) =0

La plus petite racine positive de la fonction de Bessel est la plus
petite racine positive de I'équation :

1 z

KR

3 3

1

Elle a pour valeur 1,866 35 ; la condition de flambement est donc :

2 [ph3 _
3B 1,866 35

Donc, si p est donné, le flambement se produira dés que h
dépassera la hauteur critique h;:

3
h, = 1,986 4 /fpl (15)

Et, si h est donné, le flambement se produira dés que p
dépassera la valeur critique :

p, = 78373 % (16)
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2.1 Etude d’une loi d’inertie
permettant l'intégration formelle

2.1.1 Définition de la loi d’'inertie

L'inertie d'une section de la poutre A,A, est proportionnelle a la
quatriéme puissance de I'abscisse de cette section comptée d'une
certaine origine O (figure 11).

Cette loi d’inertie est celle d'une poutre ayant la forme d’un tronc
de cone ou d'un tronc de pyramide. Si x4 et x, sont les abscisses
des extrémités de la poutre (x; > x5), nous avons, I, et I, désignant
les inerties des sections d’extrémités :

4 4
C=x,-Xx,, Iy =Bxy, I, =Px,
Nous obtenons ainsi les relations :

X X
1T _ X _ X 4 “1n

qui permettent, connaissant ¢, I et I, de calculer x4, x5 et B.

2.1.2 Flambement de la poutre articulée
a ses extrémités

L'équation différentielle vérifiée par le déplacement transversal :

2
EBX4_((:X‘£ +Fv=0

L d2v F
‘éerit 4 k2v =0 k2 = —
s’écri X ax2 + k4v avec EP
Son intégrale générale a pour expression :
V= X[Acosf +Bsin—k-}
X X
I
I
4 2
[ = BX
O Az A1 2o
X, £ *
Xq
Figure 11 - Poutre droite de section variable
C2040-9
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Les conditions aux limites v(x;q) =0 et v(xy) =0 donnent les
équations :

Acosi +Bsini=0
X X

Acosi +Bsini =0
X X

Le flambement n’est possible que si A et B ne sont pas tous deux
nuls, donc si le déterminant des équations précédentes est nul :

sin (L - —k-> =0
Xy X4
k k k¢

donc si Uu=s — - — = =7
Xy Xy X1 Xy

La force critique de flambement a donc pour valeur :

nzxfxg
Fo= kK?EB = — 3= EB
soit, compte tenu des relations (17) :
n2E [I,1
F, = T” (18)

c =

2.1.3 Autres conditions aux limites

On montre aisément que la force critique de flambement de la
poutre A;A, encastrée a ses extrémités a pour valeur :

_an2E [IT,

[ €2

et que la force critique de flambement de la poutre A1A, articulée
a une extrémité et articulée a I'autre a pour valeur :

n2E [T, 1,
Fc = 2,04575 ———=
€2

Les formules précédentes montrent que les forces critiques sont
celles d'une poutre d'inertie constante égale a ,/I,1,.

Il nen est plus de méme dans le cas ou la poutre est encastrée
k¢

1X2

est la

en A; et libre en A,. On trouve dans ce cas que u = ™

plus petite racine positive de I'équation :
41

N2

La force critique de flambement dépend du rapport p =1,/I, et
I'on peut I'écrire sous la forme :

tan u +

n2E [T, T,

Fo=Kp) —17

K (p) étant un facteur numérique qui tend vers 1 lorsque p tend vers 1.
Le tableau 3 donne quelques valeurs de K (p).

Cette table montre que I'on obtient une force critique plus élevée
en encastrant I'extrémité de plus grande inertie.

Tableau 3 - Valeurs de K (p)

p K(p) K(1/p)
1 1 1

1,2 1,037 4 0,963 6

1,4 1,069 9 09335

1,6 1,098 6 0,908 1

1,8 1,1243 0,886 1

2 1,147 6 0,866 6

25 1,198 2 0,827 0

3 1,240 5 0,795 5

4 1,309 2 0,747 9

5 1,364 0 07126

10 1,5418 06117

20 1,7293 05235

50 1,986 5 0,424 3

100 2,1830 0,3610

200 2,376 5 0,306 6

500 2,6210 0,246 5

1000 2,793 1 0,208 7

2.2 Méthode inverse

2.2.1 Exposé de la méthode

La méthode inverse consiste a se donner, a priori, le déplacement
transversal v (x) au moment du flambement.

Dans le cas d’une poutre articulée a ses extrémités, nous avons :
EIv” (x) + Fov(x) =0

Il en résulte que la force critique :

EK
F, = i) (19)
correspond a la loi d'inertie :
__K v
109 = -3 7700 (20)

K a les dimensions d’un moment d’inertie.

La méthode doit étre Iégérement modifiée dans le cas ou la poutre
n’est pas articulée a ses extrémités, car v (x) ne vérifie plus une équa-
tion différentielle homogéne. Mais ax + b désignant une fonction
linéaire convenablement choisie, la fonction V(x)=v(x)+ax+b
vérifie I’équation différentielle homogeéne :

EIV” (x)+ F,V(x)=0

Puisque V" (x) s’annule en méme temps que V(x), la fonction
V (x) est I'ordonnée de la fibre moyenne déformée comptée a partir
d’une droite passant par les extrémités libres ou articulées (ou
V" = 0) et par les points d’inflexion de la fibre moyenne déformée.
La formule (19) est encore exacte, a condition de remplacer la
formule (20) par la formule :

I(x) =- (21)

2.2.2 Exemples

2.2.2.1 Poutre articulée a ses extrémités

En prenant:
v(x)=Ax (£ -x)
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la formule (20) nous donne la loi d’inertie :

X (€ - x)
I = K Sm s
(x) 202
et la formule (19) nous donne la force critique de flambement :
El,,
F, =12 -7

avec I, = (1/12) K inertie moyenne de la poutre.

2.2.2.2 Poutre encastrée a ses extrémités

En prenant:
v(x) = Ax2(¢ - x)2

nous trouvons :

Vix) = A[x2(€ —x)2 - %64}

La formule (21) nous donne la loi d’inertie :

I(x) = —7’%[1 + 6—)(—%1)—}

et la formule (19) nous donne la force critique de flambement :
36 E1,,
o=~

avec I, = (1/36) K inertie moyenne de la poutre.

2.2.2.3 Poutre articulée pour x = 0 et encastrée pour x = ¢

En prenant:
vi(x) = Ax (£ -x)?

nous trouvons:

V(x) = A[x(f -x)2 - %ész

La formule (21) nous donne la loi d’inertie :

1 x (4 X
10 = 56%(5-%)
et la formule (19) nous donne la force critique de flambement :
18 El,,
c= T2

avec I, = (1/18) K inertie moyenne de la poutre.

2.2.2.4 Poutre encastrée a une extrémité et libre a I'autre

Prenons I'origine des abscisses a I'extrémité libre ; nous avons,
dans ce cas, V(x)=v(x)-v({). Choisissons pour V(x) un
polynédme du quatrieme degré tel que V(0) =0, V"”(0) =0 et
V”(£) =0; nous trouvons, o désignant un paramétre :

1 1
- 3y _ 3 _ _ 4
V(x)_A[€ X 30c€x 4(1 oc)x}
La formule (21) nous donne la loi d’inertie :

L )

I(x) = K
20c+3(1—0c)%
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En tenant compte de :

K 9-
Iy=10)=5- e L =I)-= K(ﬁ)

la formule (19) nous donne la force critique de flambement :

Ely 36-12a EI
Fe=20—3=—F9—""""

Par exemple, si o =2, nous avons I = —l—Ket I, = —122— K et

Ely, 12 EL
Fe=d—g =5 12

2.3 Méthodes numériques
de calcul des forces critiques

2.3.1 Méthode des approximations successives

Elle consiste a résoudre par approximations successives I'équa-
tion différentielle vérifiée par le déplacement transversal v (x). Ce
déplacement doit vérifier les conditions aux limites, et la poutre
déformée doit rester en équilibre indifférent lorsqu’elle est soumise
a une force de compression égale a la force critique de flambement.

Partons donc d’une fonction vq (x) vérifiant les conditions aux
limites. En supposant la poutre soumise a une force de compression
égale a l'unité, le moment fléchissant supporté par la poutre est
M =-vg (x) + Ax +B, les constantes A et B étant déterminées par les
conditions aux limites (A et B sont nuls si la poutre est articulée a
ses extrémités, B est nul si la poutre est articulée pour x=0 et
encastrée al’extrémité x = ¢). Par double intégration, on déterminera
une nouvelle fonction v; (x) vérifiant les conditions aux limites telle
que :

d2v, Vo(X) + Ax+ B

dx2 EI(x)

Si v (x) était, a un facteur prés, le déplacement transversal qui
se produit au moment du flambement, I'application d'une force de
compression égale a la force critique conduirait a un déplacement
F.vq (x) identique a vq (x), et I'on aurait :

_ Vo (X)
cT v (%)

En réalité, on ne connait qu’une valeur approchée v, (x) du dépla-
cement au moment du flambement ; le rapport vq (x)/vq (x) n'est
donc pas constant, et I'on obtient une valeur approchée de la force
critique en prenant la valeur de ce rapport qui correspond aux plus
grandes valeurs de vq (x) et de vq (x).

Pour obtenir une meilleure approximation, on détermine une suite
de fonctions v (x), vq (x), V5 (X),..., v, (X),..., la fonction v, (x) se
déduisantde v,,_; (x) delaméme fagon que v, (x) se déduitde vy (x).
On démontre que le rapport v, _4 (x)/v, (x) tend vers F; lorsque n
augmente indéfiniment. La force critique a donc pour valeur
approchée :

_ Vo1 (X)
CT v,

Il est méme possible de démontrer que F, est compris entre la
plus grande et la plus petite valeur du rapport v, _1 (x)/v, (x).

En général, et c’est ce qui rend la méthode trés puissante, les fonc-
tions v, (x) seront définies par une table de valeurs correspondant
a des sections équidistantes, et les intégrations sont calculées numé-
riquement au moyen des formules données dans I'article Structures
élastiques a plan moyen [C 2 015] du présent traité.
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2.3.2 Méthode de I'énergie

Cette méthode, due a S. Timoshenko, est plus rapide que la
méthode des approximations successives. Considérons une poutre
droite soumise a un effort de compression F. Donnons a cette poutre
un déplacement transversal vérifiant les conditions aux limites.
L'équilibre sera stable si le travail AT effectué par la force F est infé-
rieur a la variation de I'énergie de déformation AW de la poutre. En
effet, si AT > AW, la poutre recgoit une quantité de travail supérieure
a celle qu’elle peut emmagasiner en se déformant, et, si AT < AW,
il faut appliquer des forces transversales pour maintenir la défor-
mation. Le flambement correspond donc a AG = AW.

Calculons AG. Si 3 désigne le rapprochement des extrémités de
la poutre pendant la déformation et 6 = dv/dx le petit angle de Ox
et de la tangente a la fibore moyenne déformée, nous avons :

¢ ¢ ¢
AT = F§ = Ff (1 - cos0)dx = lFf 02dx = lFf v2dx
0 2 Jo 2 Jo
et, comme la variation de I'énergie de déformation a pour valeur :

¢ ¢
v (twmz o J’ v
AW_foﬁdX_foEIV dx
la valeur approchée, par exces, de la force critique de flambement
est:

¢
J Elv”2dx
F=J0 - (22)

¢ ¢
v'2dx
0

La force critique de flambement est le minimum de I'expression
précédente lorsque v (x) est une fonction de I'ensemble & des fonc-
tions vérifiant les conditions aux limites :

¢
] fo Elv”2dx
Fo=Min{ 20—~ (23)

ve F t
o v’2dx

On obtiendra une valeur approchée convenable en prenant v (x)
égal au déplacement transversal di a une densité de charge
uniforme.

Si I'on désire une meilleure approximation, on prendra, dans la
formule (22), I'une des fonctions déterminées dans la méthode des
approximations successives ; cette formule a I'avantage de faire
intervenir toutes les valeurs de la fonction. En prenant la fonction
vq (x) ou au plus v5 (x), on obtient la force critique avec une erreur
relative inférieure au millieme.

Nota : la méthode de I'énergie s’applique facilement a I'étude de la stabilité d’une struc-
ture quelconque. Il suffit de donner a la structure une déformation quelconque compatible
avec les liaisons, et d’examiner si le travail des forces extérieures est bien inférieur a la
variation de I'énergie de déformation de la structure.

2.3.3 Exemples d’application de la méthode
de I'énergie
2.3.3.1 Flambement d'une console de section constante

La fonction :

vérifie les conditions aux limites :

vg(0) =0, vy (0)=0, vg(£)=0

C2040-12

On trouve :

2 2
F% ot AW= S E &

A= 5 El 33

ow

Nous trouvons ainsi la valeur approchée de la force critique :

El
F,=25 Vel
qui ne dépasse la valeur exacte :
n2El 3
F. = 20 2,467 4Oﬁ

que de 1,3 %.

Appliquons la méthode a la fonction v4 (x) déduite de vy (x) au
moyen de la méthode des approximations successives. Nous avons :

3

2

A iU

i TE|' 2

, o, _Fee[x 1/(x\® 1/[x\*
Vi) = fo vi (O dt =g [7‘5(7) * 5(7) }
Donc, sans avoir besoin de déterminer v; (x), nous avons :

¢ ¢
b2y, _ 17 F2e2¢ j 24, _ 62 F2e2¢3
Jo Elvitdx=z5-—f—  Jo V1 X315 ~(En
La formule (22) nous donne la valeur approchée de la force
critique :
153 EI El

o= 7z = 2467745

qui ne dépasse la valeur exacte que de 0,014 %.

2.3.3.2 Flambement d’une poutre droite
dans un milieu élastique

Conservons les notations du paragraphe 1.5 et, puisque v (0) =0,
v () =0, choisissons v (x) sous forme d'une série de sinus:

sin 21 x

. TX
v(x) = a;sin— + a, 7

+a sinﬂ+
€ 3 ¢

Le travail de la force F a pour valeur:
_ 1 f[ 2 _ T[2F - 2,2
AT == | v dx_vn21n a;

L'énergie de déformation est la somme de I'énergie de défor-
mation AW, de la poutre :

[ . mAEL & 42
AW1_EJO Elv"2dx = Y n§1n a2

et de I'énergie de déformation AW, des appuis élastiques :
AW, = 1—félsvzdx =1 i a2
27 2)o 47 &0

La force critique de flambement correspond @ AT = AW, + AW,,
donc:

2, et 2
e 2%t g XA

€2 Y n2a?

F,=Min

Toute reproduction sans autorisation du Centre francais d’exploitation du droit de copie est strictement interdite.
© Techniques de I'Ingénieur, traité Construction



Il est facile de trouver le minimum de I'expression précédente en
observant qu’étant donné une suite de fractions a termes positifs :

la fraction :
Oq+ 0p+Og+ ...+ 0p+ -

Br+Bo+Bat o +Bpt .

est comprise entre la plus grande et la plus petite fraction de la suite.
Nous devons donc prendre tous les coefficients a,, nuls a I'exception
de l'un d’entre eux, a, par exemple. Nous retrouvons ainsi la
formule (14). La méthode de I'énergie a I'avantage de s’appliquer
lorsque l'inertie I et le module de réaction du milieu sont variables.

3.1 Formules préliminaires

3.1.1 Systéme des forces extérieures
relatif a une section

Une poutre circulaire de rayon a (figure 12) est soumise a une
densité de force extérieure :
- - -
f=qi+pj
2 .7 . .
avec i et j vecteurs unité tangent et normal a la fibre moyenne.
Au point G de la fibre moyenne, défini par I'angle (0OG,, OG) =6
—
ou par l'abscisse curviligne s = a6, la résultante générale R et le

— ]
moment résultant L du systeme des forces extérieures ont pour
expressions :

s

— — -
R = Ry+ | f(adt

— - = e S —>
L= Lo+ RyA GG+ |, f(t)AgGdt
— — — —
avec Ryet L, valeursde R etde L en Gy,
t abscisse curviligne du point courant gde I'arc Gy G.

Dérivons les relations précédentes par rapport a s; nous trou-

— -
vons puisque d G/ds = i

- -
dR = f(s)

a7 — s 5> 5 5
_s=[ﬁo+ . f(t)dt}/\ iR A

— —
Remplacons R et L par leurs expressions:
— — - — —
R=Ni+Tj e L =-Mk
— - —
avec k vecteur unité qui forme avec les vecteurs i et j un

triedre trirectangle direct,

2

effort normal,
T effort tranchant,
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Go
Figure 12 - Poutre circulaire de section constante

M moment fléchissant compté positivement dans le sens des
aiguilles d’une montre (convention de signe des poutres a
plan moyen).

En tenant compte des formules :

2 7 = =2
di _ g di_ 1
ds a s a
nous obtenons les relations :
dN T dT N dM
ds a9 dstacPods T @4)

que I'on peut également écrire en prenant 6 pour variable :

dN dT dam
W—T_qa, E+N_pa, W_aT (25)

Dans le cas ou la poutre n’est soumise qu’a une pression normale
p, nous avons, g étant nul :

d
E(M—Na) =0

donc, C désignant une constante :

M= Na+C
et, puisque d’apres les équations (25) :
d(aT) d2m
— 2 _ = 2 _
Na = pa a0 pa Ty
nous obtenons la relation :
dzm 2
L (M) = g5z * M = pa?+ C (26)

3.1.2 Rotation et translation d'une section

. . -
Les formules de Navier-Bresse donnent la rotation w k et la trans-
L . . . 2 .
lation A delasection G, connaissantlarotation wy k etlatranslation

Lo de la section Gy, et les moments fléchissants le long de I'arc
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G (nous négligeons les déformations dues a I'effort normal et a
I'effort tranchant) :

0 =0+ f M(t)dt

— a S% — M(t)
x=x0+w0 /\GOG+ A 9G —gr=dt

Dérivons les équations précédentes par rapport a s:

do _ M
ds = EI
Y - -
c:‘_}\'z[ﬂ)ok+J‘ M(t) J/\i=0)j

N
et remplagons A par son expression en fonction du déplacement
tangentiel U et du déplacement radial V:

— - -
A=Ui +VJ
nous obtenons les équations :

do _ M du Vv dv. U
a

=2, &2 _Y.og LiZog (27)

ds EI' ds a s
que I'on peut également écrire en prenant 6 pour variable :

do _ Ma dU _ dav _
90 = B’ —d—e——V_O, +U=ao (28)

La deuxieme formule (28) montre que lorsque la fibre moyenne T’
a ses extrémités fixes ou bien est une courbe fermée, nous avons :

f Vdoe =0 (29)
r

Enfin, on vérifie aisément la relation suivante qui est une consé-
quence des équations (28) :
d2v Ma?

qoz V= TE

PV = (30)

Nota : les formules (24), (25), (27) et (28) sont valables pour une poutre a plan moyen
quelconque, a condition de désigner par 6 I'angle de Ox et de la tangente a la fibre
moyenne ; dans ce cas le rayon de courbure a = ds/d6 est une fonction de s ou de 6.

3.2 Flambement d’un anneau circulaire

3.2.1 Flambement sous l'action d'une pression
uniforme

Considérons (figure 13) un arc GoGde la fibre moyenne déformée.
Pour calculer le moment fléchissant produit en G par la pression p,
nous pouvons remplacer la pression p agissant sur I'arc GyG par
la méme pression p appliquée sur les rayons OGy et OG, comme
il est indiqué sur la figure 13 ; en effet I'ensemble des pressions p
sur le contour fermé OGyGO constitue un systeme de forces équi-
valent a zéro. Parmi les forces qui interviennent dans le calcul du
moment fléchissant, seule la résultante des pressions sur OG dépend
des coordonnées (x, y) de G; les autres n’en dépendent pas et leur
moment par rapport a G est une fonction linéaire de x et de y. Le
moment fléchissant est donc de la forme :

M = Ax + By + C+—12—p(X2+y2)
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Figure 13 - Anneau circulaire

Soit V(0) la composante radiale du déplacement de G. L'équa-
tion polaire de la fibore moyenne déformée étant p=a-V a des
infiniment petits d’ordre supérieur prés, nous avons :

M= A(a-V)cos® + B(a-V)sin® + C+ %p(a—V)2

et, comme le moment fléchissant est identiquement nul lorsque V
est identiquement nul, A, B et C+ (1/2) pa2 sont nuls ; donc, en
négligeant V2 devant V qui est petit, nous trouvons :

M = - paV (31)

Il résulte alors de la relation (30) que V est une intégrale de
I"équation différentielle :

2 3
u+<1+&>v=0

de? El
En posant:
pad
k2 =1+ T (32)

I'intégrale générale de I'équation différentielle est :
V=Acos k0 + Bsin k6

La condition (29) ne peut étre satisfaite que si k, qui est supérieur
a 1, est un entier. La pression critique de flambement de I'anneau
est obtenue en prenant k=2:
3EI

=2 (33)

c a3

Cette formule s’applique au cas d'un long tube de rayon moyen a
et d’épaisseur e. Mais, puisque tout anneau élémentaire constituant
le tube ne peut se dilater dans la direction de I'axe du tube, il faut
remplacer E par E/(1-v2), v désignant le coefficient de Poisson.
Donc, en tenant compte de ce que I = (1/12)e3, nous obtenons :

Ee3

Pe= 40 -vo a3

3.2.2 Flambement d'un anneau circulaire
placé dans un milieu élastique
sous l'effet d'une pression uniforme

Soit V la composante radiale du déplacement d'un point de
I'anneau au moment du flambement. Le moment fléchissant M est
la somme du moment M, di a la pression p et du moment M, da
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G /'//p/

Figure 14 - Arc circulaire

a la densité de réaction — eV exercée par le milieu. Nous avons,
d’apres les formules (31) et (26) :

M;=-paV et F(My)=-¢ea?V+C

donc  Z(M)=FLM)+F(M,) = C - ea?V-pa¥ (V)

En éliminant M entre I'équation précédente et I'équation (30),
nous obtenons I'équation différentielle vérifiée par le déplacement
radial :

pa’ eat, _
LLV) + El L(V) + Ef V=0

En effet, la condition (29) montre que C est nul.
En définissant les quantités sans dimensions :

3 4
o= _pbi’l et B= % (34)

I"équation différentielle s’écrit :

d4v d2v
= 12 =7
+(2+ ) Ty

46 +(1T+a+B)V=0

L'intégrale générale de cette équation différentielle du quatriéeme

ordre a coefficients constants d’équation caractéristique :
oz)=z%+(2+0) 22+ (1+0+P) =0
a deux formes différentes selon le signe du discriminant :
A=(2+0)2-4(1+0+B)=0c2-4B

Lorsque a? < 4B, les racines de I'équation caractéristique sont

de la forme = A iy, et I'intégrale générale est de la forme :
V=eM (Acos ue + B sin p6) + e (A’ cos ue + B’ sin uo)

Le flambement ne peut pas se produire dans ce cas, puisque V
n’est jamais une fonction périodique de 6 de période 2m.

Lorsque o2 > 4B, les racines de I'équation caractéristique sont
imaginaires pures + ik et + ik’ et I'intégrale générale est de la forme :
V=Acos k6 + Bsin kb + A" cos k'6 + B"sin k'0
V est une fonction périodique de période 2n dans les deux cas

suivants :

a) k est un entier supérieur a 1, et A’=B'=0;
b) k' est un entier supérieur a 1, et A=B=0.

Il convient en effet d’exclure la valeur 1 pour k ou k', car elle
conduit a un simple déplacement d’ensemble de I'anneau.
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Il en résulte que I'équation caractéristique doit avoir une racine
égaleain, avec n> 1. La condition ¢(in) = 0 donne immédiatement :

Compte tenu de la valeur (34) de o, nous trouvons que la pression
critique de flambement a pour valeur :

[ EI
pe = '\nf'iq{;(”z— T+ ,,,ZB_ . )} (35)

Le produit des deux termes entre parenthéses étant constant, le
minimum de I'expression (35) a lieu lorsque n est égale a I'un des

deuxentiers encadrant lavaleur /1 + /B quicorrespond a I'égalité
de ces deux termes ; n est le nombre d’ondes de la fibre moyenne
déformée au moment du flambement.

Sinous prenons n = /1 + /B dans la formule (35) nous voyons
que:

2EI
p;. = "a'g‘ﬁ

Lorsque B est grand, la pression critique a pour valeur, avec une
bonne approximation :

p, = 2 .JEle

a

Cette pression correspond a un effort normal critique :
N, = p.a=2JEle

Lorsque B est petit, le minimum est obtenu pour n=2, et:

3EI 1
Pe= S 1+ 57)

Nota : la théorie précédente permet d’étudier la stabilité d'un tube en acier foncé dans
un terrain sous la nappe phréatique.

3.3 Flambement d’'un arc circulaire
sous l'effet d'une pression uniforme

3.3.1 Equation différentielle
vérifiée par le déplacement radial

Considérons (figure 14) un arc circulaire A’A d’ouverture angu-
laire 20, et repérons les sections par I'angle 8 = (Oy, OG) compté a
partir de I'axe de symétrie.

L'arc n’étant soumis qu’a une pression extérieure uniforme p,
I'effort normal est constant et égal a pa. Pour étudier la stabilité élas-
tique de I'arc, donc déterminer la pression critique p, qui entraine
le flambement, donnons a I'arc un déplacement radial V (0) res-
pectant l'invariabilité des appuis, donc tel que I'on ait, d’apres
I"équation (29) :

+0o
f_a Vde = 0 (36)

La réaction de I'appui A’(6 = - a), qui avant déformation se
réduisait a I'effort normal N = pa, comprend un couple M, et une
force dont les composantes suivant la tangente et la normale a la
fibore moyenne sont N+ Ny et Ty. En observant que My, Ny et Ty
sont petits en méme temps que V et en négligeant des infiniment
petits d’ordre supérieur, nous trouvons pour valeur du moment
fléchissant :

M=-paV+ My + Tgasin (6 + o) + Nga [1-cos (6 + a)]
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En reportant cette valeur dans la formule (30), nous voyons que V
est une intégrale de I'équation différentielle :

dzv + k2V = a? My + Tyasin (6+0) + Nya[1 - cos (8+a)]; (37)
T = E)et o 0
k? étant toujours défini par I'équation (32) :

2 _ pa?®
k% =1+ 5

3.3.2 Arc articulé a ses extrémités
Le moment fléchissant étant nul pour 6 = + o, nous avons
nécessairement :
My =0, et Tocosa+ Nysino=0
de sorte que I'équation différentielle (37) devient :

Toa? COs B — cos o
de2 5} sin o

L'intégrale générale de cette équation est:

V = Acos kO + Bsin k6 +

Elsina \k2-1 k2

Tya’ ( cos 0 cos o )
La condition (36) et les conditions aux limites :
Vi) =0 et Vi-a)=0

donnent un systeme de trois équations linéaires et homogénes en
A, Bet Ty; on trouve aisément que la plus petite valeur de k pour
laquelle ce systeme a une solution non nulle est n/o ; la pression
critique de flambement de I'arc a donc pour valeur :

El (n?
pc:¥(¥_1> (38)

3.3.3 Arc encastré a ses extrémités
L'intégrale générale de I'équation (37) a pour expression :

2 [ M, i
V=Acoske+Bsink6+a—[ 0, T,a SN0+ )

ET [ k2 k2 -1

1 cos (0 + a)
+Noa<7<7 ST )}

La condition (36) et les conditions aux limites :
V(o) =0, V' (a) =0, V(-a)=0, V'(-a)=0

donnent un systéme de cing équations linéaires et homogeénes en
A, B, Mgy, Ng et Ty. L'étude de ce systeme montre que la plus petite
valeur de k pour laquelle ce systéme a une solution non nulle est
la plus petite racine positive kq de I'équation :

tan ko = k tan o

La pression critique de flambement p, a pour valeur :

2 EI
pc=(k1—1)F (39)

Le tableau 4 donne les valeurs du facteur kf — 1 pour des angles

o variant de dix degrés en dix degrés. Pour o = 180°, on retrouve
évidemment la pression critique de flambement d'un anneau.

C 2040-16

Tableau 4 - Valeurs du facteur kf —1 [formule (39)]

« 2 @ 2 « 2

(degrés) ki -1 (degrés) ki -1 (degrés) k-1
10 662,49 70 13,277 130 3,996 1
20 165,38 80 10,137 140 3,665 8
30 73,328 90 8 150 3,270 3
40 41,118 100 6,490 4 160 3,0915
50 26,220 110 5,395 8 170 3,0129
60 18,138 120 4,590 2 180 3

4.1 Introduction

Nous exposerons deux méthodes de calcul de la poussée critique
de flambement d'un arc de section constante soumis a des charges
verticales : la méthode des approximations successives et la
méthode de I'énergie. Nous examinerons les divers types d’arcs :
arc encastré, arc a deux articulations, arc a une seule articulation
et arc a trois articulations.

Comme le déplacement d'un point de la fibre moyenne de l'arc
a une composante horizontale, il convient de distinguer deux modes
différents d’application des charges :

— charges liées a I'arc ; les charges sont appliquées aux points
matériels de I'arc ; la ligne d’action d’une charge se déplace donc
en méme temps que le point d’application de la charge ;

— charges liées a I'espace ; les lignes d'action des charges sont
fixes dans I'espace ; une charge appliquée initialement a un point
matériel de I'arc n’est plus appliquée au méme point matériel de
I'arc aprés déformation.

Ces deux modes d’application des charges conduisent, pour un
arc donné, a des valeurs légérement différentes de la poussée
critique. C'est le cas des charges liées a I'arc qui présente évidem-
ment le plus d’intérét pour le constructeur.

4.2 Etude géométrique
des déformations de I'arc

4.2.1 Fonctions considérées
dans la déformation d’un arc

Les axes Oxy étant rectangulaires, la fibore moyenne AB d'équa-
tion y = y (x) vient, aprés déformation, en A'B’ (figure 15).

Un point matériel P de coordonnées (x, y) vient, aprés déforma-
tion, en un point P’ de coordonnées (x + 8x, y + 8y). L'axe Ox fait
avec la tangente en P a AB l'angle 6 et avec la tangente en P’ a
A’B’ I'angle 6 + 86. Nous poserons :

dx=u, dy=v, 50=¢

Enfin, il existe un point P” de A'B’ qui a méme abscisse que P;

nous poserons PP” = z.

Les fonctions u, v, ¢ et z sont des fonctions de x que nous
considérons comme des infiniment petits du premier ordre. Nous
allons montrer que la connaissance de la fonction v entraine celles
des fonctions u, ¢ et z.
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Calcul de u
Un point P4 voisin de P de coordonnées :

(x+dx, y+dy)
vient en un point P/ voisin de P’ de coordonnées :
(x+u+dx+du,y+v+dy+dv)
en écrivant que PP, = P’P’, nous obtenons:
dx2+dy?2 = (dx + du)? + (dy + dv)?2

soit, en désignant par y’, u’ et v' les dérivées de y, uet v:
’ o, 1 ’2 ’2
u'+vy =- 7(u +v’'e)

u' + v'y’ étant un infiniment petit du second ordre, nous pouvons,
au troisieme ordre pres, remplacer dans le second membre u’ par
—v'y’; nous obtenons ainsi la formule :

u’+v’y’:7—12—(1+y’2)v’2 (40)

qui se réduit, lorsque I'on néglige les termes du second ordre, a:
u'+v'y =0 (41)

Dans ce cas, u (x) se déduit de v (x) par la formule :

u(x) = ua- L Vi€ y'(§)dg (42)

Calcul de ¢
Des relations :
v+ v’

tan6 =y’ et
y 1+u’

tan (6 + @) =

on en déduit aisément, en négligeant les termes d’ordre égal ou
supérieur au second :
o=V
Calcul de z

Au voisinage de P’ les équations paramétriques de la fibre
moyenne déformée s’écrivent, u, v, u’, v', u”, v”,... désignant les
valeurs des fonctions u, v et de leurs dérivées au point P:

X=x+u+(1+ U')dX+1§U”dX2+

Y=y+u+(y' +v')dx+ —12-(y”+ v7)ydx? + ...
Le paramétre du point P” est défini par X = x; on trouve ainsi,
en négligeant les termes d’ordre supérieur au second :
dx=—-u+uu’
Il en résulte que z= Y-y a pour expression :
z=v-uy' (43)

que I'on retrouve aisément en considérant le triangle PP'P".

4.2.2 Moment fléchissant résultant de la déformation

La courbure de la fibre moyenne en Pest 1/R = d6/ds et la courbure
de la fibre moyenne déformée en P’ est 1/R’ = d(6 + ¢)/ds, puisque
les éléments d'arc ont méme longueur. Donc :

1 1 de _ de¢ dx

B F - ds - dx ds = ¢’ cosB = v”cosb
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Si E est le module d’élasticité et I I'inertie de la section, le moment

fléchissant résultant de la variation de courbure a pour valeur :
1 1 ”
M= 51(77 ﬁ) = EIv” cos 6

soit, en désignant par J=1 cos 0 l'inertie réduite et par D le
produit EJ :
M = Dv" (44)

formule qui peut également étre déduite des formules de
Navier-Bresse, a condition de négliger les déformations dues a
I'effort normal et a I'effort tranchant.

4.2.3 Conditions aux limites
vérifiées par le déplacement vertical

4.2.3.1 Arc encastré

Les axes étant choisis comme il est indiqué sur la figure 16, la
fonction v (x) doit vérifier les cinqg conditions aux limites :

v(i0)=0, v£)=0, v'(0)=0, v({)=0
¢
Jo viy’dx =0

la derniéere résultant de la formule (42).

y | ,
P P’ IFl1 B’
A’ P P, B
A
O a x x+dx b ;

Figure 15 - Déformations d’un arc de section quelconque

y [}
A
(@] >
X
€
Figure 16 - Arc encastré ou arc a deux articulations
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4.2.3.2 Arc a deux articulations

Les axes étant ceux de la figure 16, la fonction v (x) doit vérifier
les cing conditions aux limites :

v(0) =0, v)=0, v”(0)=0, v7({)=0

¢
J’Ovydx:o

4.2.3.3 Arc a une articulation

En choisissant deux systemes d’axes O1x1y4 et O,x,y5 (figure 17),
la déformation de I'arc est définie par:

vi(xq) pour 0=
v(x) =
(0 Vy(Xxy) pour 0 <

Les fonctions vq (x4) et v, (x5) doivent vérifier les huit conditions
aux limites :

vi(0) =0, vi(0) =0, vi(a;) =0
vy(0) =0, v5(0) =0, vj(a, =0

a

1 a;
vi(ay) =vy(ay) jo viyi dX+f0 vy y,dx =10

Les sept premiéres sont évidentes. La derniére exprime, d’apres
la formule (42), que le déplacement horizontal de I'articulation C est
le méme lorsque I'on considére cette articulation comme appar-
tenant soit a O,Csoita O,C. Les fonctions y; et y, sont les ordonnées
des arcs de fibre moyenne O,C et O,C rapportées aux axes O1x1y
et 02X2)/2.

4.2.3.4 Arc a trois articulations

En conservant les axes de la figure 17 et les notations définies
pour I'arc a une articulation, les fonctions v; (x) et v, (x) doivent,
0, et O, étant des articulations, vérifier les huit conditions aux
limites :

v,(0) =0, v7(0) =0, v7(a)
vy(0) =0, v3(0) =0, vj(ay) =0

a

1 a;
vi(ay) =vy(ay) jo viyidx+ fo vy, dx =10

C A Y,

O,
0, X2

Figure 17 - Arc a une ou trois articulations

C 2040-18

4.3 Equation fondamentale
vérifiée par le déplacement vertical

4.3.1 Cas des charges liées a I'arc

Choisissons pour origine des axes le centre de gravité de I'extré-
mité de gauche (figure 18), et supposons I'arc funiculaire de la
densité de charge p (x) qui lui est appliquée. Si I'on désigne par Q
et Bles composantes horizontale et verticale de la réaction de I'appui
de gauche et par - A le moment de cette réaction par rapport a O,
nous avons, puisque le moment fléchissant en tout point de I'arc
est nul :

mi(x)+A+Bx-Qy=0 (45)

m (x) désignant la part du moment fléchissant due a p (x) :

m(x)=—f0p(§)(x—§>d§ (46)

Dérivons I'équation (45) par rapport a x, nous obtenons :

—fo pE)dE+B-Qy'(x) =0

En particulier si I'on fait x= 0, nous voyons que :

B = Qy’(0) (47)
Une nouvelle dérivation donne la relation :
Qy” (x) =-p(x) (48)

Donnons une déformation a l'arc; le point matériel P de
coordonnées (x, y) vient en P’ de coordonnées (x+ u, y+ v). Les
quantités A, B et Q deviennent A + 8A, B+ dB et Q + 8Q. Le moment
fléchissant M(x) au point P’ de la fibore moyenne déformée a pour
valeur, m(x) + dm(x) désignantla part de ce moment due a la densité
de charge p (x) :

M=m(x)+3dm(x)+A+3A+(B+3B)x+u)-(Q+3Q)y+v)

soit, compte tenu de I'équation (45) et en négligeant les termes du
second ordre :

M=08m (x) + Bu- Qv+ 8A + xdB - y3Q (49)

Calculons dm (x); puisque les charges sont appliquées aux
points matériels de I’arc, nous avons:

m(x) + dm(x) = _fo PEIx+ux)-&-u(§ldg

donc, compte tenu de I'équation (46) :

dm(x) = —fo P& [u(x) - u(§1dg

puis de I'équation (48) :

dm(x) = Ofo y” (&) [u(x) - u(§)]dg

y P.f |- 14

o

ol |

Figure 18 - Charges liées a I'arc
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Une intégration par parties transforme I'équation précédente en :

Bm 0 = - Oy Ou(0+ Qv @ u’ @) d

soit, compte tenu des relations (41) et (47) :

dm(x) = - Bu(x) - Ofo y’2(&) v/ (&) dE

Reportons cette valeur dans I'équation (49) ; nous obtenons :

M= - O[v+ joy’z(é)v'(ﬁ)dé] +8A + x3B - y8Q

Il résulte alors de la formule (44) que v(x) est une solution de
I"équation fondamentale :

Dv” + Q(v+vy) =8A+x3B-ydQ (50)

dans laquelle y4 est une fonction de x qui se déduit de la fonction
v par |'opérateur linéaire L4 :

X
vi=Lw = [y2@ved

La solution générale de I’'équation (50) dépend de fagon linéaire
et homogéne de cing constantes. En effet, v (x) est une intégrale
de l'équation linéaire du troisieme ordre obtenue en dérivant
I"équation (50) :

(Dv") + Q1+ y?)v' =8B-y’'8Q

4.3.2 Cas des charges liées a I'espace

Conservons les notations définies au paragraphe 4.3.1. Nous cal-
culons le moment fléchissant au point P” de coordonnées (x, y + z).
Puisque les lignes d’action des charges sont fixes, le moment m(x)
des charges par rapport au point P est égal au moment des charges
par rapport au point P”. Donc:

M(x)=m(x)+A+3A+(B+3B)x—(Q+3Q)y+z)

soit, compte tenu de |'équation (45) et en négligeant le terme du
second ordre :
M (x) = 8A + x6B - ydQ - zQ
En tenant compte des relations démontrées précédemment :
M= Dv",

u'+v'y' =0, z=v-uy’

nous voyons que les fonctions u et v sont des intégrales du sys-
téme différentiel linéaire du troisiéeme ordre :

Dv” + Q(v-uy’) =8A+ x3B-ydQ
u'+v'y’=0

La fonction v (x) dépend donc de fagon linéaire et homogéne de
cing constantes : 3A, 8B, 8Q et de deux constantes d’intégration. En
effet, si I'on dérive la premiere équation aprés l'avoir divisée par
y’, on voit en remplagant u’ par —v'y’ que v est une intégrale
d’une équation linéaire du troisieme ordre qui ne contient que 6B
et 3Q.

Désignons par y, la fonction —uy’; la fonction v(x) est une
solution de I'équation fondamentale :

Dv"” + Q(v + ) = 8A + x3B - ydQ (51)
dans laquelle y, est une fonction de x qui se déduit de la fonction v
par I'opérateur linéaire L, :

Yy, = LZ(V) = y’'(x) 4(0 y (&) v'(§)d§
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4.3.3 Calcul théorique de la poussée critique

Le calcul de la poussée critique est aisé lorsque |'on sait intégrer
formellement les équations fondamentales (50) ou (51).

Dans le cas d’un arc encastré ou d'un arc a deux articulations, la
fonction v (x) dépend de fagon linéaire et homogéne de cinq
constantes. Les cing conditions aux limites données au paragraphe
4.2.3.2 fournissent un systéme de cing équations linéaires et homo-
genes entre ces constantes. L'élimination des constantes entre ces
équations donne une équation en Qdont la plus petite racine positive
est la poussée critique.

Dans le cas d’un arc a une ou trois articulations, nous devons écrire
I"équation fondamentale pour chacun des arcs 0,C et O,C
(figure 17). Les fonctions v, (x) et v, (x) dépendent donc de dix
constantes : A ,0A,, 8By, 8B, 8Q4, 8Q, et quatre constantes d'inté-
gration. Mais ces dix constantes se réduisent a huit, car les équations
d’équilibre de la statique exigent que :

$Q,=8Q,=8Q, By=-08B,=03B

Les huit conditions aux limites données aux paragraphes 4.2.3.3
ou 4.2.3.4 fournissent un systéme de huit équations linéaires et
homogeénes entre les huit constantes. L'élimination des constantes
entre ces équations donne une équation en Q dont la plus petite
racine positive est la poussée critique.

4.3.4 Cas d'un arc non funiculaire

Dans ce cas, le moment fléchissant My (x) avant déformation n’est
pas nul ; I'équation (45) doit donc étre remplacée par I'équation :

My (x) =m (x) + A+ Bx- Qy

En reprenant les calculs qui nous conduisent aux équations fon-
damentales (50) ou (51), nous trouvons que v (x) est une solution
de I'équation :

Dv” + Q(v+y) = My (x) + A+ x3B-ydQ

y étant égal a y; ou y,. La solution générale de cette équation est
la somme de la solution générale des équations fondamentales (50)
ou (51) et d'une solution particuliére de I’'équation :

Dv” + Q(v+vy) = Mgy (x)

Les constantes qui interviennent dans le calcul sont, dans chaque
cas, déterminées par les conditions aux limites. On obtient ainsi
autant d’équations que de constantes, mais les équations ne sont
plus homogénes. La poussée critique est la plus petite valeur de Q
pour laquelle le déterminant principal des équations s’annule. Le
moment M (x) n’intervient pas dans le déterminant; donc la
poussée critique est une caractéristique de I’arc qui ne dépend pas
des charges appliquées, mais seulement de la facon dont ces
charges sont appliquées (charges liées a I'arc ou liées a I'espace).

4.4 Méthode des approximations
successives

L'équation fondamentale est de la forme :
Dv"” + Q(v+ Lv)=08A+ x8B-ydQ

L étant I'opérateur L, dans le cas des charges liées a |'arc, et
'opérateur L, dans le cas des charges liées a I'espace.

Nous allons définir un opérateur linéaire Q qui associe a toute
fonction v (x) vérifiant les conditions aux limites une fonction
vq (x) = Qv (x) vérifiant les conditions aux limites.
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Dans le cas d’'un arc encastré ou d’un arc a deux articulations, la
fonction v4 (x) est la fonction qui vérifie les conditions aux limites
et dont la dérivée seconde a pour expression :

d2v, - (vy+Lvy) +8A+ x3B-ydQ

dx? D

Il suffit donc, pour déterminer la fonction v, d'intégrer deux fois
I'expression précédente et de déterminer les constantes au moyen
des conditions aux limites.

Dans le cas d’un arc a une ou a trois articulations, la fonction vy (x)
. . 0 ' y 0 ' :
est égale a v ;(x) surl’arc O1Ceta v,(x) surl'arc O,C; lafonction
. s o1 , s 1 ,
vy (x) est égale a v, (x) surl'arc O1Ceta v,(x) surl’arc O,C. Les

. 1 1 - . .
fonctions v, (x) et v, (x) vérifient les conditions aux limites et ont
pour dérivées secondes :

dzvl - (v% + Lv%) +08A, + x8B-ydQ
dx2 ~ D
d2v) - (V3 + LvY) + 8A,-x8B - ysQ
dx2 ~ D

car 501 = 802 =08Q et 831 =- SBZ =0B.

Il suffit donc, pour déterminer la fonction v4, d’intégrer deux fois
les expressions précédentes et de déterminer les constantes au
moyen des conditions aux limites.

Donc, étant donné une fonction de départ vy, nous pouvons
déterminer une suite de fonctions :

v =Qvp, Vo =Qvyq,..., Vh=QV,_4

Cela posé, supposons que Vg (x) soit, a un facteur pres, le dépla-
cement au moment du flambement. Si nous multiplions vq (x) par
la poussée critique Q;, nous devons obtenir une fonction :

Q(Q. vp) = Q. Qvy=Q, vy
identique a la fonction vg. Nous aurions donc:
Q. = vp (x)/vq (x) (52)

Mais, puisque vy (x) n"est qu’une approximation de la déformation
au moment du flambement, le second membre de la relation (52)
ne se réduit pas a une constante. On obtiendra cependant une valeur
approchée de la poussée critique en donnant a x une valeur parti-
culiere, celle qui correspond par exemple aux plus grandes valeurs
de vq et de v,. Si I'approximation est jugée insuffisante, on utilisera
un des rapports de la suite :

Vi(x) v, (X) V,_1(x)
vy (x)' va(x)" v, (x)

IS

qui tend vers la poussée critique.

Des simplifications de calcul sont possibles dans le cas des arcs
ayant un axe de symétrie. On peut, dans ce cas, distinguer le flam-
bement symétrique et le flambement antisymétrique ; sil'on compte
les abscisses a partir de I'axe de symétrie, la fonction v (x) est paire
dans le premier cas et impaire dans le second cas. En général, la
poussée critique d'un arc encastré ou d’'un arc a deux articulations
correspond au flambement antisymétrique, tandis que la poussée
critique d'un arc a une ou a trois articulations correspond au flam-
bement symétrique.
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4.5 Méthode de I'énergie

4.5.1 Cas des charges liées a I'arc

Nous considérons un arc funiculaire quelconque, et nous I'écar-
tons de sa position d’équilibre en lui donnant un déplacement v (x)
vérifiant les conditions aux limites.

La variation de I'énergie de déformation a pour valeur :
1 (M2 _1[/\/12 _1f,,2
AW—EIﬁds_E de_7 Dv”? dx

les intégrales étant calculées d'une extrémité a I'autre de I'arc.

Le travail AT des forces extérieures a pour valeur, puisque la
densité de charge vérifie la relation (48) :

AT = —Jpvdx = vay”dx

Intégrons par parties ; nous obtenons, puisque v est toujours nul
aux extrémités de l'arc:
AT = — jv’ y’ dx

soit, compte tenu de la formule (40) :

AT = QJ’[U'+ 15(1 + y’z)v’z}dx
soit enfin, puisque u est nul aux extrémités de l'arc :

AT = %Of(1 +y’2)v’2dx

On remarquera qu’il est nécessaire de tenir compte des termes
du second ordre pour calculer le travail des forces extérieures.

Le flambement a lieu dés que AT dépasse AW. Il en résulte que
la poussée critique a pour valeur :

va"de
= 'yl”;j P —— (53)
f(1 +y’2)v’2dx

Q

c

les intégrales étant toujours calculées d’une extrémité a l'autre de
I'arc, et ¥ désignant I'ensemble des fonctions v (x) qui vérifient les
conditions aux limites. On obtient une grande précision en prenant
pour v (x) l'une des fonctions v4 (x), v, (x),... obtenues dans la
méthode des approximations successives.

4.5.2 Cas des charges liées a I'espace

La variation de I'énergie de déformation est la méme que dans
le cas des charges liées a I'arc. Mais le travail AT des forces exté-
rieures est différent ; son calcul est assez délicat ; bornons-nous a
donner le résultat :

AT = —;—OJ[H +y’2)yv'Z_uv'y”]ldx
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Il en résulte que la poussée critique a pour valeur:

va”de
Q, = Min

j[(1 +y'2)v'2_uyv'y”ldx

(54)

4.6 Application aux arcs paraboliques
d’inertie réduite constante

Considérons un arc parabolique symétrique de portée 2a et de
fleche f; I'équation de la fibre moyenne est :

2
y=f(17%) (-as x< a)

En supposant I'inertie réduite Jconstante, la méthode des approxi-
mations successives et la méthode de I'énergie conduisent alavaleur
approchée suivante de la poussée critique :

2
n? EJ 1
Qc=m a2 [ f\2
1+ K(—)
2a

m et K étant des constantes données dans le tableau 5.

Tableau 5 — Valeurs de m et K

K pour des charges

Type d'arc m lices lices Observations
al'arc al'espace
Arc encastré 2,045 8 3,352 4,013
8 Flambement
Arca2 ) antisymétrique
articulations 1 6,144 6,954
Arca1
articulation 1,132 | 1,145 1,360 Flambement
Arc a3 symétrique

articulations 0,752 7 1,990 2,270

5.1 Premiére méthode.
Recherche de la déformation
au moment du déversement

5.1.1 Déversement d'une poutre droite
soumise a la flexion circulaire

Soit (figure 19), au moment du déversement, m& la tangente a
la fibre moyenne, mn et m{ les axes centraux de la section de centre
de gravité m. Par rapport aux axes fixes Oxyz, le point m a pour
coordonnées x, vet w; d'autre part la section atourné d'un angle 0 ;
sur la figure 19, v est négatif, w et 6 sont positifs.
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NA

Figure 19 - Déversement d'une poutre droite
soumise a la flexion circulaire

Désignons par Mé, M, et MC les projections du moment des forces

appliquées a gauche de la section sur les axes m&n( ; les fonctions v,
w et 6 de x satisfont aux équations :

d2v
El 5 =M,
2
1LY - m, (55)
X
de
GK 4 = - M

dans lesquelles EI et EJ désignent les rigidités a la flexion dans le
plan Oxy et dans le plan Oxz, et GK la rigidité a la torsion.

Pour calculer Mg, M;, et MC' nous avons besoin des cosinus direc-
teurs des axes m&n( par rapport aux axes fixes. En considérant v,
w et 6 comme des quantités trés petites dont nous pouvons négliger
les carrés et les produits, nous trouvons les valeurs des cosinus direc-
teurs données dans le tableau :

Ox Oy Oz
mé¢ 1 dv/dx dw/dx
mn —dv/dx 1 0
m{ - dw/dx -0 1
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La poutre étant soumise a un moment constant de valeur algé-
brique — M sur Oz, les équations (55) deviennent :

2
Fl d?v _
dx?
d2w
EJ - - Mo
dx?2
de dw
GKax = Max

La premiére est I’'équation classique de la flexion de la poutre ;
nous déduisons des deux derniéres :

2 2 2
GKde:dez M=

dx?2 dx2 = EJ 0

La rotation 6 est donc une intégrale de I'équation différentielle :

d2e 20 _ . M2
W+ke-0 avec k_m

Il en résulte que 6 est de la forme :
0 = Acos kx + Bsin kx

Les constantes A et B sont déterminées par les conditions aux
limites ; en supposant que la poutre ne puisse pas tourner autour
de Ox a ses extrémités, 6 doit étre nul pour x=0 et x= ¢, donc:

A=0, Bsink¢ =0

La plus petite valeur de kpour laquelle le déversement est possible
est m; nous trouvons ainsi le moment critique M, qui provoque le
déversement de la poutre :

M, = A/ iJGK (56)

5.1.2 Déversement d’une poutre
soumise a une compression excentrée

Considérons (figure 20) une poutre de longueur ¢ soumise a deux
forces opposées Fet— Fdont la ligne d’action commune est paralléle
a la fibre moyenne Ox et a une distance e de celle-ci. Avant déver-
sement, la poutre est soumise a un moment fléchissant constant
M = Fe. Les fonctions v, w et 6 sont, dans ce cas, des intégrales du
systeme d’équations différentielles :

2
9 _ M- R
dx?
2
Es Y Mo Fw
dx?
de _ ., dw
Gk ax = Max

La derniére s’integre et montre que w = (GK/M)6 puisque 6 et w
s’annulenten méme temps pour x=0et x= €. En reportant la valeur
de w dans la seconde équation, nous trouvons que 6 est I'intégrale
de I'équation différentielle :

d2e M2 F

O + —EJGK(1 + I GK)G =0

qui s’annule pour x=0 et x= €. Nous obtenons ainsi la condition
de déversement :

M2

F _n?
W(1+WGK>__ (57)

€2

dans laquelle M = Fe. Elle permet de calculer le moment critique M,
ou la force critique F,= M_/e.
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Figure 20 - Déversement d’une poutre
soumise a une compression excentrée

Examinons deux cas particuliers correspondant a une excentricité
trés forte ou tres faible.

Dans le cas ou e est trés grand, le déversement sera occasionné
par le moment fléchissant, la force F étant faible. Le moment critique
différera peu de la valeur donnée par I'équation (56). En prenant

M? = 2 EJGK/ €2 dans le terme entre parenthéses de I'équation (57),
nous obtenons une valeur trés approchée du moment critique :

_ nJEJGK 1

¢ ¢
, L [GK
ne N EJ
Dans le cas ou e est trés petit, M est petit et le déversement est
occasionné par la force de compression F. Compte tenu de M = Fe,
I"équation (57) peut s’écrire :
F Fe? n?
— 1+ == = ==
EJ GK (2

M (58)

Une valeur approchée de la force critique est donc n2EJ/€2? ; en
reportant cette valeur dans le terme entre parenthéses de I’'équation
précédente, nous obtenons une valeur trés approchée de la force
critique :

n2 EJ 1

Fo= 0 2<e>2 EJ (69)

1T+mn 7) GK

Lorsque e tend vers zéro, cette valeur tend vers la force critique
de flambement d’Euler.

5.1.3 Déversement d’une poutre droite
sous l'effet de charges verticales

Les charges verticales produisent un moment fléchissant M
compté avec la convention de signe des poutres a plan moyen et,
au moment du déversement, un couple de torsion Cinfiniment petit.
Le moment des forces appliquées a gauche d’une section ont pour

composantes sur les axes Oxyz:
My=C, M,=0, M,=-M

et sur les axes m&nC, en négligeant les infiniment petits du second
ordre Cdv/dx et Cdw/dx:

Mi=c_Md—W, M_=-Meo,
dx

Les équations (55) s’écrivent donc dans ce cas :

2
9% _m
dx?
2
09 _ _mo (60)
dx?2
do . dw
CKax = Max - ¢
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La premiere est I'équation classique de la flexion des poutres. Les
deux derniéres dans lesquelles M dépend de x et C dépend de w
forment un systéeme de deux équations linéaires en 6 et w que I'on
ne peut pas intégrer formellement. Il faut donc avoir recours a des
méthodes numériques. Bornons-nous a donner quelques résultats.

Console de longueur ¢ supportant une charge concentrée P a
son extrémité : la charge critique a pour valeur :

P, =4,0126 ——— ‘EJGK (61)

Console de longueur ¢ supportant une densité de charge p: la
densité de charge critique a pour valeur :

P, = 12,854% (62)

Poutre simplement appuyée de portée ¢ supportant une charge
P dans la section médiane : la charge critique a pour valeur :

EJGK
Poutre simplement appuyée de portée ¢ supportant une densité
de charge p : la densité de charge critique a pour valeur :

b, = 28,503 LEK =
Les formules (61), (62) et (63) peuvent étre établies en utilisant les

fonctions de Bessel. La formule (64) a été obtenue en déterminant
0 sous la forme d’une série entiére.
Nota : le moment critique M, correspondant a chacune des charges critiques données

ci-avant est toujours supérieur a la valeur donnée par I’'équation (56). Par exemple, dans le
cas de la formule (64) :

J EJGK

M, = %pcez = 3,563 &

5.1.4 Déversement des poutres non libres
de se gauchir

Les résultats précédents ne sont valables que si la troisieme
équation (55) donnant la relation entre I'angle de torsion et le couple
de torsion est exacte, c’est-a-dire si les sections sont libres de se
gauchir. Par contre, dans le cas d'une poutre (en double té par
exemple) ayant une rigidité au gauchissement EK;, lorsqu’une
section ne peut se gauchir (section d’encastrement d'une console,
section médiane d’'une poutre symétriquement chargée), la derniere
équation (55) doit étre remplacée par I'équation de la torsion génée
(article Théorie des poutres [C 2 010] dans ce traité) :

de d3e
GK q ~ EKi 55 = - Mg (65)

Il est alors possible de reprendre les problémes traités précé-
demment. Les valeurs critiques sont augmentées. Par exemple, dans

le cas d’une poutre soumise a un moment constant, la formule (56)
doit étre remplacée par la formule :

M, = ZLEIGK 2 el (66)

avec a longueur caractéristique définie par:

EK
2 _ 1
a" = TK

Les facteurs correctifs qu’il faut introduire dans les formules (61),
(62), (63) et (64) sont trés voisins et légérement supérieurs a

N1+ m2(alt)?.
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Pour une poutre en double té, si h est la hauteur de la poutre, b
la largeur et e I'épaisseur des membrures, K; a pour valeur :

1
Ky = 5z h?b3e

5.2 Méthode de I'énergie

5.2.1 Formules générales

Il est possible de résoudre approximativement les probléemes de
déversement au moyen de la méthode de I'énergie.

Soit ¢ la longueur de la poutre. Lorsque la poutre se déverse,
I'énergie de déformation augmente, par suite de la flexion latérale
et de la torsion, de:

M dx J’é’M dx
AW—— —
2Jo

En utilisant les relations :

de

M, = - M6 et M——GK—

n

nous pouvons exprimer AW connaissant la seule fonction 6 qui
définit le déversement :

_ M2 92 1f
AW = Zfo £ dx+7 GK(dX) dx (67)

M désignant le moment fléchissant provoqué par les charges.

En méme temps, les points d'application des charges subissent,
du fait du déversement, un déplacement vertical 3(x) que I'on peut
calculer connaissant la seule fonction 6. En effet, supposons d’abord
la poutre encastrée pour x =0 (console). La flexion latérale et la
torsion de I’'élément dont le centre a pour abscisse < x donne a
la section d’abscisse x un déplacement horizontal :

M, ©)(x-8) gt = - LOME)(x=8) 4
EJ(E) EJ(E)

et un déplacement vertical :

M, ®)(x-8) gt = LOMEOx-Y) 4

SRS VI EJ )
Il en résulte que :
X 02 _
d(x) = f(x) = fo 2@ MEx-E) Ig/((%(x 5 gz (68)

Dans le cas d’une console, le moment fléchissant dans la section
d'abscisse & d a une charge unité appliquée a I'abscisse x étant :

(x-8) pour § < x
0 pour § > x

H(x, &) = {’

le déplacement & (x) peut se mettre sous la forme :

_ [fezey M
5(x) = —fo —E@ uq(x, &) dg

Il en résulte que le travail des forces extérieures a pour valeur,
dans le cas d'une charge concentrée P appliquée a I'abscisse x :

fo2(5) M(&)

o EJ(Z) Puqy(x4, £)dg

= - P3(xy)
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et dans le cas d'une densité de charge p (x) :

¢ (a2 ¢
—f0p<x>6<x>dx=f Mdéfop(xwm &) dx

o EJ©®
Donc, dans tous les cas de charge :
_ [ o2 M@

Lorsque la poutre est appuyée pour x=0 et x= ¢, nous avons,
3(x) étant nul pour x=0et x= ¢ :

d(x) = F(x)=(x/O)f(£)
soit, compte tenu de I'expression (68) de f(x) :
- [FereMEx-8 f 82 ME)(E -8
() = fo EJ(x) —EE O ®

Siu(x, &) désigne le moment fléchissant, dans la section d’abscisse
€ de la poutre supposée sur appuis simples, dii a une charge unité
appliquée a I'abscisse x:

E-x)
¢

x(£-§)
¢

pour & < x
nix, &) =

pour & > x

il est facile de voir que le déplacement &(x) peut se mettre sous la
forme :

fo2(5) M(E)
“E® u(x, £)dg

Il en résulte que le travail des forces extérieures a pour valeur,
dans le cas d’une charge concentrée P appliquée a I'abscisse x :

8(x) = —

t g2
— Py - [, LOME BB Pucx;, B de

et, dans le cas d'une densité de charge p (x):

¢ _[fezemME . [
*JOP(X)ﬁ(X)dX— LT@(KJOP(X)H(X:@C'X

Donc, dans tous les cas de charge :

_[fe2EyME) uE)
Azs_f el d (70)

formule qui devient dans le cas d'une poutre sur appuis simples :

_ [fe2E) M2E)
Az;_fo_—de 71)

Donc, si nous nous donnons un déversement possible défini par
une fonction 0 (x) vérifiant les conditions aux limites, la condition
AT = AW donnera une valeur de la charge critique approchée par
exces.

Dans le cas d’une console ou d’'une poutre sur appuis simples,
la condition de déversement s’écrit trés simplement :

¢ pr2 92 ¢ 2
M2 _J’ de
fo £J dx = o GK(—dX> dx (72)

La méthode de I'énergie présente I'avantage de substituer a I'inté-
gration laborieuse d’équations différentielles de simples calculs
numériques d’intégrales définies. En outre, elle s’applique aux
poutres de section variable, et elle permet de tenir compte de la posi-
tion des points d’application des charges qui ne sont pas néces-
sairement sur la fibre moyenne.
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5.2.2 Exemples d’application
de la méthode de I’'énergie

5.2.2.1 Console supportant une charge P
a son extrémité x = ¢

Dans ce cas ou M=-P({ -x), la formule (72) montre que la
charge critique est la charge minimale donnée par I'équation :

€
szowdx:f GK< ) dx (73)

lorsque 6 est une fonction vérifiant les conditions aux limites 6(0) =
et 0'(€) =0, cette derniere exprimant que le couple de torsion est
nul pour x= ¢.

Par exemple, lorsque J et Ksont constants, en prenant la fonction :

x 1/(x)?
9-7*7(7)

nous trouvons une valeur approchée de la charge critique :

35 JEJGK EJGK
Iz Iz

P.= 5 = 4,183

dépassant d’environ 4,2 % la valeur exacte.

5.2.2.2 Poutre sur appuis simples supportant
une charge P dans la section x = (/2

Dans ce cas ou M= (1/2) Px dans l'intervalle (0, €¢/2), la
formule (72) montre, compte tenu de la symétrie, que la charge
critique est la charge minimale donnée par I'équation :

€2 02,2 €/2

02 x doe
2 = G
fo EJ dx =4 0 K <

dx

) dx (74)

lorsque 6 est une fonction vérifiant les conditions aux limites 6(0) =
et 6’'(€/2) = 0, cette derniére exprimant que le couple de torsion est
nul dans la section médiane.
Par exemple, lorsque J et K'sont constants, en prenant la fonction :
X

0 = smT

nous trouvons une valeur approchée de la charge critique :

P = an2 [ 3 JEIGK _ ;165 JEIGK
6+m2 (2 €2

dépassant la valeur exacte d’environ 1,4 %.

5.2.2.3 Console supportant une densité de charge constante p

Dans ce cas ol M=-(1/2) p (£ - x)?, la formule (72) montre que
la densité de charge critique est la densité minimale donnée par
I"équation :

€ g2
pzfo%;x)“dx:4f GK< )dx (75)

lorsque 6 est une fonction vérifiant les conditions aux limites 6 (0) =
et 0'(¢) =

Par exemple lorsque J et K sont constants, en prenant la méme
fonction qu’au paragraphe 5.2.2.1, nous trouvons une valeur
approchée de la densité critique :

o= V210 LEGK _ 14,09 LEIOK

dépassant la valeur exacte d’environ 12,7 %.
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5.2.2.4 Poutre sur appuis simples Par exemple, lorsque J et K sont constants, en prenant la méme
supportant une densité de charge constante p fonction qu’au paragraphe 5.2.2.2, nous trouvons une valeur
Dans ce cas ou M = (1/2) px (£ — x), la formule (72) montre que la approchée de la densité critique :
densité de charge critique est la densité minimale donnée par
,onstie de charg d P 12072 JEJGK JEJGK
I"équation : p,=m2 | = NX==Z* - 2846 X """
¢ 45 + 4 3 ! €3
C92x2(¢ - x)2 ¢ de \2
2 - —
p J’O EJ dx = 4,[0 GK(E) dx (76) trés voisine de la valeur exacte.
lorsque 6 est une fonction vérifiant les conditions aux limites 6(0) = 0
et 6(¢)=0.
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