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Montrons qus fins sin(x ) 0 2) Déduisons que « tan(x) ~ x » azig&i?t x=0
= 0 On a d’apres la question 1) : lim =1
. , i x =0 5’y
Apres qu’on remplace x par 0 on obtient 5 sin(x )
Alors, dans ce cas, on peut appliquer la régle T tan(x) cos(x) sin(x) y l
d’Hopital (dite aussi régle d’Hospital ou de B Cx x5 cos(x )
Bernoulli) tan(x) sin(x 1 I
Ona: sin'(x)=cos(x) et (x) =1 Done lim ( )= ( )>< =Ix-=1
] 5 cos(O) =0 x X cos(x ) 1
Donc lim e lim LGP =1 Alors enfin, ona : tan(x) ~ x » au point x = 0
x =0 x x =0 1 | ] ' ' ]—COS(}C)R
. . I=casix) e Déduisons que lim———>"2 _
Déduisons que hrrg—,—' =] 3 x =0 X
S i 1=
9 Ona: %12(1)—202—3()(—) =]
Si on remplace x par 0, on obtient : — D
‘ i . Donc :
Appliquons alors la régle d’hopital : - l-cos(x) . l-cos(x) x
! . lim =lim . x
(] - COS(.)C )) Sln(x ) x =0 X x =0 e 2
Ona: = -
. s X 2
(—5] =1x0=0
3) Calculons les limites suivantes
HAGhE a) limx? —2x+2
r X
i O g A1) limx® -2 +2=3 ~2x3+42=5
x =0 x =0 P i v —3
5 [X_J Car les polynémes sont continus sur R.
2 - —
) b) lim iy
=lim SILLED) -
=0 g i Y2 =3 _Y27-3 24 233
=1 s x -2 27-2 25 25
Car d’apres le résultat précédent on a : g Tim x -2 .
limsjn(‘x)zl '(”2x2—3x +2 .
x =0 X

Conclusion : on remarque qu’on a appliqué la
regle d’Hopital deux. Pour la 1 fois pour

. sin(x ; ,
monter que hn?) ——( ) =1 et pour la 2°™° fois
- x
. l=cos(x) .. sin(x)
pour montrer que lim . = lim et
x—=0 20 ¥ —0 A
2

conclure la valeur de cette limite.

Alnsi, on peut appliquer la régle d’Hdpital
autant qu’on veut dés que les conditions de leur
application sont vérifiées.

Apres qu’on replace x par 0. on trouve g

Done, on peut appliquer la régle d’Hopital
Rque : si les conditions d’applications de la
régle d’Hopital, on applique directement
cette régle sans préciser ses conditions.

| 2%2-3
2™ Méthode : on peut factoriser le
dénominateur puis on simplifie par x -2
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1+x° . X bue™
d) lim — ¢) lim —— .
X =400 x R e al 6x + 2
En appliquons la régle d’Hopital, on trouve - , e . ] ]
o Ona: lim — = lim —=—_=9
. 1-}-,{" I+x-’ . . ¥ =400 x A\’Awrcoxe +C>O
lim = lim L—) = lim K =1 Donc :
A —od e X =400 (x3)’ ¥ —>400 Z .
e
) . B ,)e/"’/(l + __}
e) lim (1+e'”) z . X +xe” ) % 1+0
gy lim —27: lim R
X —=+m X =403
lim (1+e3)=140=1 o ;/(mk?] i
X—40co X L
. (x+3) -9
f) llng(—L— :
X =

X
1 Méthode :

5) Calculons les limites suivantes -

301
& =9 (@437 -9) a) lim = lim
x =0 % ¥ =0 ! T g +5+— o 24—+ —
(x) X K[ +x x"J
i 2 +3) Ny
- b) IimLM
g v —0 X
cine A h ¢ )
. Met} (;deg 323 Quand x - 0" alors x =0 et x <0
limw— = lim(iJ——J— Ainsi, ’x‘:—x
x =0 X x—=0 X .
i (& +3)=3)((x +3)+3) Lt par(laq Sillzt)e’ ‘ 4
x>0 X Ilm-——__x » = ‘n—*—tx +2):0+2:2
K x —07 X x =0 )ﬂ‘
gt +0)
N c) lim (2x -1)
4) Calculons les limites suivantes - ) >f [ S I
a) llmi+—5~—2 : 2
\*)DCx .X‘ 1
5 Puisque x ->[ ] alors x > 5
rxx Donc 2x >1 parla suite 2x —1> 0
b) lim 10x” : Et enfin. ona: f2x ~1f =2x —1
t>va ] 5x % 3
¥l Metlwde : Régle d’HépitaI, i (2x —1)7 _ lim |2x —11’ i 2x —11
2 10x2-2 rag] Bes  wl gt i 1
i 1067 2—.im( ), B x5 ol x- ) :
r—-H:ﬂISx X <3 (15x2ﬁ3)
B 20%, 2

2" Méthode : factorisation et simplification

2]

!

15—1,)
o

lim 105 2 = Tir
i—>+c¢"15x "’

X =00

»4

(VSN

ta il
by

Al ¢tape de la simplification, on peut utiliser
la régle d"Hopital.

7) Calculons les limites suivantes

Pr. Hamid EL AMRANI



Université Abdelmalek Essaadi . Analyse Mathématique
Faculté des Sciences Juridiques, CorreCtlon S1, Sci. Eco. & Qestion
Economiques et Sociales Série 1 2019-2020
6) Calculons les limites suivantes : . X 44RH . dux RH g
¥ (x +3) a) lim—; = lim = lim T
@) bme— rox Gt 49 wem 2% #ex ]2
=1 (x =1)(x =2) Lo RHE, e d
I b) lm} = lim =1
Quand on obtient un résultat de forme on colx =l § ’I: HI
. x —2 T | 1
devrait étudier le signe de dénominateur pour ¢) lim X _3r 12 lim 3 1 =]
bien savoir est ce que le dénominateur tend vers YT (@ +1)x
: = . ¢ n+
0% ou bien 0. d) lim ———= lim L. S +1
Cherchons  maintenant le  signe de hox b e I
x =D(x-2): o ‘
¥ — 1 ) s 8) Calculons les limites suivantes :
x —1 - 0 + 8 _
x =2 - - 0 + A retenir
x —1D(x -2 + 0 - 0 + ] 1Y
( A ) Montrons  d’abord  que lim {1+ﬁ ="
Vo 5

Alorsquand x = 17 ona:2 > x> 1
Et par la suite (x —)(x —2) <0
Ainsi (x —1)x -2) > 0"

x(x +3) 4

Done, lim ——> "> __* __,
(e =D(x -2) 0

Autrement, on peut encadrer (x —1)(x —2) pour
qu’on puisse savoir est ce qu’elle tend vers 0
oul0™.

2x —1

by lim ——
ey

Ona:x —(4) doncx <1t

Ainsi, [2x —1|=—(2x 1)
lim s T lim 2|
i) f(gx_l ‘_H']zx—u

= lm ——=-1
] —(2=T)
c) l1m — (x _1) im
Sy -1 “' (x =1 IR
On peut utiliser la division euclidienne pour
factoriser x " —1

-1
prax
_—.—:n

x=1t x — 1 0t
carx>1=x—-1>0

lim {1—i] =¢ ‘et lim (H—lJ =g
X =i X X =+ X

° lim {]+lJ = 7
X

el i ¢

1
Posons u = —=wu — 0, donc
-k o 8 ot 4

. I i ) i . —In( =)
Iim |14+— :llm(1+u)” = lime"
X =% x u—0 u-=0

In(1+u)
=lime * =e¢'=¢
w0
X
. I I ‘j
° lim |1——| =¢ '
ko X
Posons u = —x = u — Tou
b e ik

lim
X=X

ILJ = lim [l+l} = lim :
i U T it

X 1 X

Ainsi. on peut adopter [’une des célébres limites
ci-dessus pour modéliser la limite a)
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f—dx +4 v 22x —4 0

Dans ce cas, on devrait étudier le signe de la

bindbme 2x —4. Ainsi, on discute les deux cas

x >2 et x <2 quand x tend vers 2.
e [Ycasx >2:

Ona: 2x >4=2x —4>0 Alors

xheaZy WH 2x 4
1111%——~ = lim

e =0
toix? 4y 44 it dypmd. @
2% eas x <2
Ona: 7>c <4=2x —4<0 Alors
P_2x R 2 4
11113—1 = lim =— =

CapE A 4 20y 4 -

1 1
lIm —
) []— I—xJ

Si on remplace directement on trouve une
forme indéterminée

e Six>lalorsx’>1donc 0>1—x°2

1 1 o g ] ]
hm - :!1m—ﬂ—3—
l-x 1—-x- e L=

r>|
x*4+x 2
—l =—=—00
P 1-x* 0
¢ Six <lalorsx®<1doncO<l—x?

) [ ] 1 ] 2
lim ===+
= l—x 1—-x- 0

4
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4) 2x )
4 3l d) lim
5 2x°43 ~ 2x 43 Lwe X
I 2x° 43 2x°+5-2 Totxle” +4
1 = _
reatx | Dy 2 +5 X =k D 2 +35 . 2x 5 . x Jnl “ZA 4-]
lim [— = lig g =7
2x %3 eoerx |t 44 ek
2
lim |1 - ,
cegn 2% 245 g }
X n) ————— e
5 e’ el 4 4
Zl.\'2+5]-2 _ Tini & PR
1 X —+nc
= lim |1- 1 er 2
Swabon 5 5 ) ~x In ;XT+;-
R = litf & )
) S,
e oK)
[‘\.z%riJ _3 = — O
2 . 5 ;
1 . 9) Résolvons les limites suivantes :
lim ||1— x| 1— 3 . &l
X o . > 2 5 3 +t 61‘) \11%13 sin(x ) - 1]%% esm(x) X :eix(-.-xj = 400
2 . | J 1
),\I — 5 sin(. 1.;'_ — )Ix( )
el x| = ‘lmulc \lnpc ¢ =)
2% RH_ 2x 4
h) hm—u———*-llm =—
.

i)
sin iﬁx
b) lim

\ﬁos{g— ”

T
Posons u = E_X donc u — ()

sin(gng Gin (u)
lim =lim

. sin (u ) 7
w0 £

(1 kcos(u))?‘

» (DL(0))

Pr. Hamid EL AMRANI



Université Abdelmalek Essaadi : Analyse Mathématique
Faculté des Sciences Juridiques, CorreCtlon S1, Sci. Eco. & Gestion
Economiques et Sociales Série 1 2019-2020
T T i
e Six>—alors 0>u=——x —0 |4 .\'J
2 2 Si x <0 alors hm LA == R EL
. [ﬁ ] D B
sin| ——x 2—e
lim z = = OL = —00 Appliquons la régle d’Hopital
v : \‘/[I —cos[gx ” 1] L5
3 2 14e' ® '
' lim e = lim =
vl ! .J_J \‘A—_)O ] J
v Oszflx v < b ‘
e Six Ry alors O<u =——x — 0’
- 11) f et g deux fonctions définies sur intervalle
i
sm[——x] 1 [1; 3] telles qu’elles coincident sur tous les
lim = - = 0 points de cet intervalle. sauf au point x = 2.
t JE \/{1 _COS(E Y. ” a) Non.
r<5 2 —
b) Oui, on peut construire f continue sur [1;3] ct
In(x) nécessairement g sera discontinueen x = 2.
c) llITIl -
X x ) 5 > =2
; 1 Par exemple : [ (x)=x" et ég) ]r e
. In(x R 1 g2{2)=
ln(’C) . . ( ( )) — lim-%¥- =~ ;
SAxTol el o W se2x 2 10
: x*-1) 21 = Courbe de f
29 Méthode : g 5 ==== Courbe de g
hn[ & )—i L JHE) 54
x=lx? 1 e (x —=D(x +1) gT
2
=iy bl L 2 - o
X- 'x—l x-H 2 2 e ; - >
10) Résolvons Is limites suivantes : :g i) “

a) xlimx(\/x +me\/}.—]

llm m—\/——hm % +Vx +x —x
{\ V ] x +x

?&H—%

= Iim

&N . %C+\/Z +1

l—I-e[_%J

2ﬁ€[ .
Six >0

b lin

1
Donc lim
07

| —

12) Représentation de f(x) = {xl il S;x ¢11
six =

b et b e ,....-,--«f.i_p,_ﬁ.y.p>-p. i ey
-4 3 2 14 - 1 2 3 4
Déduction de limites

lim f (r) = lim (x) =3

Mais n’est pas continue car / (1) = l.im‘f (x)
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Pour que / soit continue on doit avoir
S () =1lmf (x) et cela ne sera correct sauf si
Xl

enprend /{)=3 cAd. f{x)=x2"41,

13) La définition de g en x = 0 pour qu’elle soit

continue en x = 0 c.a.d. Ijngg(x )=g(0}.
Ona:
+4 RV 44
hm off ) = hm = lim — S
C0gE 4 02— 4

Donc, on doit prendre gy=—],
14) Trouvons a pour que f soit continue sur R
et plus précisément au point x =2,
On a déja f continue sur |—oo;2[ et [2;—|—oo{
car f est de forme de polyndme sur ces deux
intervalles.
Onaf(x)=2"=8 et lirglff(x):axzz =4q
Pour garantir la continuité on doit avoir 4q =8
cad. d=2.

15) Ona F{x)=«-x*
Donc D, = {x eER/1—x2> O} = [- 1;]]
Alors est définit seulement a gauche de 1
Dong, on ne peut pas méme discuter la continuité
de f adroite de 1.
En général, f est continue a gauche au point 1 et
aussi continue a droite au point -1. Par
convention on peut dire que f est continue sur
Pintervalle [—1;1].

16) Supposons que f change de signe sur [a;b]
Donc il existe un intervalle [c::3]C [a;6] tel

fx)xf (3)<0.
Et puisque f est continue, alors d’aprés le
théoreme de Bolzano la fonction f admet une

el que

racine dans [u; ;3} C {a;b J

Appliquons la loi logique des implications

0=7]

inverse: [P = Q]

Conclusion : si f est continue et n’admet de
racines sur {a;b |alors f ne change pas de signes

sur [a;b].

17) Chercher I’ensemble des points sur lesquels

la fonction f n’est pas continue et dans quel
cas cette non-continuité est évitable ?

x six<1
il o |

a) f(x) = {

La fonction f est continue sur R

—2x St 2

b)f(x):{xz_4.x+1 5i s ?

f n’est pas continue au point x = 2 et n’est
pas prolongeable par continuité.

) f(x) = Ix|

f est continue sur R .

&) fo) = X2
A= e
/ n’est pas défini au point x = —2 et n’est

pas prolongeable par continuité a ce point. car
[ ; ; , ]
[ lim f(x)= I} :»:'rilm f(x)=— 1J

o P} = {tan (nx) si|x] <1
% si|x| > 1

f est continue aux points 1 et -1
Mais ni continue ni prolongeable par continuité
aux points de forme x =2+ 4k avec k €%

f)f()h““”

f ni deﬂme ni continue au point 0
Mais elle prolongeable par continuité en 0

Tel que son prolongement 7 est défini
comme suit :

D’abord, on a : ling_f (x)= Iim sin(x)
X - 0y
Fo)y=f ()=S0 o L ep
Donc, .
J (0)=1
100% COURS ’%
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