PROBABILITES : GENERALITES - CONDITIONNEMENT - INDEPENDANCE

1. Expérience aléatoire, événements, loi de probabilité (Rappels de premiére et compléments)

1.1. Choix d'un modde

Lors de laréalisation d'une expérience aléatoire, on est amené a choisir successivement :

a Un universQ

Il représente I'ensemble toutes les issues envisagées de I'expérience. Il est donc fonction de l'idée de
modélisation a priori que I'on se fait de I'expérience. Si lors du lancer d'une piéce de monnaie on considére
usuellement qu'il y a deux issues "PILE" et "FACE", rien n'empéche d'en ragjouter une troisieme, par exemple
"TRANCHE". C'est a chacun (ou & chaque énoncé) de le définir. A défaut, on considére tacitement, qu'il Sagit
de I'univers usudlement utilisé danstelle ou telle situation.

Exemples:

e Onlanceun dé et on regarde le numéro de |a face obtenue : Liissuie " obtenir la face portant |e numeéro 1" est

notée abusivement 1. [dem pour les autres.
0={1,2;3;4,5,6}

e Onlanceun déet on regarde s le numéro de la face obtenue est pair ou impair :
Q={P;1}
¢ On lance une piéce de monnaie : Q={P;F}
e On lance deux piéces de monnaie : Q={PP; PF; FP; FF}
e Onlancedeux dés: Q={(i,j)oul<i<bel<j<6}
Remarquons que I'univers dépend de I'observation qui est faite : par exemple, si on lance deux dés et qu'on fait
le produit P ou la somme S des deux numéros obtenus, on obtient respectivement :
0Op={1;2;3;4;5;6,;8;9,;10;12;15;16;18;20;24;25; 30; 36}
0s={2;3;4;5;6;7;8;9,;10; 11; 12}
Notons auss qu'il existe des expériences aléatoires qui comportent une infinité d'issues :
e On chaisit un entier naturel au hasard : Q = N (Ce type d'ensembleinfini est dit "dénombrabl€")
e Onchoistunréd au hasardentreO0 et 1: Q =[0, 1] (Cetype d'ensembleinfini n'est pas dénombrable)
e Onchaisitunrationnel au hasardentre0 et 1: Q = Q N [0, 1]
e On choisit un nombre premier au hasard : Q = {nombres premiers}
On verra auss (au point ¢.) que, dans certaines situations, |'expression "choisir au hasard" peut déboucher sur
des univers différents suivant le protocol e de choix utilisé.

n 4

b. Unefamille de parties de Q appelées" événements'

Il sagit des issues discer nables ou mesur ables par |'observateur. Lorsgue I'univers Q est fini ou dénombrable
(c'est-a-dire en hijection avec une partie de N), chaque partie de I'univers peut étre considérée comme un

événement.?

@ Cependant, s Q ala puissance du continu (par exemple Q = [0, 1]), on ne peut plus considérer chague partie de Q comme un événement (car

certaines parties de Q) serévélent s complexes qu'on est incapable de dire s elles sont réalisées ou non). On fait donc le choix d'une partie
gricte T de g (Q) (appeléetribu) vérifiant un minimum structure afin de pouvoir calculer de maniére commode des probabilités:

e BeT e QeT (Tcontientla"partievide' et la"partie pleing”)

e AcT = Q\AecT (T et stable par passage au complémentaire)

e (AncnfamilleddémentsdeT = U A, €T (7 est stablepar union au plus dénombrable)
neN
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Exemples:

e Onlance deux dés et on regarde la somme des résultats obtenus. (Voair I'univers Qg ci-dessus).
LapartieE={2;4;6;8;10; 12} est un événement qui peut se décrire par la phrase "la somme obtenue
est un nombre pair"”.

e On chaisit 6 numéros au hasard entre 1 et 49. Les événements sont toutes les combinaisons de 6 numéros

choisis parmi 49. (On montrera quil y en a 49X48X47X46X45X44, voir la legon sur le

6x5x4x3%x2

dénombrement...)

Rappelons que les édéments de Q sont appelés des événements démentaires. Un événement éémentaire est

donc une partie de Q réduite & un seul éément (singleton).

c. Uneloi de probabilité (c'est-a-dir e une application P a valeur s dans [0, 1])

On demande a cette application P de vérifier les deux conditions:

e PO)=1
e Si (Ancw st une famille d'événements deux a deux digjoints, alors: Lesymbole L1 désigne une union. Il
et juste utilist ala place de U pour
P H A = z P(A,)  (Propriété de c-additivité™ ) préciser que 'union est digointe.
neN neN

En particulier, s A et B sont deux événements incompatibles (i.e. digoints), alors:
P(A U B) = P(A) + P(B)

En conséquence, on a: 1=P(Q) =P(Q U &) =P(Q) + P(D)

Donc: P(@)=0

Unetelle application P sappelle probabilité ou loi de probabilité.

Gréce a la propriété d'additivité, on en déduit la propriété suivante indispensable pour calculer des probabilités

de maniére conforme a notre intuition :

la probabilité P(E) d'un événement E est la somme des

probabilités des événements élémentair es qui le composent.

Remarque : letriplet (©2, (Q), P) (ou(Q, T, P) s Q n'est pas dénombrable) Sappelle un espace probabilisé.

Modéiser une expérience aléatoire, c'est choisir un tel triplet.

Un choix particulier deP :

Lorsque Q est de cardinal fini et que I'on affecte la méme probabilité a chaque événement élémentaire, on dit

que I'on choisit une probahilité P équirépartie. On aalors:

e pour tout événement démentairen deQ ;1 P(w) = _ Lt
Card(Q)
e pour tout événement E : P(E) = Card(E)
Card(Q)

On dit aussi, dans unetelle situation, qu'il y a éguiprobabilité.

@ Notons que la somme peut contenir une infinité de termes non nuls mais qu'elle est nécessairement finie car majorée par 1.
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Et pour finir, notons bien que, dans certaines situations, I'expression "choisir au hasard" mérite d'ére
expliquée. En effet, sans protocole de choix, certaines expériences peuvent aboutir a des univers différents et
générer des calculs qui paraissent alors contradictoires. Imaginons, pour illustrer, I'expérience suivante : on
dispose de deux bancs de deux places (les places sont numérotées a;, ap, a3 €t a, comme ci-dessous). On
suppose que toutes les places sont vides sauf la place a; qui est occupée. Arrive une deuxiéme personne a qui on
demande de Sasseoir "au hasard". Quelle est la probabilité que les deux personnes soient assises sur le méme
banc ?

banc 1 banc 2

a | & az |

Protocole 1 : choix d'un banc
La seconde personne choisit I'un des deux bancs, de maniére équiprobable.
L'universest donc Q = {banc 1 ; banc 2}.

Laloi de probabilité est donnéeici par :

Evénement démentaire banc 1 banc 2

Probabilité 1 1
2 2

La probahilité que les deux personnes soient assises sur le méme banc est donc :

1

p1=§

Protocole 2 : choix d'une place
La seconde personne choisit I'une des trois places restantes, de maniére équiprobable.
L'universest doncQ ={a; ; a,; as}.

Laloi de probabilité est donnéeici par :

Evénement d émentaire placea; placea, placeas
Probabilité 1 1 1
3 3 3

La probahilité que les deux personnes soient assises sur e méme banc est donc :

p2=§

Et vous ? Choisissez-vous d'abord |e banc puis la place ou directement la place ?
Moralité: il y aparfois desregles a préciser lorsqu'on fait un choix "au hasard”...

Une autre situation de ce type est le "paradoxe de Bertrand”. (Voir exercices sur |es probabilités continues)
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1.2. Rappd de quelques propriétés des probabilités

Propriété 1 : la probabilité de laréunion de deux événements est donnée par :

P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B)
Exemple : dans une classe, 10% des ééves jouent d'un instrument a corde, 20% des ééves jouent d'un
instrument a vent et 5% des é éves jouent d'un instrument a corde et d'un instrument a vent. On choisit un ééve
au hasard. Quelle est 1a probabilité qu'il joue d'un instrument a corde ou a vent ?
Notons C I'événement : "I'édéve joue d'un instrument a corde” et V : "I'é@éve joue d'un instrument a vent"
D'aprés les données, on a: P(C)=0,1;P(V)=0,2et P(CnV)=0,05
D'apréslapropriété 1, on obtient : P(C LU V) = P(C) + P(V) - P(Cn V) = 0,25

Q (Ensemble desdévesdelaclase)
c(10 Oa V (20 %)

Exercice : démontrer ques C, D et E sont trois événements alors,
PCuDuUE)=PC)+PD)+PE)-PCnD)-P(DNE)-P(ENC)+P(CnDnNE)
En effet : PCuDuUE)=P(Cu(DuUE))=P(C)+P(DuUE)-P(Cn(DuUE))
PCuDuUE)=P(C)+P{D)+PE)-PDNE)-P(CnD)u(CnE))
PCuDuUE)=P(C)+P(D)+PE)-PODNE)-P(CnD)-P(CnE)+P(CnDnNE)

En généralisant cette formule a une union de n événements, on obtient lafomule du "crible" :
n n
VEEES YT
i=1 p=1 1<ip<ip<...<ip<n I<k<p

(Les courageux peuvent tenter une démonstration par récurrence)

Remarqgue : la probabilité d'une union d'événements est toujours inférieure a la somme des probabilités de ces

événements
P[U A] < 2 P(A)
i=1 i=1
Et en particulier : P(A U B) < P(A) + P(B)

Propriété2:
e la probabilité de I'événement contraire A de A est P(A) = 1 — P(A). En particulier, La probabilité

d'un événement impossible (par exemple : " obtenir 7 en lancant un dé") est nulle : P(&) = 0.Y

e S AcBalorsP(A) < P(B) ("croissance" dela probabilité) A\ B désigne l'ensemble des déments qui

e P(A\B)=P(A)-P(ANnB) sont dans A et pasdans B :
A\B=ANB

@ Réciproquement, s un événement E et tel que P(E) = 0. E est-il un événement impossible (C'est-a-dire : a-t-on nécessairement E = &) ?
Réponse : non, en général | En effet, considérons I'expérience suivante : on choisit un nombre réel comprisentre O et 4 au hasard (en cochant par
exemple un point au hasard sur le segment). L'universest Q = [0 ; 4] qui est un ensemble infini non dénombrable. Soit E I'événement : “le nombre
chois est n". E n'est pasimpossiblecar t € [0 ; 4] et pourtant P(E) = 0. Cependant, s Q et fini, on al'équivalence entre E impossible et P(E) = 0.
Par contre, s Q est infini, on est amené a définir : "E et dit impossible lorsque E = &" et "E et dit P-quasi-impossible lorsque P(E) = 0".
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Démonstrations :

Prouvons déjala propriété 2 :

e Par définition, Aet A sont incompatibleset AU A= Q.

D'aprés la définition d'une probabilité, on adonc: Le principe de ces démonstrations est de

P(Auﬂ):P(A)+P(K) s ramener a des événements
incompatibles afin d'avoir des unions

Et commeP(AUA)=P(Q) =1, il vient: P(A) + P(A) =1 digointeset dutiliser larelation

e SIAcBadorsBest!l'union digointede A et de(B\ A) donc: P(AU B) =P(A) + P(B)

P(B) = P(A) + P(B\ A)

Et comme P(B\ A) = 0, on obtient bien : P(A) < P(B)

e Ensuite, il est clair que les événements A\ B et A n B sont incompatibles et que (A\B) U (AN B)=A
(voir figure ci-dessous)
D'aprés la définition d'une probabilité, on a donc :
P(A) = P(A\ B) U (AN B)) = P(A\B) + P(An B)

D'oll le résultat.

Prouvons maintenant la propriété 1 :

Il suffit d'écrire que: AuB=(A\B)uB

Comme les événements A\ B et B sont incompatibles, on a:
P((A\B) U B) = P(A\B) + P(B)
Et d'apréslapropriété2: P(A U B) =P (A) - P(An B) + P(B)

D'oul e résultat.

2. Variables aléatoires (Rappels de premiére et compléments)

Dans ce paragraphe, on ne considére que des univers Q finis ou infinis dénombrables.

2.1. Définition Variable aléatoire
Lorsgu'a chaque événement élémentaire o d'un univers Q on associe un nombre réd, on dit que I'on définit une

variable aléatoire (réelle). Une variable aléatoire est donc une application X : Q@ — R.®

@) Cette définition reste encore valable § Q est infini dénombrable et s I'on a choisi () comme tribu. Par contre, s Q a la puissance du
continu, il faut rajouter dans la définition |a condition suivante : "pour tout intervalle | de R, I'ensemble X (1) est un événement" sinon le calcul
des probabilitésrisque fort dé&retreslimité.
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Exemple:
Lancer n°1 L

On lance une piéce de monnaie trois fois de suite.

L'arbre ci-contre permet de dé&eminer °
l'univers Q associé a cette  expérience
aléatoire. Il est congtitué de 8 événements
élémentaires (nombre de listes de 3 déments
del'ensemble{P; F}) : F

Q ={PPP; PPF ; PFP ; PFF ; FPP ; FPF ; FFP ; FFF}

Si on suppose la piéce bien équilibrée, on peut considérer que ces huit issues sont équi

ancer n°2 Lancer n°3
P
P <
F
P
F <
F
P
P <
F
P
F <
F

probables.

Notons X le nombre de cotés "face" obtenus. X est une variable aléatoire qui prend lesvaleurs0; 1; 2 ou 3.

Plus précisément, on a X(Q2) ={0; 1; 2 ; 3}. On notera, par exemple "X = 2" ou

(X =2) ou encore [X=2]

['événement "face est sorti exactement deux fois'. Plus précisément :
"X=K'={o e Qtdsque X(w) = k} = X (k)

Ce quel'on anoté X (k) est I'ensemble
des antécédents de k par X.

Remargue : on n'a pas besoin de probabilité pour définir une variable aléatoire.

UniversQ Variable aléatoire X
(Ensemble d'événements (Application de Q dans R)
éémentaires »)

Evénement w
[X=2]

La variable aléatoire X permet de définir un nouvel univers
numérique X(€2). S l'univers inital Q est muni d'une
probabilité P, la variable aléatoire X induit également une
nouvelle probabilité Px sur cet univers X(€2).
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2.2. Définition Loi de probabilité Py associée a une variable aléatoire

Soit P une probabilité sur un univers Q.

Soit X une variable aléatoire définie sur Q telle que X(Q2) soit fini de cardina n.

Lorsgu'a chaque valeur x; (1 < i < n) de X on associe les probabilités p; de I'événement "X = x", on dit quel'on

définit laloi de probabilité Py de lavariable aéatoire X.

Pour illustrer, sur I'exemple précédent, a la valeur x; = 2, nous pouvons associer la probabilité p; = g puisgue

AN

nous avons 3 chance sur 8 d'obtenir exactement deux fois le coté
Px(2) = P(X=2)

face'. Ains :

Remarque (hors programme) : On peut montrer que I'application Py vue comme application de
P(X(©Q) — [0;1]
A ) PXTHX)

xeA
est une probabilité sur X(QY). En effet :

PAX(@) = D P(X (%)= P( 11 Xl(x)] = P(Q) = 1 (car P est une probabilité sur Q)

xeX(Q) xeX (Q)

Soient A, Ay, ... An des événements (déments g (X(Q2))) deux a deux digoints, on a:

Px(]_[ AJ = 2 PO = 3 PP = P (A)

i=1 XEHA@ i=1 xeA i=1
i=1

On adonc bien montré que Py est une probabilité sur X(Q2).

En pratique, laloi de probabilité Py de X est présentée sous forme de tabl eau.

Avec I'exemple de |a piéce de monnaie lancée trois fois et X = nombre de face obtenus, cela donne:

Valeur x; delavariable X, =0 Xo=1 Xg=2 X4=3
aléatoire X

Probabilité p; de ot N Do -

I'événement "X = x" 8 8 8 8

n
On remarquera que I'on abien z p=L1
i=1

Autre exemple : toujours avec le lancer d'une piéce 3 fois de suite.

. 1 s deux faces identiques apparai ssent successivement
Posons cette fois : Y= i
0 sinon
Ona:
ValeurskdeY 0 1
P(Y=K) 1 38
4 4
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2.3. Définition Espérance, variance et écart type d'une variable aléatoire

Soit Q I'univers correspondant & une expérience aléatoire.

Soit P une probabilité sur Q.

Soit X une variable aléatoire définie sur Q telle que X(Q) soit fini® de cardinal n.
Notons{x; ; X2 ; ... ; Xa} I'ensemble X(Q2), c'est-a-dire I'ensemble des valeurs prises par X.

L 'espérance mathématique de la variable aléatoire X est le nombre, noté E(X), défini par :

E(X) = Zn:IQXi = PiX1 + PoXo + ... + Pr¥n

i=1
I'espérance est la moyenne des valeurs x; pondérées par les probabilités p;

Lavariance de la variable aléatoire X est le nombre, noté V(X), défini par :

V(X) = E((X - E(X))") =Z B (% —E(X))* = pa(xs — E(X)) + palxe — E())> + ... + Paléa — E(X))?
I;:jariance est la moyenne des carrés des écarts a la moyenne

L'écart type de la variable aléatoire X est |le nombre, noté o(X), défini par :

o(X) = WV (X)

Remargue : la variance est une quantité positive, donc I'écart type est bien défini.

Exemples:
Reprenons I'exemple de la piéce de monnaie lancée trois fois de suite et les variables aléatoires X et Y ;
E(X):EXO +§><1 +§><2 +£><3=§
8 8 8 8 2
2 2 2 2
Voo (0-2) + 313+ 3(2-3) 12 (a-2) -2
8 2 8 2 8 2 8 2 4
D'ol: o(X) = ?
DemémeavecY: E(Y):EXO+§><1 _3
4 4 4
1(, 3% 3(, 3¢ 3 V3
vi)==|0-= 2l1-2] =2 o =X
™ 4( 4) +4( 4) 16 * M=

Interprétation : lorsque X représente le gain du joueur a un jeu de hasard, E(X) représente I'espoir de gain
moyen par partie, lorsqu'on joue un grand nombre de fois. S E(X) > 0 (resp. E(X) < 0) alors le jeu est
avantageux (resp. désavantageux) pour lejoueur. S E(X) = O alorsle jeu est dit équitable.

L'écart-type est une caractéristique de la dispersion des valeurs de X.

Remargue : on pourrait aussi calculer I'espérance E(X) en revenant aux événements € émentaires de I'univers Q

au lieu d'utiliser lesvaleurs x; delavariable aléatoire X :

E(X) = Z P(0) X (o)

0eQ

Sur |'exempl e précédent, comme P(o) = % celadonnerait :

E(X) = % > X(0)= % (X(PPP) + X(PPF) + X(PFP) + X(PFF) + X(FPP) + X(FPF) + X(FFP) + X(FFF))

0neQ

@ S X(Q) est infini dénombrable, I'espérance existe encore sous réserve de la convergence (absolue) de la série de terme général Xapn.

S X(Q) alapuissance du continu, I'espérance est donnée par uneintégrale.

Probabilités : généralités - conditionnement - indépendance Page 8 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/



http://bacamaths.net/

E(X)=%(O+1+l+2+l+2+2+3)=g

Le calcul peut paraitre plus long mais dans certaines situations, il peut Savérer plus pratique (voir par exemple

ladémonstration de lalinéarité de I'espérance en 2.4.)

Exercice théorique : démontrer que I'espérance E(X) minimise lafonction f définie sur R par :

f =D R -%?
i=1

tandis que g est la fonction "moyenne des écarts'.

f et la fonction "moyenne des carrés des écarts’

n
mai's pas la fonction g définie par : g(¥) = z B % -
i=1
Lafonction f est dérivable comme somme de fonctions dérivables et on apour tout x € R :

n n n
fr0)=-2D R -X=-2Y px -2D p=-2EX-X
i=1 i=1 i=1
On en déduit : ') =0 < x=EX)
Donc f admet un minimum en E(X) (et ce minimum est f(E(X)) = V(X) ...)
L'espérance est donc la quantité qui minimise la moyenne des carrés des écarts. Par contre, €lle ne minimise

pas |la moyenne des écarts. En effet, considérons lavariable al éatoire X définie par laloi suivante:

X; 0 1000
Pi 09 01
Ona: E(X) = p1X1 + p2%2 = 100
9(E(X)) = pa|x1 —100] + p[x; — 100] = 90 + 90 = 180
Or: g(0) = E(X) =100
Donc: g(0) < g(E(X))
Conclusion : E(X) ne minimise pas la fonction g

Quelle est donc la quantité qui minimise la fonction g ? Etudions ¢a de pres.
Quitte aréindexer lesindices des x;, on peut supposer sans perte de généralité que:
X1 <X < ... < Xy

Donnons-nousk e [1, n— 1] et x € [X, X1]. En coupant la somme en deux, il vient :

n

n k n k k n
00 =D BlIX=X=D ROX-%)+ D R(X-X=XD R-D PX+D BX-XD B
i=1 i=1 i=1

i=k+1 i=1 i=k+1 i=k+1
Donc g est affine sur [Xy, Xi1] : 0(X) = ax X + by
k n k n k
avec : a=Y p-> p=2) p-leb=>) px-> px
i=1 i=k+1 i=1 i=k+1 i=1
k
Elle est donc croissante sur [Xy, X,1] S € seulement si g, > 0O, C'est-a-dire s et seulement s z p = % .
i=1
k 1
Donc g est une fonction affine par morceaux, décroissante sur les intervalles [, X«.1] tels que z p < > e
i=1
k 1
croissante sur lesintervalles X, X¢1] tels que z p = >

i=1
Elle admet donc un minimum en lavaleur médiane delasériedesx (1 <i < n).
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2.4. Théoréme Linéarité de I'espérance
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur le méme univers Q de cardinal fini.
Soit P une probabilité sur Q.
Ona: E(X +Y) =E(X) + E(Y)
Et en particulier, pour tout réd b : E(X+b)=E(X)+b
E(kX) = kE(X) pour tout réel k

Démonstration : On calculeles espérances

relativement aux

E(X+Y) = (X+Y)(@)P(@)= Y X(@)P(®)+ Y Y(@)P(w) = E(X) + E(Y) | &énementsdeémentires

0eQ 0eQ 0eQ

afin de pouvoir utiliser la
linéarité de 'opérateur X.

En prenant Y constante égale & b, on obtient :
E(X+b) =E(X) + E(b) =E(X) + b

E09 = kpx —k Y X = KEXY)
i=1 i=1

Exemple:
On lance 4 dés, et on note Sla somme des résultats obtenus. Calculer E(S).

Soient X;, Xp, X3 €t X, lesrésultats obtenus pour chague dé. On a:
E(Xy) = E(X) = E(Xs) = E(Xy) = %(1+2+3+4+5+6) =35

Or, S=X; + X5 + X3+ X4, d'oU :
E(S = E(Xy+ Xo+ X3+ X3) =4E(X)) =4 x 35=14

2.5. Théoréme Calcul pratique de la variance : formule de Koenig-Huyghens
Lavariance d'une variable aléatoire X peut se calculer avec lareation suivante :
V(X) = E(X*) - [E(X)]?

lavariance est I'écart entre la moyenne des carrés et le carré de la moyenne

Démonsdtration : on rappelle que I'espérance d'une variable aléatoire constante X = b est égale & la constante b.
D'apréslalinéarité de I'espérance :
V(X) = E((X - E(X))®) = E(X* — 2XE(X) + E(X)?) = E(X?) — 2E(X)E(X) + E(X)’E(1)
V(X) = E(X®) - [E(X)]?

Pour le calcul de la variance, on préférera I'emploi de cette derniere formule plutét que celle vue en 2.3. En
effet, outre un intérét pratique indéniable pour mener le calcul, la formule de Koenig-Huyghens est surtout plus
fiable lorsque I'espérance E(X) ne tombe pas juste. En effet, dans la formule vue en 2.3. I'erreur due a I'arrondi

de E(X) se propage tout au long du calcul alors qu'dle n'apparait que dans le dernier terme dans laformule 2.5.

Exemple:
Reprenons I'exempl e de |a piéce de monnaie lancée trois fois de suite. X désigne le nombre de "face" obtenu.
EO)) = Sx @ +3x1? + 342 +1i3 =3
8 8 8 8
2 2 9_3
V(X) = B(X) — [EX))" =3 -7 =7
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2.6. Cordllaire Effet d'un changement affine sur la variance et |'écart type

Soit X une variable aléatoire. Soient a et b deux réels.

Ona: V(aX + b) = a®V(X) et o(aX + b) = Jalo(X)

En particulier : V(aX) = a?V(X) et o(aX) = |alo(X)
V(X+b)=V(X) & o(X+b)=0c(X)

Démongtration :
D'aprés2.5., on a: V(aX + b) = E(@®X? + 2abX + b%) — [E(aX + b)]?
Et d'apreslalinéarité del'espérance :
V(aX + b) = a’E(X?) + 2abE(X) + b? — [aE(X) + b]?
V(aX + b) = a’E(X?) + 2abE(X) + b? — a?[E(X)]? — 2abE(X) — b
V(aX + b) = a®V(X)

D'ou, par passage alaracine carrée: o(aX + b) = Jalo(X)
En particularisant b= 0, puisa = 1, on obtient :

V(aX) = a?V(X) et o(aX) = |alo(X)

V(X+b)=V(X) & o(X+b)=0c(X)
Interprétation des dernieres reations : une trandation n'a pas d'incidence sur la variance ou |'écart type d'une

variable aléatoire (en effet, cela ne modifie pas son degré de dispersion).

2.7. Définition Fonction de répartition d'une variable aléatoire

Soit X une variable aléatoire. Lafonction de répartition F associée a X est lafonction définie sur R par :

F(X) =P(X < x)

La fonction de répartition est toujours une fonction croissante et bornée par 0 et 1.

Exemple : avec toujours les mémes données précédentes, on a:

Pour X € |- ; O[, on a: F(x)=0
Pour x € [0; 1[, on a: F(x):%
Pour x e [1; 2[,on a: F(X)ZE+§_E
8 8 2
Pour x € [2; 3[,on a: F(X)ZE+§+§:Z
8 8 8 8
Pour x € [3; +oof, on a: F(x)=£+§+§+3=1
8 8 8 8
Représentation graphique :
T .
R — ! <
e
%ll i(
1 I 1 2 3 4
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3. Probabilités conditionnelles

3.1. Exemple introductif : un joueur tire, au hasard, une carte d'un jeu de 32 cartes.

On considére les événements suivants :
F ="lacartetiréeest unefigure' e R="lacartetiréeest unroi"
1) Caculer P(F), P(R) et P(R " F) (ou P désigne la probabilité correspondant al'équirépartition)
2) Lejoueur affirme: "lacartetirée est unefigure’. Quelle est alors la probabilité que ce soit un roi ?
Solution :
1) Ici, l'univers Q est constitué de 32 événements élémentaires équiprobables. On adonc :

P(E) = Cad(F) 12 _3 | P(R) - Cad(R) _ 4 _1 PRA F) = Cad(RNF) 4 1
C Cad(Q) 32 8 C Cad(Q) 32 8 - Cad(Q) 32 8

2) Maintenant, nous n'avons plus I'équiprobabilité sur Q. Les seuls événements de probabilité non nulle sont
ceux qui sont constitués d'une partie des 12 figures du jeu de cartes. Nous alons choisir une nouvelle
probabilité P- qui sera nulle pour les événements @émentaires ne correspondant pas a une figure et
équirépartie pour les événements éémentaires correspondant a une figure. Pour déterminer la probabilité
gue la carte soit un roi, nous devons seulement considérer les rois qui sont des figures, donc compter les
démentsdeRN F, s bien que:

PRy~ CAARNF) _ 4 1
YT cad(F) 12 3

La probabilité P:(R) sappelle la probabilité conditionnelle de R par rapport a F. On la note parfois
P(R|F) ou RJF représente I'événement "R est réalisé’ sachant que F est réalisé. (Cette derniére notation
étant déconseillée car ne faisant pasressortir le fait que I'on a une nouvelle probabilité).

P(RNF)

Nous remarquons que : P(R) =
quons g F(R) P(F)

Généralisons ce résultat :

3.2. Théoréme
Soit une expérience aléatoire d'univers Q (avec Q de cardinal fini), P une probabilité sur Q) et B un événement

tel que P(B) = 0. L'application Pg de o () dans [0 ; 1] définie par

P(An B)
Pg(A) = ———— pour tout A € p(Q
B(A) P(B) p 0 (Q)
est une probabilité sur Q.
Démonstration (Hors programme)
Ona: Ps(Q?) = P(Qr\B): P(B)—l

P(B) ~ P(B)
Soient Ay, Ay, ..., A, des événements (donc des déments g (Q2)) deux a deux digoints. On a:

RS

P(B) P(B)

Or, les événements A, » B sont deux a deux digoints puisgue les A; le sont, donc :

P(ﬁA mBJz Zn:P(AmB)
i=1 i=1
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D'ol :

n ZP(A(\B) n p B n
PB(]T!A} E DI CREDILICY

P(B) P(B) ~
L'application Pg est bien une probabilité, e théoréme est donc démontré.

3.3. Définition Probabilité conditionnelle
L'application Pg ains définie sappelle "probabilité B-conditionnelle".

La quantité Pg(A) selit "probabilité, sachant B, de A" parfois (et abusivement) notée P(A|B).

Onaains : P(AB) = Ps(A) = ACB)
P(B)
Remarques :

o lardation ci-dessus est trées utile également dans |'autre sens :

P(A N B) = Pg(A) P(B) = Pa(B) P(A)
e |'événement contrairede A |Best A|B ("An'est pasréalisé’ sachant que B I'est).
e casparticulier : s Ac B, alors P(A) < P(B) et P(A n B) = P(A).

D'ou : Ps(A) = —P( A)
P(B)
Exemples:

e Un déve sarieux de terminale a 80% de chance d'avoir son Bac au mois de juin. Pendant les grandes
vacances qui suivent, il passe un concours pour intégrer une école. Le concours est ouvert a tous les ééves
(bacheliers ou non) mais notre candidat a 60% de chance d'ére admis dans cette école Sil est bachelier et
30% sinon.

Notons B I'événement "I'é éve réuss son Bac" et A I'événement "I'é éve est admis dans I'école’.

P(B)=0,8

A

>

Quelle est la probabilité que I'él éve réussisse son bac et soit admis a son école ?
On calcule: P(A n B) = Pg(A)P(B) = 0,6 x 0,8=0,48
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e Letiers d'une population a éé vacciné contre une maladie. Au cours d'une épidémie, on constate que, sur

quinze malades, il y a deux personnes vaccinées. Le vaccin est-il efficace ?

Pour le savoir, on compare la probabilité d'ére malade (notée P(M)) avec celle d'ére malade sachant que

I'on a été vacciné (notée Py(M)).

Par hypothése, on a: P(V) = é et Py(V) = 1_25

PV(M) = PN)

On aPy(M) < P(M). Le vaccin est donc efficace.

On suppose, de plus, que sur cent personnes vaccinées, huit sont malades.

Quelle est la proportion de mal ades dans la population ?

Onadonc: Py(M) = i

2 . 1
Or, Py(M) = 5 P(M) d'ou : P(M) = 5
I1'y adonc 20% de malades.

P(MAV) _ Ry (V)P(M) _
P(V)

100 25

2

= x3P(M) =
15 (M)

On peut auss comparer Ry (M) et R, (M), on

trouve: R, (M) =325 R (M)

2
= PM)

¢ Un homme rend visite a une famille ayant deux enfants. L'un des deux enfants, un garcon, ouvre la porte,

quelle est alors la probabilité que les deux enfants soient des garcons ?

Considérons |'expérience aléatoire suivante : choisir au hasard une famille de deux enfants et regarder s ce

sont des gargons ou des filles. L'univers associé comporte 4 issues possibles : Q = {FF, FG, GF, GG} o,

par exemple, FG est I'événement "I'ainée est une fille, le cadet est un gargon”. Statistiqguement, on peut

considérer ces quatre événements comme équiprobables. Notons A |'événement "les deux enfants sont des

garcons' et B I'événement "un des deux enfants est un gargon".

Ona: A={GG} et B={FG, GF, GG}
Il sagit donc de calculer : Ps(A) = P(ANB)
P(B)
Or,AnB=Acar AcB.Donc: PB(A)=M: 1
P(B) 3

Remargue : cet exercice peut paraitre déroutant car |'aspect conditionne n'apparait pas assez clairement

dans la question qui devrait étre plutét formulée ains : "quelle est la probabilité que les deux enfants soient

s xn

des garcons sachant que l'un I'est d§a'. D'autre part, s I'on sait que le garcon qui ouvre la porte est |'aing,

la probabilité que I'autre enfant soit aussi un gargon est dans ce cas égale a 0,5 bien sir.

Probabilités: généralités - conditionnement - indépendance
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3.4. Théoréme Formule des probabilités totales
Soit Q un univers muni d'une probabilité P.
S des parties By, By, ... , By, de probabilités non nulles, constituent une partition® de Q, alors pour tout

événement A,ona:

P(A) =) P(ANB) = D Py (AP(B)
k=1 k=1

Démonstration (Hors programme)

Lesensembles A n By, AN By, ..., An B, congtituent une partition de A :

n
A= ]_[ An B, (union digjcinte).
k=1

D'aprés |'additivité de la probabilité pour les ensembles digointson a:
n n
P(A) = P(H AN BKJ = > P(ANB)
k=1 k=1
Et comme P(An By) = B, (A) P(By) pour tout entier ktel quel < k <n,ona:

P(A) = D" Py (AP(B)
k=1

Q

Illustration sur un arbre:

P(By) P(B2) P(Bs) P(B)
B B, Bs Bn
R, (A Rs, (A) R, (A) R, (A
A A A A A A A A
Remarques :
e La formule des probabilités totales reste vraie s By, By, ... , B, sont des événements deux a deux

n
incompatibleset s A c Ua .
i-1
e Onaen particulier : P(A)=P(AnB)+PANB)

@ On dit que des parties non vides By, By, ... , B, forment une partition dun ensemble Q lorsgu'elles sont deux a deux digointes
(Bin By # @ =i =j) e recouvrent tout I'ensemble Q (B U B, U ..U B, = Q)
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Exemples:

¢ Reprenons I'exemple de notre éléve qui passe son bac et son concours. On rencontre cet ééve au mois de
septembre et il nous dit qu'il a é&é admis al'école. Quelle est la probabilité qu'il ait son bac ?
Nous devons calculer :

_ P(AnB) _ P(ANB) 048

P = o) " P(ANB) 1 P(ANE)  0,48+0,3x0,2

8
9
¢ Reprenons |'exemple de I'épidémie et cherchons la probabilité qu'une personne non vaccinée tombe malade.

Nous cherchonsdonc R; (M) . Il est clair que les événements V et V' constituent une partition de I'ensemble

de la population. D'aprés la formul e des probahilitéstotales, on a:

P(M) = Py(M) P(V) + R;(M) P(V)

1 2 1
R PIM)-R (MP(V) & - 3 13
Dou: R (M) = & )1_;5\/)) V)_s 3= =02
3

e Le feu tricolore. Un automobiliste arrive & proximité -disons une dizaine de métres- d'un feu tricolore et
aucun véhicule ne le précede. On suppose que, s le feu est vert a ce moment 13, I'automobiliste décide de
passer avec une probabilité de 99/100. Si le feu est orange, I'automobiliste décide de passer avec une
probabilité de 3/10 et enfin s le feu est rouge, I'automobiliste décide de passer avec une probabilité de 1/100
(quelquesfous...). Le cycle du feu tricolore dure une minute : vert : 25s, orange : 5s et rouge : 30s.

Queélle est la probabilité que I'automobiliste passe sans Sarréter a ce feu tricolore ?

Notons A |'événement "|'automobiliste passe sans sarréter au feu" et V (resp. O et R) = "lefeu est vert (resp.
orange et rouge)".

CommeV u Ou R=Q (union digointe), on a:

P(A) = PYAP(V) + Po(A)P(O) + PRAP(R) = — x

3 1 1 177
x> 2w Ty <
100 12 10 12 100

1 1
—x —==——< =,
2 00 2

4. Indépendance

4.1. Définition Indépendance d'événements
Soit P une probabilité sur un univers Q.
On dit que deux événements A et B (de probabilités non nulles) sont P-indépendants lorsgue la réalisation (ou
non) de I'un n'a pas d'influence sur la probabilité de réalisation de I'autre :
Pe(A) = P(A) ou PA(B) = P(B)

On convient qu'un événement A tel que P(A) = 0 est P-indépendant de tout autre.

Conséguence : soient A et B des événements tels que P(A) = 0 et P(B) = 0. Ne pas confondre lindépendance et
e Si Aet B sontindépendants, alors: I'incompatibilité de deux événements.

Par exemple, s onlanceun déet s on
P(A a B) - PB(A) P(B) - P(A) P(B) considére les événements::

e Réciproquement, st P(A " B) = P(A) P(B) alorson a: A= "obtenir un nombre pair" et
Pg(A) P(B) = P(A) P(B) d'oli Pg(A) = P(A) B = "obtenir un nombre impair"

. Alors A et B sont incompatibles (puisque
PA(B) P(A) = P(A) P(B) d'ou PA(B) = P(B
A( ) ( ) ( ) ( ) A( ) ( ) A N B =) et dépendants (puisque

Les événements A et B sont donc indépendants. P(A) = P(B) = 05 alors que P(A ~ B) = 0)

Probabilités : généralités - conditionnement - indépendance Page 16 G. COSTANTINI http://bacamaths.net/


http://bacamaths.net/

Ce qui fournit un bon critére pour savoir si deux événements sont indépendants :

4.2. Théoreme Critére d'indépendance de deux événements

Deux événements A et B sont P-indépendants si et seulement si P(A N B) = P(A) P(B)

Exemples:

e On lance deux dés et on désigne par A I'événement "le premier dé améne un nombre par”, par B
I'événement "le deuxiéme dé améne un nombre impair" et par C |'événement "les deux dés amenent un
nombre pair"”.

1

Ona:P(A) = %; P(B) = > ;

P(C)=% ;P(Ar\B)=% ;P(AmC)zé ; P(BN C)=0. (Arbres)

Onconclut: A et B sont indépendants ; A et C sont dépendants ; B et C sont dépendants.

¢ On lance une piéce deux fois de suite et on considére les événements A; = "FACE au premier lance” et
A, = "FACE au second lancer”. On a Q = {FF ; FP ; PF ; PP} et on calcule P(A;) = 0,5 ; P(A2) =0,5 et
P(A1n A;) = 0,25. Les événements sont indépendants, ce qui est rassurant.

o Deux événements A et B incompatibles et de probabilités non nulles sont toujours dépendants puisque
P(A N B) = 0 et P(A).P(B) # 0.

o L'événement Q est indépendant de tout événement A puisgue P(A N Q) = P(A) = P(A) x 1 = P(A)P(Q).

Remarque : il faut &re méfiant avec la notion d'indépendance. Deux événements peuvent intuitivement sembler
indépendants sans pour autant |'ére aprés calculs. Par exemple, considérons I'expérience suivante :

Quatre lots sont répartis entre 5 personnes Py, ..., Ps de la fagon suivante : chague lot est attribué par tirage au
sort d'une personne parmi les 5.

L'univers Q de cette expérience aléatoire est I'ensemble des listes de 4 démentsde {P; ; ... ; Ps}. ll yen a5’
Pour tout k € [1; 5[, notons E, I'événement décrit par "la personne Py ne regoit aucun lot".

Les événements E,, 1 < k < 5, sont-ils indépendants ? Réponse : non.
En effet, soient h et k distincts comprisentre 1 et 5.
L'événement E, est constitué des listes de 4 démentsdel'ensemble{P; ; ... ; Ps} \{PJ}.ll yen a4’

Avec la probabilité équirépartie P sur Q, on a:

44

P(Eq) = =

44

Deméme: P(En) = =

Par ailleurs E, N Ej, est constitué des listes de 4 déments de I'ensemble{P; ; ... ; Ps} \{P«; Pi}. Il yena3’.
Donc P(Exn En) = %

D'ou: P(Ex M En) = P(EQ).P(Er)
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Extension a n événements::

Ay, A, ..., A, sont dits mutuellements indépendants lorsque pour toute famille dindicesK < [1; n]

P(ﬂ Ak] o GY)
keK keK
qu'il ne faut pas confondre avec I'indépendance deux a deux :
Ar Ay, ..., A, sont dits deux a deux indépendants lorsgue pour tousi et j vérifiant 1 <i<j<n:

P(A N A) = P(A)P(A)
Des événements mutuellement indépendants le sont aussi deux a deux (il suffit de prendre les parties K de
deux ééments), mais laréciprogque est fausse : il suffit de considérer, pour le lancer de deux piéces de monnaie
(bien équilibrées), les événements A : "on obtient PILE au premier lancer”, B : "on obtient PILE au second
lancer" et C:"on obtient le méme cbté aux deux lancers'. On vérifie facilement & I'aide d'un arbre que
P(A) = P(B) = P(C) = 0,5 puis que P(AnB) =P(An C)=P(B " C) = 0,25 donc A, B & C sont deux a deux
indépendants et pourtant PANB N C) = 0,25 e P(A)P(B)P(C)=0,125 donc A, B e C ne sont pas

mutuellement indépendants.

Exercice:

Soient A et B deux événements indépendants. A et B sont-ilsindépendants ?Et A et B ?

On peut commencer par répondre ala seconde question :
Pe(A) =1-Pg(A) = 1 - P(A) = P(A)
Donc A et B sont indépendants.

Il suffit de passer maintenant a I'événement contraire de B pour obtenir une réponse affirmative ala premiére
guestion. En effet :

P(An B)=P(AUB)=1-P(AUB)=1-P(A) - P(B) + P(An B) = 1 - P(A) - P(B) + P(A)P(B)
Etenvertudel'identité 1 —x—y+xy=(1-x)(1-vy):
P(An B)=(1-P(A)(1-P(B)) =P(A)P(B)

4.3. Définition Indépendance de variables aléatoires
Soient X et Y deux variables aléatoires définies sur un univers Q telles que X(Q) et Y(Q) soient finis.
Notons X, ..., X, € ¥, ..., yp lesvaleursde X et Y.

On dit que X et Y sont des variables al éatoires indépendantes lorsgue :

pour touti € [1, n] ettoutj e [1, p], les événements"X = x" et "Y =y;" sont indépendants

Dans ce type de situations (ou deux variables aléatoires sont en jeu), il est utile de dresser un tableau a 2

entrées.
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Exemple:

On lance deux dés bien équilibrés. On note Sla somme des résultats obtenus et P le produit.
Donner, sous forme de tableau la loi de probabilité du couple (S P).

Lesvariables aléatoires Set P sont-elles indépendantes ?

Dressons tout d'abord deux petits tableaux donnant les différentes possibilités de sommes et de produits :

S|1|2|3|4|5]|6 P|1{2|3|4|5|6
1(2|3(4|5|6|7 1/11/]2|3]4|5]|6
2/3|4|5|6|7|8 2|2/4|6|8]|10]12
3(4|5/6|7 8|9 3|3/6|9(12|15|18
4/5/6|7(8]9|10 4141 8|12|16|20| 24
5(6(7(8|9 10|11 5(5/10|15{20| 25|30
6789101112 6612|1824 |30| 36

Loi du couple (S, P) :

P
S 1 2 3 4 5 6 8 9 10112 (15| 16 | 18 | 20 | 24 | 25 | 30 | 36 || LoideS
1 1
2 % 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —
3 0 3—26 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -
2 1
4 0 0 % | 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 —
2
5 0 0 0 %6 0 % 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 =
2 2 1 5
6 0 0 0 0 %6 0 % | 3 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 -
2 2 2
7 0 0 0 0 0 % 0 0 % | = 0 0 0 0 0 0 0 0 —
8 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L 0 0 0 0 0 0
36 | 36 | 36 36
2 2 4
9 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 % | = 0 0 0 0 =
10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 L 0 0 3
36 | 36 36
2
11 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 % 0 %
1
12 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 6 6

. 1
LoideP | o | 2z | 2 = 2|l 3l 2|3 |3 |3 | 22 | 3 | 25 w22l 1

Lesvariables aléatoires Set P ne sont pas indépendantes. En effet :
P('S=2"Nn"P=2")=0

PS=2PP=2)= Lx 2 #0
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5. Modélisation d'expériences. Répétition d'expériences indépendantes

Voici troisregles pratiques pour calculer des probabilités directement sur des arbres (régles qui sont en relation

avec des résultats du cours ci-dessus) :

Exemple de situation ou I'on rétére deux fois

P(A) P(By)
une expérience comportant deux issues A e B
contraires I'une de I'autre. On note A; (resp. Ay)

I'événement "A se réalise a la premiére (resp.

deuxieme) expérience'. Mémes notations pour

. R - P(A P(B P(AJB
B. L'univers associé & cette situation comporte 4 (e B PARY P(B2B:)
issues: Q ={AA;; AiB,; BiA; ; B1By}

B,

R1 : la somme des probabilités des branches partant d'une méme racine est toujours égalea 1 :

Exemple: P(A) + P(By) =1 (ceci provient du fait que A et B sont contraires)
R2 : la probabilité d'un chemin est égale au produit des probabilités des branches de ce chemin :

Exemple : la probabilité du chemin A; - A, est : P(A;r n Az) = P(AzlAr) P(Ay) (formule de probabilité conditionnelle)
R3: la probabilité d'un événement est |a somme des probabilités des chemins correspondant a cet événement.

Exemple : La probabilité de I'événement "obtenir exactement unefois A" est : P(A; N By) + P(B1 M Ay)

Lien avec l'indépendance : s on suppose que les

- . . P(A) P(By)
deux expériences se déoulent de maniére
indépendante. On a alors|'arbre suivant :

La probabilité du chemin A; - A, sera donc P(A1)P(A.)

Cas particulier a connaitre : s on répéte n fois, de
maniére indépendante une expérience. P(%e) P(B2) P(Ao) P(B2)
probabilité p qu'un événement A de cette

expérience seréalisen foissera: p= (P(A))". B,

Exemples:
e Onlanceun dénfois(n € N'). Comment choisir n pour que la probabilité p, d'obtenir au moins un 6, au

cours des n lancers, soit supérieure ou égale 20,95 ?
Notons : A ="on obtient au moins un 6 au cours des n lancers'
Ona: A= "on obtient aucun 6 au cours des n lancers"

L'événement A seréalise, si et seulement si, pour chacun des n lancers (qui sont indépendants), on

n'obtient pas de 6. D'aprés |e cas particulier vu ci-dessus, on a:

_ 5\ Il sagit d'un casparticulier dela
P(A) ( ) loi binomiale qui sera abordée
dans e chapitre suivant.
5 n
D'ol : pn=P(A) =1 _(5)
On cherche maintenant n tel que: pn = 0,95
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n
1 —(5) = 0,95
6

n
(§) < 0,05
6

Lafonction In éant croissante sur O, +oo[, cette derniére inéguation équivaut a:

nin §< In 0,05
6

Et puisqueln g <0 (car g €]0,1),ona:
> In0,05
5
In—
6

In0,05

La calculatrice donne:: ~ 16,4410 " prés

In—=
6

Et comme n est un entier : n=17

On doit donc lancer le dés au moins 17 fois pour étre siir a 95% d'obtenir au moins un 6.

e Soitn e N'. On range n objets dans n tiroirs (chagque tiroir pouvant contenir de 0 & n objets).

Calculer le nombre moyen detiroirs vides.
Définissons lavariable aléatoire X;, (1 < i < n), par :
X {19 lei®™® tiroir est vide
=

Osinon

Ona:

Notons E.(X) I'espérance de X;. (Elle dépend de n)

oo (2]

Ona:

n
Notons X = z X; = nombre detiroirs vides.
i=1

D'apréslalinéarité de I'espérance, il vient :

En(X) = Zn:En(Xi) = n(l— 1)n
i=1

n

P(X =1) = (”T_l)n= (1—%)n e P(X=0)=1-P(X =1)=

=)

_— - . E (X Y
Remarque : éudionslalimite de la proportion L de boites vide.
n
1 In(1+X)
n ninf1-= -
Ona: B, (X) :(1_3) —e ( nj = e X
n n X:—E
n
nln(l——j . _In(+X)
Or, lim e o= lime X
N—>+o0 xo_1 X0
n
. : . In(A+X) |, o : e
Maison sait que lim — In'(1) = 1, donc par continuité de I'exponentielle, on en déduit :
X—0
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_ In(1+X)

ime X = 1
X—-0 e
D'ou : lim —E”(X) _1
n—-+ow n e

La proportion de boites vides tend vers 1 lorsque n tend vers +o.
e
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