Exercices solutionnés

Exercice 1 : Calculer les matrices A+ B, 3B —=C, A+ B =D, BC et ABC ou
a=(3 7). =G 1) =G 1) o= )

Exercice 2 : Considérons les matrices réelles suivantes,

=G ) o= 7Y e=(2 0 2) 0=(2),

2 0 3

1 0 0 1 A
E=(0 1 -2), F=(D 1 u), 5=(z n). H=([1] ; i)
0 0 1 1 -1
Déterminer, si ¢’est possible, les matrices suivantes :
A+ B, B+2G, C+5F, D'—E, (G—-H")+D, BA C+C' AH,
B' + ((2G) + H), BC, cD, ED, DE, GH*, GG', H'H,
HH', GH, (H'G")', CGB.

Exercice 3 : Calculer la partie symétrique et la partie anti-symétrique de la matrice suivante :

1 =1 Z
a=(s 13)
1 AVsi

Exercice 4 : Trouver les réels a, b, c et d pour que les matrices suivantes soient égales,

1 a 0 1 3 0
a+b a-by_ 6 _
(2c+d c—Zd)_(l 3) el (c a+hb ::—-r:)—(li- 6 1)
b d+b d 3 4 1

Exercice 5 : Soient les deux matrices carrées d’ordre 3 données par,

2 -1 =2 1 by by
A=(3 -3/2 —3) et B=[2 0 z)
0 0 0 byy by —1
ol b!?* b’EE' h3l' b32 = R

Déterminer les coefficients de la matrice B telle que AB = 04 oi1 05 est une matrice nulle.

Exercice 6 : Soient les matrices réelles suivantes :

1 0 2 =1 P =2
A=(3 1 —I) et B=(2 a2 1 )
1 2 1 2 0 =1

Calculer les matrices suivantes A + B, AB. BA, A*, B®, AA" et A'A.

Aton(A+B)? =A*+24B+ B*7?

Déterminer DP(A), DP(B), DP(AB), DP(BA), DP(A'A) et DP(AA").

Calculer tr(4), tr(B), tr(4"), tr(BA), tr(At4), tr(AA"), tr((AB)"), tr(B'A").
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Exercice 7 : Montrer que les matrices données ci-dessous sont nilpotentes,



023 45
39 —9 AR 002 3 4
A=(zno).3=ﬂnnlc=unnaz,
3 3 -3 2o 0000 2
00000

Exercice 8 : Soit la matrice carrée réelle d’ordre 3 donnée par,

1 0 0
A =(ﬂ 2 [})
0 0 3

1. Calculer les puissances 4%, A% et A* .

2, En déduire les puissances successives A*, (k € M") de la matrice A.

3. Démontrer le résultat de la question 2 a |"aide d’un raisonnement par récurrence.

4, Méme questions pour les matrices suivantes,
5 & 2 0 0 0 1 0 1 : N (s |

B=|2 2 2],€=|2 0 0) D=|0 0O 0]et E={1 1 1
2 2 2 0 1 0 1 01 I 1 %
Exercice 8 :

Soit 4 = [aﬂ 1 la matrice d’ordre 3 avec, ay =1 Vi, j= 1,23 et soit la matrice B = A + 315.

1=ij=3
1. Calculer les puissances A2, 43,

2. En déduire les puissances successives A", (n = 1) de la matrice A,
3. Endéduire B" pour toutn = 1.

Exercice 10 :

Calculer les déterminants suivants :

SARD a1 3 T 070 1 2070 L =3
‘5 -1 0 0 0 5 ‘[} 2 G‘ lﬂ 2 4‘ ‘2 4 ﬂ|
7 3 4 o o0 3 00 3 0 3 3 0 0 3
1 0 3 1 2 3 2 0 3 4 =2 4

|'EI 2 {]| 2 4 6 “1 4 3| |2 =3 ~4‘

2 0 3 5 =1 2 —1 4 5 U R

1 1 1 1 1 0 -3 11 11 1 1 1 -3 4 =5 1

12 2 2 0 =2 1 A P 1T =1 =1 =] 1L =1 =2

1 2 3 3 |-1 0 3 1] p -1 1 =1 5 4 -5 4

1 2 3 4 o -1 1 21 i1 -1 -1 =1 9 0 1 -4

Exercice 11 : Soit la matrice suivante ;

1 2 1
Ay = (m 1 1)
0 1 2

1, Déterminer le paramétre m pour que le déterminant de cette matrice soit nul, puis selon le paramétre
m, calculer rg(A,, ), le rang de la matrice A,,.
2. Enappliquant la méthode de Gauss, retrouver rg(A,,).

Exercice 12 : Calculer les inverses, en cas d’existence, des matrices suivantes
e A I AR TR e

Exercice 13 : Soit la matrice carrée d'ordre 3 donnée par,



1l =1 1
A=(2 2 1)
g 2 -1

Quelle est parmi les matrices ci-dessous, son inverse 7

1 -} i
-1 3 7 2 ~7 3
By=|-2 1 =2|ou Bp=|_4 1 _1
5 b 2b Z :
z 2 — ¥ =&

1. Calculer la matrice A% :
2. En déduire que la matrice A est inversible ;
3. En déduire I'inverse A1,

Exercice 15 :

Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est inversible ou non. Dans le cas ol la matrice est
inversible, calculer son inverse ;

1 2 3 1 0 3 1 1 2 1 1 2 3 1 =1
ﬂ=(ﬂ 0 i])J E=(2 0 1). C=(] 2 1). D=(1 e 3), E=(D 0 ?)
5 6 1 3 01 3 3 6 2 3 D =1 3 I
g =g =3 L =3 =I 3 0 0
F=(1 =1 1), G=(4 -1 D), H=(ﬂ 4 1)
I Y 3 18 280 0 D on=2

Exercice 16 : Pour chacune des matrices suivantes, dire si elle est inversible ou non. Dans le cas ou la

matrice est inversible, caleuler son inverse,

1 0 0 1 0 0 1 1 2 1 0 0
A= ([} 2 U), B = (2 =L E]). C= ({I 2 —1). D= ({] 2 4—).
0 0 3 3 4 3 0 0 1 0 3 3
1 -3 0 10 3 1 0 3 =1 1 A
'=(2 4 1'.]). F=([.'I 2 U) G=(2 0 1), H=(2 = —2).
0 0 3 2 0 3 4 0 3 -3 4 3

4 3 1 1 2 1 -1 2 4
j=(2 -1 1), H’=(I 2 —1) L=(1 3 3)
1T 2 =1 2 4 2 =i =] =1

Exercice 17 : Soient les matrices carrées A et B d’ordre 3 données par :

1 1 3 T 2 =i
A=(1 3 EII) etE=(-—1 2 1)
0 -1 1 0 0 1

1. Montrer que A et B sont inversibles,
2. Calculer les inverses A~ et B,

3. Endéduire (AB)~! et (BA)~L.
Exercice 18 :

Pour quelle valeur du réel m. Ia matrice suivante est —elle inversible ?



m 1 1
Mm=(1 m 1)
1 1 m

Exercice 19 : Pour quelle valeur du paramétre m la matrice 4,, est-elle inversible ? calculer A™! en cas

d’existence,

3 1 2
A =(4—m 2m 3+m)EM3(]R}
1+m —-1-m 1+m

Exercice 20 : Dire dans chaque cas si A est inversible ou non. Si A est inversible, exprimer son inverse A~

en fonction de A et la matrice identité !,

1
=A% =), At=0; At=1 A =], Al = =p, Ad=A

3
A 428=1, A2 -SA4+61=0, A +d4a-61=0
(A-DA+2D=0, (A=3DGBA+D=0, (A-DA+2D=-21, (A+2D(A+1) =31

Exercice 21 : Soit la matrice suivante
1 -1 2
A= (1 2 3) € M;3(R)
1 -2 1
1. Calculer A® puis A3,
2. Montrer que —A® + 44% — 104 — 215 = 04 ;
3. En déduire que A7

Exercice 22 :
Soit Ia matrice suivante,
1 -1 0 =1
12 0 -1 -1
M=13 1 -2 -2

1 -2 1 =1
1. Montrer que M2 + M + I, = 0, oii I, est la matrice identit¢ d'ordre 4, En déduire que M? = [,
2. Montrer que M est inversible et calculer M1,

1 3 1
.4=(4 2 3)
2 1 1

1. Montrer que la matrice A vérifie "expression suivante : —A% + 4 A% + 12 A + 51, = 0.
2. En déduire que la matrice A est inversible et calculer son inverse A~L.

Exercice 23 : Soit la matrice 4 donnée par,

Exercice 24 : Soil la matrice
1 0 1
.4=( 1 2 3 )EM;(R)
=1 & =1
Montrer que la matrice A vérifie la relation : —A* + 2A° + 64 — 413 = 05 ;
En déduire que la matrice A est inversible et calculer son inverse A™! ;

Retrouver I'inverse A~ & I'aide de la méthode des cofacteurs,
Appliquer la méthode de Gauss-Jordan pour calculer A~

R e



Exercice 25 (CF-10/11) : Soit A la matrice carrée d’ordre 3 donnée par :

0 1 1
A=(—l 0 —1)
1 1 1

Déterminer les valeurs de a, b et ¢ de R pour que I"on ait la relation A% + aA® + bA + ¢ly = 04 o1 Ozest la
matrice nulle d’ordre 3 et /4 est la matrice identité d’ordre 3.

Exercice 26 {CF-11/12) : On considére les deux matrices carrées d’ordre 3 données par :

1 1 0 -1 =1 1
a=(-10 1) ws=(2 1 )
1 1 1 -1 0 1|

Calculer les matrices (A — /3)* et AB oi1 I est la matrice identité dordre 3 ;
En déduire que la matrice A est inversible, puis déterminer son inverse A™! :
Montrer que la matrice A vérifie la relation : A> =242 + A =I5 ;

A I'aide de la relation établie 4 la question 3, donner 1'expression de la matrice inverse A1 ;
A I'aide de la méthode des cofacteurs, retrouver la matrice inverse A™1.

P B Do

Exercice 27 (CR-11/12) : Soit les matrices carrées d'ordre 3 données par :

1 0 1 1 =1 =i 1 0 0
ﬂ=({] -2 1). B=(l -1 1) et !3=(E] 1 ﬂ)
-1 1 0 2 1 2 0 0 1

Calculer les matrices (I3 — A), (A + 213). (I3 — A)(A + 215) et puis AB ;

En déduire que la matrice A est inversible, puis déterminer son inverse 47! ;

Montrer que la matrice A vérifie la relation : A* + A2 — 24 + 31, = 05 ;

_ﬁu I'aide de la relation établie 4 la question 3, donner I'expression de la matrice inverse A7 ;
A I'aide de la méthode des cofacteurs, retrouver la matrice inverse A1,

Sk MR T

Exercice 28 (CF-13/14) : Soient les deux matrices carrées réelles d'ordre 3 données par,

I =1 2 1 0 3
A= (4 1 3) et B= (l‘.] 0 D)
0 1 2 1 0 1

1. Calculer la partie symétrique et la partie antisymétrique de la matrice A ;
2. Calculer les matrices puissances B2, B* et B*. En déduire 4 I’aide d’un raisonnement par
récurrence les puissances successives B", (n € N") de la matrice B.

Exercice 29 (CF-13/14) :
Soient les trois matrices carrées d’ordre 3 données par,

1 1 2 0 0 =3 1 0 0
f-‘l=({} -1 1). B=(1 -2 1) et 1'3=(ﬂ 1 ﬂ)
-1 0 0 1 1 1 0 0 1
Calculer les matrices (A® + 13), A(A® + 13) puis AB;
En déduire que la matrice A est inversible, puis déterminer son inverse A™!
Montrer que la matrice A vérifie la relation : A’ + A + 313 = 05 oi1 05 est la matrice nulle d"ordre
3

4. A I'aide de la relation établie i la question 3, donner I’expression de la matrice A} ;



5. A I'aide de la méthode des cofacteurs, retrouver la matrice inverse A~!.
Exercice 30 (CR-13/14) : Soient les trois matrices réelles données par (c¢y;, €13, €3y, €3 € R)

1 0 1 2 2 -1 =2 1 ¢z o3
A=(2 1 -1 1), B=|3 —% -3 | et c=(2 0 2)
0 1 0 2 0 0 0 Cy3 €32 —1

1. Construire une matrice carrée symétrique a partir de la matrice A ;

2. Déterminer les coefficients de la matrice € pour que B et C soient des diviseurs de zéro.



Solutions
Solution 1 :

Tout calcul fait on obtient :

s = E+CY = ¢ D)

2 1
38-¢ =30 -G 1 =C I
A+B-D = (A+B)-D = G ;)—(_il _ﬂg) - (i i)
e - €90 903
we = w00 = € 0D = (5
Solution 2 :

Le calcul des opérations A+ B, (G —H')+ D, BA, B' + ((2G)' + H) et GH" est impossible faute de

I"incompatibilité des types. Pour le reste des opérations, tout caleul fait on obtient ;

pract = (03 92 o ) =G 1Y)

1 =2 3 1 0 0 6 =& 3
C+5F = (—1 0 2)+5(D 1 D) (—1 5 2)
2 0 3 0 0 1 2 0 8

Dt —-E 1 2 -1)-(0 1 -2 = (11 1)
1 =2 3 1 =1 2 2 =3 5
CH+t o= (—1 0 z)+(—z 0 u) = (—3 0 z)
2 0 3 3 2 3 5 2 6
2 -1yl 1 2y _ 2 0 1
At (3 1)(923)‘(359)
-2 3
e G o 11 =12 22
BC = (g “2)“(5 i o
0 3
1 -2 3
ch = (—1 0 z)
2 0 3
ED
1 G 1 =2
DE = (2)[{] 1 =2) = (u 2 -4)
-1 0 -1 2

11 2 2 0
8 e PO TN
GG _(2 “)(1[:-1)‘(242)
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1 -1 0 2 2
10 I
H‘H=(1 2)(%%3): 153)
7 3 2 8 13
11 10 6 8
r — —_
HH‘(nza(lz)"(BB)
2 3
11 1 8 8
GH=(2 u)éig)—(zz 4)
1 -1 O



(H'GY) = GH = (z 2 4)
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Solution 3 :

La partie symétrique de la matrice A est donnée par :

1 i[/A -1 2 1 4 0
'i(."l +4") = E[(4 1 3)4‘-("1 i 1
0o 1 2 2 3 2

La partie anti-symétrique de la matrice A est donnée par :

i [Fi =2 2 1 4 0
(f} 1 3) = (—1 1 l)]
g % i 2 3 2

! L
34-4) = 3

On remarque que [5 (4 + 49| + [3 (4 — 49| = 4

Solution 4 :
a+hbh=4%
a+h a-by_ (4 6 a—-h=
(2c+d c—Zd)_( 3) S Y2e+d=
c—2d=3
1 a 0 130 gfg
(c a+b c:-a=(461 = 5:4
b d+b d 3 4 1 Ty
Solution 5 :

2 =1 =2z/1 bz by —2byy
AE=(3 —3j2 -3)(2 0 2) = (-3_.5;31

0 0 0 by, by -1 0

"2:‘3‘31 — “3b31 =10
Ce qui implique, {

2&13 — 3b|'g =1
On prend par exemple byz = by;; =a, a € R
1 o
B= (2 0
0 «
Solution 6 :

Tout calcul fait,

Zblg e Zbgg — 3b12 = 3532 =10

0
2)
~1

1

Z R 2
4
4

=2 3

0
0

2byg
3by3

1([} -5 2
= —| 5 o 2
2\_2 2 0
a=2>5
b=-1
£ =1
d=-1
2by; — 2b3;
3by; — 3by,
0
byy = b3 =0
bz = bgy
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1 1 3 1 1 3
.4#:(3 —1)(0 1 2)=( 11 4)
1 1 /A2 =1 1
1 3 1yv/1 0 2 1150
A‘A=(ﬂ 1 z)(31—1)=(5 )::M‘
2 -1 /M 2 1 0
0 0 0N/ 0 O nnﬂ
{A+B}z=(53ﬂ)(530)=(159[})
3 2 0/\3 2 0 10 6 0

—

3 4 4 3 0 -4 3 0 4 6 4 0
A*+24B+B* = (5 - 4)+2( 3 2 —4) (4 4 —3) = (3 7 —?)
g 4 1 5 4 -1 -4 0 -3 14 12 -

On remarque que (A + B)* # A* + 2AB + B*, puisque AB # AB

2. On calcule les diagonales principales des matrices A, B, AB et BA :
DP(A) = (1,1,1), DP(B) =(-1,2,—-1), DP(AB) = (3.2,-1), DP(BA) =(-34,3),
DP(AA") = (511,6), DP(A'A) = (11,5.6).
3. Draprés la deuxiéme question :
tr(d) = 3. tr(B) =0, tr(BA) =4, tr(A')=3, tr(4) = 3, tr(AtA) = 22,
tr(AAY) = 22, tr((AB))) =4, tr(AB)=4, tr(BA)=4, tr(B'A) =4 r((AB)") =4,
tr(AB) = 4, tr(BA) = 4.
On remarque que tr(BA) = tr(AB), tr(A) = tr(A")
Solution 7 :

At = AA

Il
Il

3 9 -9\ /3 9 -9 0 0 0
(zn n)(zu n) (5 18 -13)
3 3 -3/\3 3 -3 6 18 —18
0 0 0y\/3 9 -9 0 0 0
A3=A1A=(5 18 —13)(2:} ﬂ)=(ﬂﬂ:}) = {5

6 18 —18/\3 3 -3 0 0 0

Comme A% # 05 et A* = 03, alors la matrice A est nilpotente d’ordre 3. Ainsi, A* = 05, pour tout k = 3,

-

01 00\ 100 0010
g2 — (001 0)foo10) _ (o001
000 1/loo o1 0000
000 0/\ 000 0000
001 0y/0 100 00 01
g — (000 1)foo10) _ (o000
000 o0f{loo o1 0000
0o 00 0/\ 000 0000



0O 00 1\/010 0 0 0 0 0
gt - (000 o0lfoo0o 10} _ (oo0o00) _ ,
00 0 o0fl0 0 0 1 000 0 ?
0O 00 0/\0 0 0 O 0 000
En déduire les puissances successives de B: Comme B? # 0, et BY = 04, alors la matrice B est nilpotente

d’ordre 4. Ainsi, B* = 0,4, pour tout k = 4.

*

0 2 3 4 5 0 2 3 4 5 g 0 4 12 25
002 3 4|[o 0 2 3 4 000 4 12
¢2 = |oo o2 3{loooz3z|=1]0o00o0 4
0000 2/]loo o o 2 000 0 ©
0o 0000\ 0000 000 0 0
0 0 4 12 25\ /0 2 3 4 5 00 0 8 36
000 4 12|[0 0 2 3 4 0000 8
¢ =]ooo0o o0 aflloooz23|=1_,0000 o0
0o o0 0o o0]looo o 2 0000 0
000 0 0/\0 0000 0000 0
/00 08 36\ /023 4 5\ 00 0 0 16
0000 8\[002 3 4 0000 0
¢* = |oo oo ol|loooz23[=1_]0000 o0
0o 000 0floo oo 2 0000 0
\o 0 0o o/\o 0 0o o of 0000 0
/0 000 16\ /0 2 3 4 5 0000 0
0000 0\[oo02 3 4 0000 0
> =100 00 0flo oo 2 3[=1]00000|= 0
o000 o0floo o0 o0 2 000 0 0
\o 0 0 0 o/\0o 0 0 0 of 000 0 0

Comme C* # 0s et C* = 0, alors la matrice  est nilpotente d’ordre 5. Ainsi, €* = 0e, pour tout k = 5.

1 00 1 0 0
)=(n4n)=(uzzu)
0 0 9 0 0 32

Solution 8 :

1. Les matrices puissances :

1 0 0v/1 O
A2 = (l.']I 2 '[.'r) (ﬂ 2
0 0 3/\0 0
120 0y/1 0 1 0 0
A3 = (u g2 U)(ﬂ {‘.l) (u 23 u)
0 0 32/\0 3 0 0o 3
10 o0y/1 0 1" 0 o0
A* = (n 2 0)({] {]) = (n 24 u)
0 o0 3\ 3 o o 3
2. On remarque que les puissances successives de A sont de la forme :

¥ 0 o0
Ak=|p 2t p vkeN

0 0 3%

S RNOOKNOWe e

3. Raisonnement par récurrence :
Vérification :pour k = 1,

10 0 1 0 0
A’=(ﬂ2 ﬂ=(u 21 0
0 0 3 0 0 3!

Hypothése de récurrence : on suppose qu’a 'ordre & ona .



1 0 0
At=1p 2t u)
0 0 3¢

Démeonstration : on montre que le résultat reste vrai a l'ordre k + 1 :

1* 0 o\s1 0 O 141 P 0
AL = ARA = (n 2 n)(ﬂ 2 ﬂ) = (a 2t l})
0 o 3/\ 0 3 0 0 3k
1* 9 0
Conclusion : % k € H", fl*=({] 4k I})
0 0 9

4. On montre de méme que :
+ Calculons les puissances B et B :

2 2 2 1 11
On remarque que B = (2 2 2) =2E avec £ = (1 1 1)-

i B 1 11

Ainsi, B¥ = (2E)* = 2*E* pour tout € N".
1 1 1 1 1 1 3 3 3

E* = (1 1 1)(1 1 1) = (3 3 3) = 3F donc B*=2%FE*=2%3E
F 1 31/ 1 1 3 3 3

E* = FE =3FF = 3F%=3F done B* =23 F3 =23 3iF

On remarque que les puissances successives de B sont de la forme : B¥ = 2%, 3%*=1F pour tout k € N°.

Raisgnnement par récurrence .

Viérification : pour k = 1,
Bt=23"E=2F
Hypothése de récurrence : on suppose qu'a 'ordre k ona: BY = 2% 3%-1F
Démonstration : on montre que le résultat reste vrai a 'ordre k + 1, c'est-a-dire, B¥*! = 2K+ 3k¢ 2
BY+l = Bt B =2% 3k"1E 2 E = 2%+, 3%-1 g2 = 2k+1 3k=1 3F = 2K+ 3kE
Conclusion : %V k € ',

1 1 1
H*:Ek.ak-1£=2*.3*-'(1 1 1)

111
00 0 00 0 00 0
c:(z 0 -:]). E2=(u 0 u).€3=(n 0 u) et Ct=0; vk=23
010 2 00 00 0

e I e B e |

1 20 o 20 2 0 2 21 g 3!
ﬂz( n)=(n 0 n). D‘*=(n 0 n)z(n 0 n),
1 20 g 20 2 0 :2 21 p 21
4 0 4 2¢ p 22 k=l gy gk=l
DE=(B 0 ﬂ)=([} 0 u) el D“=( 0 0 :}) v k € M.

4 0 4 22 g 2% 2L g 3

1 1 1 3 3 3
E=(1 1 1)=3“E, E2=(3 3 3)=SIEJ
1, 9. 1 3 3 3

E3=FEE=3E2=3%F el Ex=3"1FE vkel.

Solution 9 ;

1. Les matrices 4 et B sont données par :



1 R il 4 1 1
A=(1 1 1) et E=A+3."3=(1 4 1)
1 11 1 1 4

Les matrices puissances de 4 ;

1 1 1ns/1 11 3 3 3 1 11
(1 1 1)(1 1 1) = (3 3 3) = 3 (1 1 1) =34
1 1 1/%1 1 1 3 3 3 1 1 1

AP = APA=34A=34%=3%4

]

32

2. Onremarque que les puissances successives de A sont de la forme :
A" = 3n=14 vnel
Raisonnement par récurrence :
Vérification : pour k = 1,
Al =14 =14 =114
Hypothése de récurrence : on suppose qu'a l'ordre n2 1 ona:

AT =301y

Démonstration : on montre que le résultat reste vrai a 'ordren 4+ 1 ;

Al = A" 4 = 3144 = 37134 = 3M4
Conclusion : ¥ n € N°, At =371y

3. On calcule de méme B" pourtoutn =1 :
B" = (A+3L)"
n
n n n!
= Z (k).!l" (313)"4‘ Formule de bindme avec (k) = m

k:ﬂ

- kzﬂgn—k (;:) A"'
f

= 3 (;) I Z 3n-k (:)A'f
k=1
fl

= 3 (5)6+ ) 3k (1) 4k

({]) 3,1+“=1 (k)

= 3"+ Z an—k (D 3k-14 car (E) =1

= I +3:]—1 (Z (:)) A
r=arr=3 (=013 (0

Ainsi, pour toutn 2 1,



B*=3"L+3"1(2"-1DA
Solution 10 :

Calculons les déterminanis suivanis :

3 0 o0

+# |5 =1 0|=3x(-1)x4=-12 Le déterminant d’une matrice triangulaire inférieure est égal au
7 3 4
produit de ses éléments diagonaux.
2 —1: i3

+ 0 1 5|=2x1x3=0 Ledéterminant d'une matrice triangulaire supérieure est égal au produit
0 0 3

de ses éléments diagonaux.
1 0 0
+» |0 2 0[=1%x2x3 =06 Ledéterminant d’une matrice diagonale est égal au produit de ses éléments
0 0 3
diagonaux.
0 0 2 4
2 4= I l = —6 On développe selon la premiere ligne
3 3
3.3
-3 0 1 -3
4 0= Ei | = 30 On développe selon la troisitme ligne
0 3 2 4

3
2 0
0 3
: 3
4 b6
-1 2
sont proportionnelles (Ly = 21L,)
2 0 3
1 4 3
-1 4 5
Méthode de Sarrus (disposition ligne) -

2 0 312 0

1 4 3|1 4

-1 4 51-=1 4
[(2%4%5)+(0x3x(-1))+(@X1x9)] - [((~1)X4X )+ (4 %3%2)+ (5% 1%0)]
[404+0+12]—-[-12+ 24 + 0]

40
Meéthode de Sarrus (disposition colonne) :

=12 |; il = —6 On développe selon Ia deuxiéme ligne

=0 Le déterminant est nul puisque la premiére ligne et la deuxieme ligne de la matrice

MNP O RO =0 O

=7

-

det(4) =

det(A)

[

2 0 3
‘1 ' 3\
det(A) = l-1 4 5
2 0 3
1 4 3
= [(2x4x5)+(1x4x3)+{(-1Dx0xN]=[((-1)x4x3)+2x4xD+(1x0x5)]
= [40+12+0]—[-12+24+0]
= 40
Méthode des colacteurs :
s 8 5 i & B 8
det(d) = |1 4 3|=-+4] | -4 = 4(13) — 4(3) = 40
~1 5 1 3
-1 4 5
Ou encore
2 0 3 2: B 3 2 3
det(d) = |1 4 3[=|2 0 —2|=-4f °|=40
-1 4 5 -1 4 5
» On applique toutes les propriétés possibles pour faciliter les calculs du déterminant :



4 =2 1

2 -3 -4 = 42 -3 -1la+l =46 -5 of=4|5 T’|=6s
3 3 8 3 3 2 1Lz =21, =5 ¥ 0
1111 ;i e R 1 1 1 1 I 11 1
1222 _fot1t11 _ o111 _Jo111f
1 2 3 3 o0 1 2 2 0 011 00 1 1
1 2 3 4 0 1 2 3 o 0 1 2 0 0 0 1
1 0 =3 14 1 0 =3 1 5 4
0 -2 1 2|k 0 -2 1 2=I]{}2=—2|-E -5
-1 0 3 L+l Jo 0 0 2| |0 -1 1
0 -1 1 2lLy g =1L 1 3
i i —11 —11 El é —12 —12 D = = g =& = -2 =2
=|-2 0 -2 =|o o -2 =-2
1 -1 1 -1 0 -2 0 =2 Ly <y —2 2 0 0 -2
1 -1 -1 -1 0 -2 -2 =2
I 51 1 1
4 =1 =]
1 -1 1 -1 = ¢
i -1 -1 -1
*
-3 4 =5 1 1 0 -1 9 L 1 9 0o =
<L =1 =3 _i= 19 = e o A e e B __ImS
5 4 -5 4| 719 0 -1 12 Tl " | g 1 4 18 8
9 0 1 -4 9 0 1 -4
-3 4 =5 1
SR S L |
5 4 -5 4 =10
9 0 1 -4
Solution 11 :
Calculons le déterminant de la matrice A, :
1 2 1
ety = [ T3 = | Y Y = 1oom
n 1 2
Ainsi, det(A,)=0 = 1-3m=0 <= m=:;-
Sim # ; alors det(Ay) # 0 et donc rg(Ay,) = 3
1 2
Sim =%alur5 det (ﬂl) =0 etdoncrg (flj) < Z. Comme |1 1| # 0alorsrg(A) = 2.
3 3 3

1. Appliquons la méthode de Gauss :

1 2 1 12 1
P.m=(?ﬂ. I 1) Ca 11 m)
0 1 2 \2 1 0
1 2 1
Lz1{—1}LL32{—2] (l.'} & m-—l)
\0 =3 =2
1 2 1
L32(=3) rl‘n = m—l)
\0 0 1-3m

St1-3m =0, cest-a-dire, m # %alnrﬁ et donc rg(A,,) = 3 (le nombre de pivots est 3).



5i1—3m =0, c'est-a-dire, m= %alurs et done rg (.ri 1 ) = 2, (le nombre de pivots est 2).
3

Solution 12 :
Les matrices A, B, €, Det E sont inversibles et
DA o I 4171 =3 g ly2 =2
) it ; Ul
A '5(—-3 2)' 2 4 \-2 2)' ¢ 4(—1 3)'
a_(1 0 a. k2 0
b '(—2 1]‘ E7 = 2(1 1)'

Tandis que la matrice F est non inversible puisque det(F) = 0.

Solution 13 :

On remarque que AB; = I3 . donc I'inverse de la matrice A est Al=58,.

Solution 14 :

Calculons la matrice 47

-1 -1 1y/-1 -1 1 0 1 -1
4 -3 4|4 -3 4) = (-4 -7 B)
3 -3 4/\3 -3 4 -3 =6 7

0 1 =-1\/=-1 =1 1 1 00

A = (-4 -7 3)(4 -3 4) = (n 1 n)
-3 =6 7 3 -3 4 0 0 1
1. Lamatrice A est inversible puisque A® = AZA=AA’ =1,

2. Llinverse de la matrice A est :
0 E =i
Al=4={-4 -7 B)

—3: =6 7

I

44?'

Solution 15 :

La matrice A admet une ligne nulle donc,

I ‘2 3

det(A)=|0 0 0|=0
5 6 1

La matrice A est non inversible.
+ La matrice B admet une colonne nulle donc,

1 0 3

det(B) = |2 0 1l=0
3 01

La matrice B est non inversible.
+  La troisieme ligne de la matrice C est proportionnelle i la premiére ligne (L3 = 3L,) done,
s LR
1 2 1
3 3 6

det(C) = =0

La matrice C est non inversible.

» La troisiéme ligne de la matrice D est combinaison linéaire des deux premiéres lignes (L3 = Ly + L;)
donc,



1 1 2
det(C)=11 2 3|=0
2 3 5
La matrice D est non inversible,
+  La maitrice E est inversible, en effet
3 1 -1 1 —1
det(Ey= 0 0 7 =—?{2 1|=—49;¢ﬂ
-1 2 1
La matrice E est inversible et
g deri'Iﬁ;:'E) comatrice' (E)
oi,
0o 7 o 7
| ol : ~14 -7 0
g 1 -1 3 =1
comatrice(E) = —|2 1| +|_1 ll |_1 2 ( =3 4 =7
2 | 7 =21 @
R
0o 7 0 7 0
-14 -3 7
comatrice'(E) = (—? 2 —21)
0o -7 0
Adnsi,
2 3 1
7 49 7
a4 -14 -3 7\ ] 75 g
E 49—?2—21—?—5?
0 = 0 1
0 5 0
¢ Lamatrice F est inversible, en effet
2 -2 =2 2 0 -4 0
det(F)=]1 -1 1|=]1 0 =—|3 |——12qtl]
1 2 3 1 3
La matrice F est inversible et
1= To0ES comatrice' (F)
oil,
-1 1 1 -1
+| -k 3| +; 2| G an
comatrice(F) = -|‘22 ‘32| +|:1" '32] -ﬁ '22| =(z 8 —5)
~4 —4 0
+|—2 -El _|2 —2] +12 -2
=] =1
-5 2 -4
comatrice'(F) = (—2 8 —)
3 -6 0
Adnsi,
5 1 1
= =5 2 =4 112 g ?
F-imﬁ(-—z 8 -4)= s =32
3 -6 0 11
4 2 ’

+» Lamatrice & est inversible, en effet



2 =3 -1
det(@)=4 -1 o =—|’; J=-9%0
1 2 0
La matrice G est inversible el
1
LY e |
G —dﬂa:mcﬂmatnce (&)
oil,
-1 0 4 0 4 -1
7 o -l ol * ZI v
comatrice(G) = —I_za -[}ll +ﬁ _l'_lll -E _231 =(.._2 1 =7
#3 A - F +ff 2 -1 -4 1
-1 0 4 0 4 -1
0 -2 -1
comatrice' (G) = (l} 1 —4)
o =7 10
Adnsi,
o 2 1
=10 —= =1 4
Fl=—|0 1 =4|=]0 -= =
‘3(9 -7 m) ?9 5"{“
9 9.
» La matrice H est inversible, en effet
3 0 0O
det(H)=10 4 1 =3(8(-2)=-24=%10
0 0 -2
La matrice H est inversible et
1
-1 _ ..
H™ = deﬁi&,}mmatnce (H)
oil,
4 1 0 1 0 4
tlo Sl =lo =l +lo ol & i
comatrice(H) = —|‘:I D| +|3 ﬂl —|3 U| =0 -6 0
oD -2 0 =2 0 0 0 7 12
+|ﬂ 0 _l3 E]| +|3 l]| T
4 1 0 1 0 4
-8 0 0
comatrice'(H) = (D —6 —3)
0 0 12
Adnsi,
s 0 0
_1/-8 0 0 il
H"1=E(ﬂ -6 Bl=|n 5 =
0 0 12 R
0 0 _E

Solution 16 :



=
Hl
"'-_-‘“‘
o0 =
= %

[l

(I o

; 100
n), det(A)=6=0, at= [0 7 0
3 00 =
B T
o _ +|41 ul _|j zl +|21 ;l
= [ u), det(B) =-3#0, B™l= 1 | +|3 3| _|3 4
3 4 3 ‘
+2 “l = i I
1 0 0
3
e ==t £
2 | +|n BERT
-1, d — : = .
2 ]1) et(C)=2+#0, C > |;1] ?
*Iz —1| -11 +|EI 2
: 1 0 u‘
¢l= 21 1 u
2 5 1 2
-1 -5
&=t = ;‘_’ %
, 22
t
'} B +|2 ,; _|g 4| +|D 2|
T 1 b b
+|z 4 _In 4| +|u 2
1 _1(-5 0 ﬂ)‘
p~l= —— i
& g —3¢ 23
1 0 0
-1 2
p-1= (E' 2 E]
i =4
© 3 7



t
+lo 3l o sl +[o o

E=(; _43 g) det(E)=30%0, E'= — I—:Si ﬂl +|ﬂ 31 1 *3|
8 = "“I—3 ; |2 ui ""Iz _3|
| 1 /12 =6 0\
El= —
3{](3 3 iﬂ[})
2 3
5 10 °
o, (28 3
1
0 0
2 0 0 0 0 2
- ]+tn3'2;1+|2n|
F=(u 2 n) det(F) =-6#0, F'= ‘_‘.5‘ -3 il +|; gi ‘E g
2 0 3 +[{] 3 1 ] +| 0
2 0 0 0 0 2
= 26 5 T)
T 6\ o0 2
1 1(}?2 E)
Bhyq g ¢
-1 0 1
1
Fl= (U‘ *2— ﬂ')
2 1
3 =g
-1 2 4
L=(1 3 3), det(L) =-32%0 et
w3 =% =3
[
_I(J*I—}' —31| |—z —1| +| —3?1
o= gzl —1| +|—z —1| '|:2 —?|
2 4 1 4 1 %
+|3 | |1 | +|1 |

_1 /08 —(5) +-1)\'
= —| —=(26) +(9) -—(11)
+(—6) —(=7) +(=5)

1 -18 26 6
- 35 = )

2\1 1 s
9 13 ::
16 16 16
~ 5 9 7
a 32 32 32
11 5



¥ La matrice G contient une colonne nulle (det(G) = 0), donc G non inversible.

Deux colonnes de la matrice H sont opposées (det(H) = 0), donc H non inversible.

¥ La troisiéme colonne de | est combinaison linéaire des deux premiéres colonnes (det(J) = 0), donc J
non inversible,

¥ La troisiéme ligne et la premiére ligne de la matrice K sont proportionnelles (det(K) = 0), donc K non
inversible.

1\

Solution 17 @

Montrons que A et B sont inversibles :

1 1 3 & B 5
det(a) =1 3 o =lo 2 -3 =[5 7| =-1=20
- 1 D =% i
1 2
det(B) =|-1 2 =1 5| =amo
0 0 1
1. Calculons les inverses A~ et B~1 -
30 10 1 Bt
+|-1 1| _In 1| +|n -1| 3 -1 —1\! -3 4 9
= 1 3 1 3 1 1
at =—| | | +] |-| | ==l—¢ ¥ 1] ={1 -1 -3
=1 1 0 1 B =1 5 5 . {
1 3 _|1 3| +|1 1| = 3 % -
+l3 3 10 13
2 1 _-1 1 —1 2 ? 1 -1
e e e I )
4 o 1 0 :] 0 4\, o 4 = e W
2 -4 7 2 0 0
2 1 -1 2 0 0
2. Endéduire (AB)™! et (BA)‘ :
1 -1 . ;B 4
2 2 -3 4 9 (' 2
(AB)' =p7147 =|1 1 1 -1 =3] ={-1 3 3
T 3 Wi\ g =g =3 5 F =
4 4 - ¥ 3
0o o 1 i -1 =2
G- %I g 6
-3 4 o9y\[z3 7 1 € 5
(BAY™! =478 =1 -1 =-3]||1 1 = = = =7
1 -1 -2/\z 3 ° 1 5
0o 0 1 E T =1
Solution 18 :
Calculons d'abord det(M,, ) :
m 1 1| m—-1 1 1 1 1 1 11 1
dettM,,) = |1 m 1|= D m 1|=(m=1) m =(m=1)|0 m 1
1 1 m 1-m 1 m -1 1 m 0 2 m+1
= {m-l)[’;‘ m+1|—(m—1)(m(m+l) D=(m-1)(mi+m—-2)=(m—-1)>2m+2

COu mieux encore



m 1 1 m+2 m4+2 m+2
dettMp,) = |1 m 1|= 1 m 1
1 1 m 1 1 m
1 1 1 1 1 1
= (m+2))1 m =m+2)[0 m-=1 0
1 1 m 0 0 m—1

= (m+2)(m-1)*
Sim=—2oum = 1, alors det(M,,) = 0, la matrice M,, est donc non inversible.
S5im# —2etm =+ 1. alors det(M,, ) # 0, la matrice M_m est donc inversible,

Solution 19 ;
Tout calcul faiton a ;
3 1 2
_ |4=m 2m 3i+m
derlAg)’ = 1+m —=1-m 1+m

(] Cy + (o Ly = l':]

3 4 -1
= 4-m 44+4m -1+2m
1+m 0 ]

_ 4 —X
= @+ml L i oml

= 9m(1l+m)

Done, sim # 0 et m # —1 alors det(A,,,) # 0 et A_m est inversible.

Pour tout m € R — {—1,0}, det(A) = 9m(1 + m) = 0. Donc la matrice 4,, est inversible et son inverse
est donné par :

A;tl - mﬂﬂmﬂn'fﬂ?:(ﬂm)
oil,
2m 34+ m _|4-m 3+m| +| 2m
=1—-m 1+4+m 1+m 1+m 1+m =1 —m
: . 1 2 |
comatrice(An) = -1-m 1+m| |1+m 1+m| |1+m —l—ml
2 2 1
+!2m 3+m| |4-m 34+m +4—m Zm
Im*+6m+3 —(1-m-2m*) —-m*—-5m—4
—(3m+ 3) m+1 —(—4m —4)
3-3m —(5m+ 1) Tm—4
3mt+6m+3 —(1-m-2m?) -m*—-5m-—4
comatrice(A,,) = —(3m+ 3) m+1 —(—4m — 4) et
3-3m —(5m+1) Tm—4
| 3m*+6m+3 -3m-3 3-3m
comatrice' (A,,) = 2m*4+m-1 m+1 —5m-—1
—mi—5m—-4 4m+4 Tm-—
Ainsi,
m+1 1 3—-3m
3m 3m  9m(1+m)
; 3m*+6m+3 -3m-3 3-3m Im — 1 1 Sm 4+ 1
A— —_— o =2 i — i ——
™ = 9m +m) 2”‘ tm=1 m+i —m-1i 9m  9m  9m(1+m)
-Sm—-4 4m+4 Tm-4
m+ 4 4 m—4

9m 9m 9m(1 +m)



m 1 1 m+2 m4+2 m+2
dettMp,) = |1 m 1|= 1 m 1
1 1 m 1 1 m
1 1 1 1 1 1
= (m+2))1 m =m+2)[0 m-=1 0
1 1 m 0 0 m—1

= (m+2)(m-1)*
Sim=—2oum = 1, alors det(M,,) = 0, la matrice M,, est donc non inversible.
S5im# —2etm =+ 1. alors det(M,, ) # 0, la matrice M_m est donc inversible,

Solution 19 ;
Tout calcul faiton a ;
3 1 2
_ |4=m 2m 3i+m
derlAg)’ = 1+m —=1-m 1+m

(] Cy + (o Ly = l':]

3 4 -1
= 4-m 44+4m -1+2m
1+m 0 ]

_ 4 —X
= @+ml L i oml

= 9m(1l+m)

Done, sim # 0 et m # —1 alors det(A,,,) # 0 et A_m est inversible.

Pour tout m € R — {—1,0}, det(A) = 9m(1 + m) = 0. Donc la matrice 4,, est inversible et son inverse
est donné par :

A;tl - mﬂﬂmﬂn'fﬂ?:(ﬂm)
oil,
2m 34+ m _|4-m 3+m| +| 2m
=1—-m 1+4+m 1+m 1+m 1+m =1 —m
: . 1 2 |
comatrice(An) = -1-m 1+m| |1+m 1+m| |1+m —l—ml
2 2 1
+!2m 3+m| |4-m 34+m +4—m Zm
Im*+6m+3 —(1-m-2m*) —-m*—-5m—4
—(3m+ 3) m+1 —(—4m —4)
3-3m —(5m+ 1) Tm—4
3mt+6m+3 —(1-m-2m?) -m*—-5m-—4
comatrice(A,,) = —(3m+ 3) m+1 —(—4m — 4) et
3-3m —(5m+1) Tm—4
| 3m*+6m+3 -3m-3 3-3m
comatrice' (A,,) = 2m*4+m-1 m+1 —5m-—1
—mi—5m—-4 4m+4 Tm-—
Ainsi,
m+1 1 3—-3m
3m 3m  9m(1+m)
; 3m*+6m+3 -3m-3 3-3m Im — 1 1 Sm 4+ 1
A— —_— o =2 i — i ——
™ = 9m +m) 2”‘ tm=1 m+i —m-1i 9m  9m  9m(1+m)
-Sm—-4 4m+4 Tm-4
m+ 4 4 m—4

9m 9m 9m(1 +m)



Solution 20 :

Comme det(A) = 0 alors la matrice A d ordre n est dans ce cas non inversible, en effet :

1 1 1 ,
5#:{1 = det(idz)=ﬂ = Fdet(ﬂz)=§;(det{l‘1))3=ﬂ = det(A) =0

~  SiA* = 0 alors det(A") = det(0) et donc [det(4)]* = 0. La matrice étant non inversible.
~ SiA*=1= AxA=]alors lamatrice A est inversible et A~! = 4,

— La matrice A est dans ce cas inversible :
A= 3 AxA=1
Done,
Al =47
- Supposons A inversible,
A=- = AN =-AM=-] = A=-]
Les matrices inversibles vérifiant I’équation A* = —4 sont les matrices A telles que A = =/, det(4) =+ 1

- SiA* = A Supposons A inversible,
Bl = P =20T=] = =] = A=4"
Les matrices inversibles qui vérifient I'équation A% = A sont les matrices A telles que 4 = A1,

—  La matrice A est dans ce cas inversible :
A+24=1 = A[A+2)=1
Donc,
Al =Ar+2]
—  La matrice A est dans ce cas Inversible ;

AP —5A+61=0 = A[%(AHSH]=J
Done,
A"=:£-{A—51}
- A*+ 44 -6l = 0 alors,
AAt+4a-6l=0 = .4[%(.4%4;)]:;

La matrice A est inversible et A™! = ﬁl{dz +40).

—  La matrice A est dans ce cas inversible
1
(A=DA+2D=0 = A*+A4=2] = A[E(A-i-f)]:I
Donc,
1
A_1=E{A+I)
- Si(A-=3NEA+D) = 0alors,
a8
A=3DGBA+D =0 = 342-84-31=0 = A[A—§1]=.’

La matrice A est inversibleet 4A~! = 4 — %!.

- Si(d+21(A + 1) = 31 alors,



(A+2D(A+ D=3 = A*+3A=1
La matrice A est inversible et A~! = A + 31.

= A[A+31]=1

Solution 21 :
Tout calcul fait on obtient,
1 =1 2vy/1 -1 2 2 =7 1
A = A = (1 2 3)(1 2 3) = (6 -3 11)
1 =2 1/\1 =2 1 0 -7 -3
2 =7 1 1 -1 2 -4 =18 =16
B = AA = (6 -3 11)(1 2 3) = (14 —34 14)
0 -7 =3/\1 =2 1 -10 -8 =24
Adnsi,
-4 =1B =16 2 =7 1 1 -1 2 1
—A3+4A2—1UA—213 = —(14 —34 14)+4(5 -3 11)—1&(1 2 3)—2({]
-10 -8 -24 a -7 -3 1 -2 1 0

—

0 0 0
= (ﬂ 0 'El)
0 0 0

—A* + 447 — 104 - 214

1
0; = A [E (=A% + 44 =10 rs}l

et son inverse est donné par :

1
Al = —2-{ —A* 4+ 44-1013)
1 ; e e 1 0 0
ol —3 11)+4(1 2 3)—113((1 1 u)
=7 =3 1 &3 3 0 0 1
1 ?)
z 1 1
2 1 -3
3 7
3
1 1
=1 3 3
) 1 3
2 2
Verification :
s -
) =p @ f % 100
AA*1=(1 2 3) R =(u 1 ﬂ)
1 -2 1 21 33 00 1
2 -3 73
Solution 22 :
1. Tout calcul fait on obtient
G =1 8 .=i% # " -2 1t 0 1
g 2 B =1 =112 =f =g J'-2 <1 1 1
Mo=MM=13 4 =5 <g/l3 -2 =2)]"\-3 -1 1 2
1 =2 1 =1/ \1 = -1 2 =1p

el



-2 1 0 1 1 =i 0 =1 1 0 0 0 0O 0 0 0
2 ==& =1 1 1A Z B =% =] 01 0 0)_|0O 0 O 0)_
MidMthe=| 3 4 1 2)%2 1 <2 <3/*0 e 1 6)™e o g 0}~
=1 2 -1 0 1 =2 1 =1 00 0 1 g o 0 0
Comme les dewx matrices M et [, sont commutables, alors
M? =1y = (M = I)(M* + M +1,;) = 04
Dot M3 = |,
2. Comme M3 = I, alors MM* = M®M = I, alors la matrice M est inversible et
-2 1 0 1
o T -2 _1 1 1
NT=M"=l 5 4 4 2

-1 2 =1 0
Solution 23 :

D'aprés le théoréme de Cayley Hamilton, la matrice A annule son polynome caractéristique qui est égal a :

=A% + tr(A)A* = (My; + My, + My3)A + det(A)]y
or, tr(d) =4, Mj;+ My +Myz=-1-1-10=-12 et

13y -1 2 4 .4 3
det(@) =[4 2 3| =|-2 -1 3| =|_, 5| =5
2 1 1 0 0 1

D’on,
A+ 442 4+12A451,=0,
1. Comme det(A) =5 % 0 alors la matrice 4 est inversible

-1
A3+ 44 +12A+5,=0; = A[T(—A2+4A+1213)]=;3

et son inverse est donné par :

( 1
=1 5
A“=T(—A2+ 4A+12)=] 2
5
0

i =] b
|
Mr.nln—-r.ni-q

1
Solution 24 :

D'aprés le théoreme de Cayley Hamilton, la matrice A annule son polynome caractéristique (On
calcule Py (4) = det(d — A13)) :
—A% + tr(A)A* — (My; + My + Ma3)A + det(A)l; = 04

or,
tr(d) = 2,
2 3 1 1 10
M11+M22+M33=|2 __1|+[_1 _1|+|1 | =—8+0+2=-6
1 0 1 1 0 0 9 2
det(4)= 1 2 3 = 1 2 :z=|2 ﬂ|=—4
=1 2 -1 =1 2 D
D'on,

-3+ 2A2+6A—41; =0,
1. Comme det{A) = —4 # 0 alors la matrice A est inversible et

. 1
AP+ 24 +6A—-4l,=04 = A[E(—Az+ 2A+613)] =1y

et son inverse est donné par :




)

—A 4+ 24+4613)

0 2 0 1

-(U 10 4)+2( 1

2 2 6 -1
-2

E R

—

[ 35 B 5
LMH
R
+
o
o,
= e
L B

17 D
4 -4 2 =2
] i (I !
2 Z
. 1 & 1
2 2
1 1 1
B
Vérification :
2 1 1
i 0 oAyl *FOf 10 0
A.4“=(1 2 3) = U =(£:- 1 u)
=1 2 =l ’ 1 1 0 0 1
2 2
2. Méthode des cofacteurs :
2 3 1 3 1 2Zp°t
; ("'lz —1| -|—1 —1| +|—1 2|
wi o= o |18 AL 1 I 11 £
e & =l=lp 5 #l5 il =l
0 1 1 1 1 0
+ &l <lg 3 *g 2
L
L [+EB) @) +@)
= =2 +@ -@
+(-2) —(2) +(2)
_1(—8 2 —2)
= —|=-2 0 =2
T\s —2 2
5 1 1
Tz 2
1 1
=1z 3
. 1 1
2 2
3. Effectuons une suite d’opérations élémentaires en ligne sur la matrice suivante
1 &0 11 0 0O
i 2 3|01 0}
-1 2 =110 0 1




1 0 111 0 0 3 0 41’1 o 9
(1 2 3o 1 -::.) Lzp(—1); L3y (1) ({} 2 21-1 1 u)
=1 2 =1l 9o 1 - 0 2 ol1 0 1

1 0 1|1 0 0y
Laz(=1) (ﬂ 2 211 T B
- D 0 =zl2 =1 14
0 131

2 (3)iks (3)

—

_--“'!‘__.,-l"".-_---"!‘_
o = —
e | —
— —
| I
Ll NI'-'
B =] =D
l =2
B bt b | e B2

TS | R | s
2
O 3 A= 1 _.]_
2 2
Ainsi, la matrice inverse est ;
2 1 1
. 2 A o= 1
Al=l= 8 =Z|==2l1 0o 1
2 2 2 2 1 -1
1 1 1
2 2

On vérifie facilementque: A'A=4 A7 =14

Solution 25 (CF-10/11) : Seit A la matrice carrée d’ordre 3 donnée par :

0 1 1
A=(—1 0 —1)
1 1 1

Déterminer les valeurs de @, b et ¢ de B pour que 'on ait la relation A% + aA® + bA + ¢l = 04 :

1" méthode : On sait que toute matrice carrée d’ordre 3 vérifie la relation :

=A%+ tr(A)A2 = a(A)A + det(A) I; = 04

avec,
() =0+0+1=1
alA) = My + My + My;
0 -1 n 1 0 1
|1 1i+|1 1|+|—1 0
=
0 1 1
det(d) = |-1 0 -1
1 1 1
g 0 1
= -1 1 -1
1 0 1
— = | ll
1 0
= =1
Adnsl,

B+ A -A-1; =04



Ou encore
A -A+A+1;=0;
Clest-a-dire, b=c=-a=1.

2™ méthode ; Calculons le polyndome caractéristique de A
Py(d) = det(A- A1)

-1 1 1
A T
T 1 1-2

-4 -1 1 1 1 1
= <Al pogltly asadtley S
= =A[=-A1-D+1]+(1=-)=-1-1+2
= A+ -1-1
D’aprés le théoréme de Cayley Hamilton, toute matrice carrée annule son polynome caractéristique et done,
A+ A =A== 04
Ou encore
A-A+A+1;=04
Cest-a-diree b=c=—-a=1.
3™ méthode : calculons,

0 1 1 0 1 1
A = (—1 0 -1 (—1 0 —1)
1 1 1 1 1 1
0 1 0
= (-1 =5 -2)
0 2 1
A = A% A
0 1 0 0 1 1
= (—1 -2 —2)(—1 0 —I)
0 2 1 1 1 1
-1 0 -1
= (ﬂ =3 —1)
-1 1 -1

Adnsi,

c—1 a+b bh—1 0 0 0
A3+a.-12+b!|+c.'3=(—a—b —2a+c—-3 —Za—b—1)=(ﬂ 0 ﬂ)
b—1 Za+b+1 a+b+c-—-1

Donca=-=1.b=1lelc =1 et donc
A=A+ A41,=04

Solution 26 (CF-11/12) : Considérons les matrices carrées d’ordre 3 données par :

1 1 0 =3 =1 3
a=(-10 1) @ w=(2 7 )
1 1 1 =1 0 1

1. Calculons les matrices suivantes :

1 1 0 1 0 0 0 1 0
(A=13) = (—1 0 1) - (I] 1 {l) = (—1 -1 1)
i1 1 1 0 0 1 1 1 0

0 1 OZv/O 1 0 =1 §
(A—13}2=(—1 —1 1)(—1 —1 1)=(2 1 —1):5
1 1 6/%v1 1 0 -1 0 1



1 =X =l =1, %I 1 0 0
AB=|-1 0 1 2 1 =-1|=|0 1 0=l
1 1 A A1 1 0 0 1

2. Comme AR = I alors, la matrice A esl inversible et son inverse A™! = B,
3. Montrons que la matrice A vérifie la relation : A* — 242 + A =k :
On sait que toute matrice carrée d’ordre 3 vérifie la relation :
—A% + tr(A)A* — a(A)A + det(4) ]; = 04
avec,
tr(A)=140+1=2
a(d) = My + My + Mss

0 1j,11 0 11
i ] T
=
1 1 0
det(d) = |-1 0 1
: G B |
0 11 -1 1
1 1|_|1 1|
= %
Adnsi,
~A3 + 247 — A+ 1y =04
Ou encore

A -2 +A=1
4. A I'aide de la relation établie a la question 3, donnons I’expression de la matrice A= :
B =208+4=13 = Al =24+L]=1
= Al'=A"-24+15
= Al=(A-1)*
= A'=B

S5 (= |
A= =(2 1 ~1)
-1 8 1

5. A I'aide de la méthode des cofacteurs. retrouvons la matrice inverse A™! : comme det(A) = 1 = 0 alors,

Adnsi,

T deﬁlm)comatrfce‘(ﬂj
oil,
o I U Pl | N
comatrice(A) = —I: 31 +|: ?l —i } =(—1 11 {1})
"'I{I:I 1| _11 ? +|—]1 ;l
-1 =1 1
comatrice'(4d) = (2 1 —1)
Ainsi, = B ;

=f =1 %
A1 =(2 1 —I):B.
-1 0 1

Solution 27 (CR-11/12) : Considérons les matrices carrées d'ordre 3 données par :

1 0 1 i -1 =2 100
A=l0 -2 1), B=|1 -1 1| et L=[0 1 0
-1 1 0 g 4 0 0 1




1. Calculons les matrices suivantes ;

100 1 0 1
wenn(s 8 9)-(5 %)
00 1 -1 1 0 -
1 0 1 100 3 0 1
{A+2.-'3)=(ﬂ - 1)+2(u 1 u)=(n 0 1)
~1 1.0 0 0 1 -1 1 2
0 0 -1\/3 0 1 1 =1 =2
{Ig—ﬂ]{A+2.‘3)=({] 3 —1)(0 0 1 =(1 =1 1)=B
1 =1 1/\-1 1 2 2 1 2

1 O NnWHAa =1 =2 3 00 1 00
HB:(H -2 0(1 =4 1):(n 3:0:3(&1.u)=mg
-1 1 0/\2 1 2 00 3 0 01

2. Comme AB = 3/; alors A EE] = /4. Ainsi, la matrice A est inversible et son inverse A~ = %B.

]
oy
Ll = =]
_wc:
)
i
\"-_.-"’

3. Montrons que la matrice A vérifie la relation : A% + A* — 24 + 31; = 04 ;
On sait que pour toute matrice carrée d’ordre 3 vénifie la relation :
—A% + tr(A)A* — a(A)A + det(A) I3 = 04

dvVeC,
tr(A)=1-240=-1
a(A) = My + My + My,
-2 1 1 1 1 0
|1 n|+|—1 n|+]u —zl
= -2
1 0 1
det(d) = 0 -2 1
-1 1 0
-2 1 o -2
|1 n|+|—1 1]
= -3
Adnsi,
AP — AR 2A-31=0;
(Ou encore

AP+ A =24 +31; =04
A I'aide de la relation établie a la question 3, donnons I"expression de la matrice A} :
A +A-24+43L=0; = AA*+A4-215]=-3k

-1

= Al?f_A3+A—EI3) =1
-1

= A7) =T(A=+A—2f3}
-1

= A = (A= 1)(A+2l)

1
= ﬂ-l = E(h ‘-‘.r"l)(fq *+ 21’3}

— T IB
3
Adnsi,
A2 =il 1-(1 ~§ 1
A2 1 2
A I'aide de la méthode des cofacteurs, retrouvons la matrice inverse 4! : comme det(4) = =3 # 0

alors,



s mmmﬂtﬁm‘ (A)

ol

ol e T B iy | S
comatrice(A) = ‘"[13(1] +|_11 é] ~[_11 ?| =(1 1 -1)

2 =1 =2

#l% o = =+l S

=1 A 2
comatrice'(A) = (-1 1 -l)

-2 =1 =2

Ainsi,
A—i—_l(n:: : 21)-16 —:It _12)-113
V3 -1 =2 N3 1 2 “*

Solution 28 (CF-13/14) : Soient les deux matrices carrées réelles d’ordre 3 données par,

: =1 i@ 1 0 1
A= (4 1 3) et B= (G‘ 0 ﬂ)
0 1 2 1 0 1

1. La partie symétrique de la matrice A est donnée par %(.4 + A% :

3
" (71 =12y /1 40 1/2 3 2 131
s(A+4) = -2-[(4 1 3)+(—1 1 1)] = 5(3 2 4) = |3
0 1 2 2 3 2 2 4 4 ; 12
1 2 2
La partie antisymétrique de la matrice A est donnée par %(.4 - A'):
5
1 -1 2y (1 40 0 -5 2 0 =541
1 1 1
E{ﬂ—ﬂr) = "2-(4 1 3)—(—1 1 1)] - E(S 0 2) = 5
0 1 2/ \2 32 ~2 =2 0 p & 32
-1 -1 0
On iz 3 t Lrgatil
nrtmtquequc'[z(ﬂ+ﬂ)]+[z{ﬂ A}]—A
2. Calculons les matrices puissances B*, B? et B* :
1 0 1/ 0 1 2 0 2 21 o 2
w3388 -(58)-(0 %)
1 0 1/\ 01 2 0 2 Z §»
_ 2 0 2y/1 0 1 22 0 22 22 0 2¢
E~*=(nnn)(nnu)=(ﬂ 0 n)=(uau)
2 0 2/7\1 0 1 22 0 22 28 0 2°
22 0 221 0 1 p 5l R 5 22 0 28
B“=(Uﬂn)(uuu)=(n 0 n)=(unn)
24 0 2¢/\ 0 1 2.2 0 2.2% Fo | .
On remarque que les puissances successives de B sont de la forme :
zn—l 0 21':—1
E"=(n 0 {]):2“"‘3 vneRN*
2:1—] 0 zn-—l
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