o~
Un restaurateur propose 7 entrées dont 2 & 8 DH chacyne
r 4 é

DH chacune et une & 12 'DH ; 3 plats du jour dont 2 3 33 lo
chacun et un & 25 DH et 5 desserts dont 2 a 8 DH Chacun et 3:
DH chacun. Un client compose son menu (un menu est comp,

d’une entrée, d’un plat du jour et d'un dessert). "

Soit X le prix du menu ainsi composé. m ‘
|

1. Donner la loi de probabilité de X .

2. Calculer E(X) et donner sa signification.

So
1. Pour répondre a cette question, on va utiliser I'arbre des

probabilités suivant :

Prix P (X)
36 24/105
6(3/5) .
F',
8(2/5) 43 16/105
12/105

20 DH (2/3) _— 41
L oo |t

6(3/3)
f 25) 4 :
20¢(2/3 36 g/102
39 6/103
§DH(2/7) 25 (1/3) 6(3/5

12DH(1/7) 8(2/5) 41 4/105
L) 0 4/103

4
43 37105

25 (1/3)

8(2/5) 5
{ 45 2.-’1'?




w—

. de cet arbre des probabilités, on construit la loi de
A pal’tll'

probabilité de X comme suit :

X=z | 34| 36 38 39 40 41 43 45 | Somme

( ) 12 | 32 922 6 4 16 | 11
X =1
’ Y105 | 105 105 | 105 105 | 105 | 105 | .105

AN}

2. Calcul et signification de E(X ) :

3

B(X)=3(x,)(s,)

34 x—l—“z—
105

—
—_—

+

2 292
36><-3—- + 138 X — [+ |39 x
105 105

1 2
40><—-%-— + 41><———16 + 43><—-l + (49 X —
. 105 105 105

_ 4009

C 105 38,18.

-+

E()()

= 38,18 signifie que le prix moyen pour un repas est égal 3

38,18 DH.



Le nombre X d’‘étudiants se rendant a |a bibliotheque ay oy

d’'une période de 5 mn est une variable aléatoire dont |3 loj

G
probabilité est donnée comme suit :
X=x 0 1 2 3
p(X:m_) 0,3 0,1 0,4 0,2

1. Calculer E(X) et V(X). m ' .
|

2. Soit Y wune variable aléatoire représentant le nombre ‘

d'étudiants se rendant 3 I3 bibliothéque au cours d‘une période ‘,
d'une heure. En divisant I'heure en 12 intervalles et en posant

X

; ={nombre d'étudiants se rendant a la bibliothéque au cours

du i intervalle} et en Supposant que les X sont

independantes et suivent |5 méme loi de probabilité que X,

Calculer E(Y) et V(Y).



(x) :

cul dé E(X) et V

. .
)+ +(1x0,1) + +(2x0,4)+(3x0,2)=1,5.

o) = S-%)(n)

(?6‘£)><0,3)+(12><0 1)+(2° %0, 1) +(3°x02)

2. Calcul de E(Y) et V(Y) :

Une heure se subdivise en 12 périodes de 5 minutes. Soit X, le

période 7.0n définit une

nombre d‘étudiants au cours de la
suit :

aléatoire Y comme

nouvelle variable
1—"'-“-}(1%-)(2—I—...-{—X12 et

Mathématique est linéaire, E(Y) et V(Y) sont donnees

puisque I’'espérance

comme suit

* B(Y)=B(X, + X, b g
=12><E(X)=12><1,5:18 :



-y

mam b M e . [
o= e s ]

e e e

S

e~

I

. v(Y)=V(12xX) = (12*) <V ()
—12° x1,25 = 180.

un dé, on gagne 20 DH si le dé améne ,

Un jeu consiste a jeter
2 : 40 DH si le dé ameéne un 4 ; ON perd 30 DH si le dé améne yy;

et 15 DH si le dé améne un 6 et il n’y a ni perte ni gain pour g

autres numéros. Calculer le gain espére.

Solution :

Soit la variable aléatoire X qui désigne le gain algébrique

avec X = {-30 ¢ 15 5 003 20 ; 4[]}. Les valeurs négatives

signifient des pertes.

La loi de probabilité de X est donnée comme suit :

X=rz -30 | =15 0 20 40 / S«::rnme__-r

]

P(Xzi:t.) 1 1 9 1 1 6 1
6 6

6 6 6 6

Le gain espereé est l'espérance mathématique de la variable

aléatoire X, avec:

1 1 9
—|—-30x= e o= 1
(3 x6}+[ 5x6}+(0x5]+(20><g]+[40x61}



re A, 16 voyageurs ont pris C
de la gare B’ (prix du billet est de 50 DH), 5 pqy, Ia

gare C (prix du billet est de 60 DH), 4 pour
rix du billet est de 75 DH).

Ala g3 hacun un billet dont 7 pour)
3

destination
destination de la
destination de la gare D (P

1. On choisit au hasard un de ces voyageurs. Soit X la variable

aléatoire qui associe a chaque voyageur le prix de son billet (en

DH).
a. Déterminer la loi de probabilité de X.

b. Calculer I'espérance mathématique de X.
2. On choisit au hasard trois de ces voyageurs :

a. Calculer la probabilité pour que ces trois voyageurs aient
trois destinations différentes.

b. Calculer la probabilité pour qu'ay mibins un des

voyageurs ait un billet pour I3 gare B

c. Quelle est la probabilité pour que Cette destination sojt B
soi
sachant que les trois Voyageurs f

destination ?

ont la méme




solution *
1, X est1a variable aléatoire représentant le prix du billet, avec :

x={50; 605 75},

a. La loi de probabilité de X est donnée comme suit :

50 60 75 Somme

X=z
plX=c)| 7| 5 | 4] 16_,

— | em— ] —

16 | 16 | 16 16

b. Calcul de E(X) :

(X))

1

_|50%x 4 A2 4 T :9-99=59,375.
16 16 16] 16

B(X)=

3

L

2. Si on choisit au hasard 3 de ces voyageurs :

a. La probabilité que les 3 voyageurs aient des destinations

différentes est donnée comme suit :

C.C:0, Tx5x4 14 T

i

(e 560 56 28




~

b. La probabilité pour quau moins un des voyagers s
U

billet pour la gare B est determinée a parti e
probabilité de I'événement contraire defini comme etant

« aucun des 3 voyageurs ne choisit la destination B »

Pour cela, on choisit alors 3 voyageurs parmi les g Qi
|
n‘ont pas la destination B. Cette probabilité est égale 3 .

C, 8 21

—

c T 560 140

Donc la probabilité demandée est égale § :




X le nombre de clients qui se présente 3 la cajsse d'un
it © P .
’ sin au cours d'une periode de 5 minutes. 3 |o de
maga ' |
babilité de X est donnée comme suit :
pro

1 2 3 4
N = T:{ 0

p(,\'=$-) 0368 | 0,367 | 0,184 | 0,061 | 0,015 | 0,003 | 00019
1

0,0001

1. Calculer E(X) et V(X).

2. Supposons qu'il y a une amende de 2 DH lorsque dans une

période de 5 mn, un client se présente a la caisse alors que 3

clients s'y trouvent déja. De méme, il y a une pPrime de 3 DH
eur a deux. Considérons le
rapport (prime/amende) comme une variable aléatoire ;

donner sa loj de probabilité.

lorsque le nombre de clients est inféri

en




jution : |
1. Calcul de E-(.Y) et V (Y) i

E(X)= Z“(-"s)(f’a) |
— (00,368) + (1% 0.367) + (2 0,184) + (3><o,051)
+(4%0,015) + (5% 0,003) + (60,0019) + (7.,

= 1,0051.

B(x) = 2(x)(2)
= (0% x0,368) + (1 x0, 367) + (2 x 0,184)
+(37x0,061) + (4 x 0,015) + (5% x 0,003)

(6 xo,omg) (7 ><0,0001)
= 2,0403.

V(X)=E(x*)-(E(X)) = 20403 — (1,005 = 1,0300"

2. Soit la variable aléatoire Y qui désigne le rapport
(prime/amende).

* Silya7 clients devant la caisse, alors :
Y= (-—-2X4) = "‘8, avec p(Y = "'8) = 030001 ’
* Sil'y a 6 clients devant la caisse alors :
Y =
( 2><3) = —6, avec : p(Y = ——6) = 0,0019 ;
*Silyas chents devant |3 caisse, aiors

2><2 ____4 avee +

SAID LAGRANE™

4) = (0,003 ;




y a 4 clients devant la caisse, alors :

y:(—2x1) — —2, avec: p(Y =-2)=10,015;

« S'il

.<ily a 3 ou 2 clients devant la caisse, alors :
y =0, avec: p(Y =0) = 0,184+ 0,061 = 0,245 ;
=Sl y a 1 ou O client devant la caisse, alors :

y =3, avec: p(Y = 3) = 0,367 + 0,368 = 0,735.

En effet, la loi de probabilité de Y est donnee de la fagon

suivante :
Y=y | -8 -6 -4 2 0 3 R
p(Y = yi) 0,0001 | 0,0019 | 0,003 | 0,015 0,245 | 0,735 1

SAID LAGRANE



t donne 13 cyrvie relative 4 un groupe i 1%

jvan

ableau sulva | | ' ‘ -

Le ta ame annee et qui survivent a partir de %
:

personnes nées la me

naissance (dge 0).

Age exprime en annee Nombre de survivants a cet£
0 1000
10 850
20 800
39 750
- 720
- 680
= 560
= 380
. 150
90 -
100

Calculer a partir de ce tableay

une
de 40 ans
2.8 ili
Probabilité poy Qu'une pe
70 ane Personne 4 décéde a |'age d¢
3- LE prﬂb ili
abilita i
i Pour qu'yn Per
0etgg ans “onne 4 decede & un &°
- La Probahils )
I|Ité 0
to - Y
ULes les deyy Vagege ?X Personnes 4 et B d‘atteind™
ans

-



babilité pour deux personnes 4 et B de décéder
ro
5.3 P

tes les deux avant I'age de 70 ans,
toute

'espérance de vie (durée moyenne de survie),
6. Calculer €SP

t la variable aléatoire X qui désigne I'dge de déces.
~ Soit 13

'1 La probabilité pour qu’une personne meurt avant |’

age de 40
ans est donnée comme suit : |

p(X < 40) =1-p(X > d0)=1-0 75 _ 0,28.

2. La probabilité pour que la personne décéde 3 |

age de 70 ans est
donnée par : p(X 1 70) = 0,38,

1;(30-<X-<60) :p(X >—‘30)~p(X >—60)
- =0.75-0,56 = 0,19




““'Qrc.

4. La probabilité pour que deux personnes 4 g Bﬁ
[ ] ’n IS

atteindre toutes les deux l'age de 70 ans est donnge . Sy

m
suit : Mt

Puisque X, (l'age de l'individu 4) est indépendant de X, (13
%

de l'individu B) :
p|(X, = 70)n (X, = 70)| =[p(X, > 70)]x[p(x, = 7o)
= 0,38 x 0,38 = 0,1444.

5. La probabilité pour que deux personnes 4 et B decedent toutes

les deux avant I'dge de 70 ans est donnée comme suit :

p|(X, <70)n(x, <70)| = (1-0,38) = 0,3844.

6. Pour calculer I'espérance de vie (durée moyenne d’existence), i
faut établir la loi de probabilité de la variable aléatoire X.I

convient de remarquer qu’on est en présence d’une fonction

Inverse de repartition appelée couramment fonction de survie
donnée comme suit :

75 g5 | %

P. | 015 [ 0,05 | 0,05 [ 0,03 [0,04 | 015 0,18 | 0,23 | 13 | 002
r '

WA



L5 durée de vie d’'un tube électronique est une variable aléatoire

X dont la densité de probabilité est donnée par Ia fonction

suivante :

T

e 180 pour z>0

1
180

0 - pour =<0

L}

‘1. Donner la probabilité pour que le tube dure moins de 90

heures.

2. Donner la probabilité pour que le tube dure plus de 360 .

heures.

3. Calculer I'espérance de vie du tube.




Solution :
1.k

90 heures, il faut passer par la fonction de repart.'tlon p( )

! .
que nous cherchons en effet, c'est :

p(X <90):

p(x<90)= [*1(a)i = f[ L, -—}d

1.4 " 90 0
=|—g 8| — _[p B0 _ o180 | —
) _

i 1
[6 2-—1]:1_6 &

1

Donc p(X < 90) = e &

|
, Rappel sur leg fonctions primitives :

.Sif()__m :-F() L

2“‘“—'-!—(:

n+1

'Sif(m) l _ [
I

€T

5 5{e) = o .

%

&

avec ¢ comme constante.

dmh]n ,-l—c

f ()t m e

R

n vue de calculer la probablhte pour que le tube dure mop
&

(G




05;1#“"""
/ culer 13 probabilité pour que le tube dure plus de

il faut passer par la fonction de répartition F( )

erchons en effet, c'est : p (X = 360) :

~ 360

p[X - 360) —1-p(X <360)=1— | " f(z)do

. _ 1360 7360

e f'arni_l_gaxe ﬁ}dx:l_\_e_ﬁﬁL S Tt e‘ﬁ\ﬁ
360 0
‘6 180 _e'ﬁat_&

ponc p(X > 360) = ¢’

-:1-i—[e'2 —1]=e'2

3. On sait que pour une variable aléatoire continue, I'espérance

mathématique E(X) est donnée comme suit :

B(x)= [ (o) x sz = [ (m){—l—]é—a x*e‘féﬁ}dm.
l'intégration par

Pour calculer cette intégrale, il faut passer par

Partie en empruntant la procédure suivante :

@ =C _1
V - 180 — —€
Ltia b IFR s @~ 180



——

Ce qui impliqueé *

s(x)= [t VigJe =P <" |=S Vol

= T
E("’F'/Mﬂ“} +fﬂ+°°[e‘ﬁf]dx .
0

__ [z 3 eﬁ[f e [e‘ﬁa j:,o
(+00) x[""ﬁ]} *[(0) x [E—J/ _ [180 x {[ e-ﬁ%}_ (G“JN

#0) s o - )
E(X) =|(0) - (0)]-[180 (~1)]=180.

Interprétation : -

B(X)=

SAID LAGRANE
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