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STATISTIQUE

Chapitrel - GENERALITES.
|. 1. OBJET DE LA STATISTIQUE

Le but de la statistique est de dégager |es significations de données, numériques ou hon, obtenues au
cours de |'étude d'un phénomeéne.

Il faut distinguer les données statistiques qui sont les résultats d'observations recueillies lors de
I'étude d'un phénomene, et la méthode statistique qui a pour objet I'éude rationnelle des données.
La méthode statistique comporte plusieurs étapes.

l.1. 1. La statistique descriptive ou déductive.

C'est I'ensemble des méthodes a partir desquelles on recueille, ordonne, réduit, et condense les
données.

A cettefin, la statistique descriptive utilise des paramétres, ou synthétiseurs, des graphiques et des
méthodes dites d'analyse des données (I'ordinateur afacilité le développement de ces méthodes).

l. 1. 2. La statistique mathématique ou inductive

C'est I'ensemble des méthodes qui permettent de faire des pr évisions, des interpolations sur une
population a partir des résultats recueillis sur un échantillon.

Nous utilisons des raisonnements inductifs c'est-a-dire des rai sonnements de passage du particulier
au genéral.

Cette statistique utilise des reperes de référence qui sont les modéles théoriques (lois de
probabilités).

Cette statistique nécessite |a recherche d'échantillons qui représentent le mieux possible la diversité
delapopulation entiere ; il est nécessaire qu'ils soient constitués au hasard ; on dit qu'ils résultent
d'un tirage non exhaustif.

L'étude sur échantillon se justifie pour réduire le colt élevé et limiter la destruction d'individus pour
obtenir laréponse statistique.

|.2. VOCABULAIRE STATISTIQUE

I. 2. 1. Population

C'est I'ensemble des unités ou individus sur lequel on effectue une analyse statistique.

? ={?,..,?7 ) aveccard(?) = Nfini
Ce vocabulaire est hérité du ler champ d'application de la statistique : 1a démographie (Vauban
(1633-1707) effectua des recensements pour des études économiques et militaires).
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Exemples de populations.
L es véhicules automobiles immatricul és en France
Lapopulation des P.M.E. d'un pays

Les salariés d'une entreprise
L es habitants d'un quartier

|. 2. 2. Echantillon
C'est un ensemble d'individus prélevés dans une population déterminée
Exemple d'échantillon.
L'échantillon des véhicules automobiles immatricul és dans un département.
|.2.3. Caractere

C'est un trait déterminé C présent chez tous les individus d'une population sur laquelle on effectue
une étude statistique.

- Un caractére est dit quantitatif Sil est mesurable.
Exemples de caractér es quantitatifs.
La puissance fiscale d'un véhicule automobile.
Le chiffre d'affaire d'une P.M.E.
L'age, le salaire des salariés d'une entreprise.
- Un caractére est dit qualitatif Sil est repérable sans étre mesurable.
Exemples de caracteres qualitatifs.
La couleur de la carrosserie d'un véhicule automobile

Lelieu detravail des habitants d'un quartier
Le sexe et la situation matrimoniale des salariés d'une entreprise

l.2. 4. Modalités

Ce sont les différentes situations M. possibles du caractere.

Les modalités d'un caractére doivent étre incompatibles et exhaustives ; tout individu
doit présenter une et une seule modalité.

Les modalités d'un caractére qualitatif sont les différentes rubriques d'une
nomenclature ; celles d'un caractére quantitatif sont les mesures de ce caractére.
L'ensemble des modalités est noté E.

Pour un caractere quantitatif, la mesure du caractére peut étre un nombre entier pris parmi un
ensemble limité ; nous dirons qu'il est discret.

Exemple de caractére quantitatif discret.

Le nombre d'enfants d'une famille (fratrie)
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Dans certains cas la mesure du caractére peut étre un nombre décimal pris parmi un ensemble de
valeurs possibles trés important (plusieurs dizaines ou plusieurs centaines).

Pour permettre une étude et notamment une représentation graphique plus simple, nous sommes
conduits a effectuer un regroupement en classes (5 a 20 classes) ; nous dirons alors que le caractéere
est continu.

Dans ces deux situations, nous dirons que le caractére quantitatif est défini par ses modalités (valeurs
discretes ou classes).

Les modalités d'un caractére quantitatif peuvent étre prisesdans, oU . ".
Exemples d'ensembles de modalités.

Nombre d'enfants dansune fratrie: {M} ={x}={0,1,2,3,..}, M. ? 1.
L'age, lataille et le poids d'un groupe d'individus représentent global ement une modalité
définie dans g * (a condition que chacune de ces variables soit discréte)

L'ensemble des modalités d'un caractére peut étre établi a priori avant I'enquéte (une liste, une
nomenclature, un code) ou apres enquéte.
On constitue I'ensemble des valeurs prises par |e caractére.

L es caracteres étudiés sur une population peuvent étre mixtes :
Exemple de caractére mixte.

L'ensemble des salariés d'une entreprise peut étre représenté par un caractere mixte que
nous pourrons exploiter globalement ou plus efficacement en extrayant une partie des
données.

Le sexe, de modalités: H ou F (codé par 1 ou 2)

L'age, de modalités: 18, 19, 20, ... ou [16, 20], [21, 25], ...

Le salaire mensuel, de modalités : 6000, 6500, 7000, ... ou [6000, 6500[, [6500, 7500],

La situation matrimoniae, de modalités : marié, célibataire, veuf, divorcé, vivant
maritalement.

|.3. NOTION DE DISTRIBUTION STATISTIQUE

Considérons une population ? ={?, ..., ? }.

Dans cette population, considérons un caractére C et soit E |'ensemble des modalités du caractére C,
card (E) = p.

Onnote A I'ensemble desindividusde ? présentant lamodalité M. du caractereC,i =1, ..., p.

i=p

Les A forment une partitionde? : A [l A =@ pouri ?], et U A=2.
=1

Nous définissons n = card (A).

n est I'effectif delamodalite M.

On appelle variable statistique toute application X de ? dans E qui, a chaque individu ? dela
population, associe une modalité M. du caractere C.

L'effectif n d'une moddlité M. est le cardinal de I'image reciproque A de M. par X:
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n =card (A) = Card (X~* (M)
Une variable stetistique sidentifie al'ensemble destriplets {(M,, A, n)}, i ? [ 1, p].
En pratique, le statisticien se contente souvent de I'ensemble des doublets {(M, n)},i? [ 1, p], sans
se préoccuper de savoir qui sont les n. individus de la population présentant lamodalité M. du
caractere C et constituant I'ensemble A.
On appelle aussi distribution statistique I'ensemble des doublets{ (M, n)},i? [ 1,p].

Exemples devariables statistiques.

Le nombre d'enfants d'une fratrie: x, =0,n, =50;x,=1,n,=70; x,=2,n, =20,
Lataille d'une population : M, =[ 150, 160 [, n, =50 ; M, =[ 160, 175, n, = 100.

L es marques de véhicules automobiles : M, ="Renault", n, = 15000 ; M, = "Citroén",
n, =10 000

Lafréquence delamodalité M, est, par définition : f (A) = 5; =f,N= 2 n.

Lanotion d'effectif d'une modalité est une notion absolue, elle ne permet pas directement les
comparai sons.
Lanotion de fréguence est une notion relative, elle permet directement les comparaisons.

Remar que.

Si le caractére C ne présente qu'une modalité a dans la population, on parle de variable, ou de
distribution, statistique constante {(a, ?, N)}.
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Chapitrell - ANALYSE UNIVARIEE.

(Statistique descriptive a un caractere)

1. 1. REPRESENTATION GRAPHIQUE

L a représentation graphique des données relatives a un caractére unique repose sur la
proportionnalité des longueurs, ou des aires, des graphiques, aux effectifs, ou aux fréquences, des
différentes modalités du caractére.

II. 1. 1. Caractere qualitatif.

Pour un caractére qualitatif, on utilise principalement trois types de représentation graphique : le
diagramme en batons, lareprésentation par tuyaux d'orgue et la représentation par secteurs.
Lorsgue le caractere étudié est |a répartition géographique d'une population, la représentation
graphique est un cartogramme.

a) Diagramme en batons.

Nous portons en abscisse les modalités, de fagon arbitraire.

Nous portons en ordonnée des segments dont lalongueur est proportionnelle aux effectifs (ou aux
fréquences) de chaque modalité.

Nous appelons polygone statistique, ou diagramme polygonal, laligne obtenue en joignant les
sommets des batons.

b) Tuyaux d'orgue.
Nous portons en abscisses les modalités, de facon arbitraire.
Nous portons en ordonnées des rectangles dont lalongueur est proportionnelle aux effectifs, ou aux

fréquences, de chaque modalité.

C) Secteurs.

Les diagrammes circulaires, ou semi-circulaires, consistent a partager un disque ou un demi-disgue,
en tranches, ou secteurs, correspondant aux modalités observées et dont la surface est
proportionnelle al'effectif, ou alafréguence, de la modalité.

Ces diagrammes conviennent tres bien pour des données politiques ou soci o-économiques.

d) Exemple.

En 1982, |es recettes du budget de I'Etat se présentaient de lafagon suivante (en milliards de francs) :

Taxe sut la waleur ajoutée 348
Impdt sut le revenn 163
Impdt surles sociétés Tl
Taxe surles produits pétroliers 54
Autres impdts 141
Recettes non fiscales 41
TOTAL 838

Le caractere étudié€, la nature des recettes du budget de I'Etat, est un caractére qualitatif.
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Dans lareprésentation en tuyaux d'or gue, les différentes modalités du caractere (les diverses
sources de recettes du budget de I'Etat) sont représentées par des segments sur |'axe des ordonnées.
Pour chague abscisse on porte un rectangle dont lalongueur est proportionnelle au montant
correspondant de la recette (effectif).

380 1
300 4
2h0 1
200 1
150 +
100 +

B0 1

Impat surle
rEnvenu
Impdt sur les
socigtés
Tawe surles
produits
pétroliers
Autres impots
Fecettes non
fiscales

Taxe surla
valeur ajoutas

Histogramme des effectifs

Dans lareprésentation par diagramme en batons, les diff érentes modalités du caractere (les diverses
sources de recettes du budget de I'Etat) sont représentées par des points sur |'axe des ordonnées.

Pour chague abscisse, on porte un segment vertical dont lalongueur est proportionnelle au montant
correspondant de la recette (rectangle de largeur nulle).

Dans le diagramme cir culair e, chague secteur a une surface proportionnelle al'importance de la
recette dans le budget. L'angle au centre représentant une modalité est donc proportionnelle a
I'importance de la recette dans e budget.
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| Recette | Angle cumulé |
Source de recettes HIELMEIES)’*’*
Ly ey 1z0e
[Taxe surla valeur ajoutde |348/la1,5[ 149,35 1495 |
Tmpét sur le reverm [t6aies] 700 [2195] 305
mpét surles sociétés |71 (85 30,5 |[250,0[ 700
rTaxe sut les produits pétroliers IHIH| 232 '|2'F3,2-| 93,2
[Autres impts etez] ez a4l 1624
Recettes non fiscales (41 [49][ 176 2800 12300
TOTAL 838 [100]| [l
Fecettes
Autres non fiscales
impots 5%
19% Taxe surla

waleur
Taxe surles ajoutee
procuits 2%
petroliers
B3
Impft sur les
SDCIDEtES Irmpdt sur le
a2 revenL
20%

Recettes 1982

Diagramme circulaire des fréquences

e) Cartogrammes.

Un cartogramme est une carte géographique dont |es secteurs géographiques sont coloriés avec une
couleur différente suivant I'effectif ou suivant la fréquence du caractére étudié.

|I. 1. 2. Caractere quantitatif.

Lavariable statistique est la mesure du caractére.

Celle-ci peut étre discréete ou continue.

Il existe deux types de représentation graphique d'une distribution statistique a caractére quantitatif :
— Lediagramme différentiel correspond a une représentation des effectifs ou des fréquences.
— Lediagramme intégral correspond a une représentation des effectifs cumul és, ou des

fréquences cumul ées.

a) Variable statistique discr ete.

— Diagramme différentiel : diagramme en bétons, des effectifs ou des fréguences.
Ladifférence avec le cas qualitatif consiste en ce que les abscissesici sont les valeurs de lavariable
statistique.

— Diagrammeintégral : courbe en escaliers des effectifs cumulés ou des fréquences cumul ées.



Cours de Statistique - Chapitre 2 - Représentation graphique Page 8

Exemple.

En vue d'éablir rationnellement le nombre de postes de travail nécessaires pour assurer asaclientéle
un service satisfaisant, une agence de voyage afait relever, minute par minute, le nombre d'appels

tél éphoniques regus au cours d'une période de 30 jours. Cette opération a fourni, pour latranche
horaire de pointe qui se situe entre onze heures et midi, les résultats suivants :

HNombre dappels
téléphoniques Mombre de minates

pat mitnite

0 93
1 261
2 416
3 393
4 308
5 174
& o3
7 42

2 et plus 20

TOTAL 1 200

La population étudiée est celle des 1 800 minutes composant |a durée totale des appels dans la
tranche horaire de onze heures a midi pendant 30 jours.

Le caractere observé est |e nombre d'appel s tél éphoniques : c'est un caractére quantitatif et la
variable statistique correspondante, qui ne peut prendre que des valeurs entieres, est discréete.

La représentation des effectifs est identique a celle des fréquences : seule change I'échelle verticale.

La représentation graphique différentielle correcte est le diagramme en batons.
A chagque valeur x de lavariable, portée en abscisse, on fait correspondre un segment vertical de

longueur proportionnelle alafréquencef de cette valeur.

L e regroupement des valeurs extrémes de la variable en une seule classe (nombre d'appel s supérieur
ou égal a 8) interdit normalement la représentation graphique de ce dernier segment.

Mais, étant donnée la fréquence quasi négligeable de cette classe, I'inconvénient n'est pas bien grand
et I'on pourrareprésenter par un segment al'abscisse 8, la fréquence des appels de durée 8 ou plus.
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otmbre d'appels . ; téuence
itemanee B Gy mr“é&;
| 0 | 93 |52 | sz
| 1 | 261 o145 | 197
| 2 | 416 oz | 423
| 3 | 393 118 | 648
| 4 | 308 Lo | o817
| 5 | 174 97| 14
| & | 03 52 | 9ss
| 7 | 42 |23 | o9
| Setplus | 20 Lol | 1000
| TOTAL | 1 300 100 |
A0 P
20
1]
04 | | .|- T T T
0 2 4 3 8

Diagramme en batons

La représentation graphique intégrale correcte est la courbe en escalier : les fréquences des diverses
valeurs de la variable statistique correspondent aux hauteurs des marches de la courbe en escalier.

100

&0

0 1 2 3 4 5 E 7 a
Courbe en escalier

b) Variable statistique continue.

L es observations sont regroupées en classes.

Chaque classe possede une certaine amplitude, qui est lalongueur de l'intervalle définissant la
classe.

Le rapport entre |'effectif d'une classe et son amplitude sappelle la densité d' effectif.

Le rapport entre la fréquence d'une classe et son amplitude sappelle la densité de fréquence.

— Diagramme différentiel : histogramme des densités.
Nous portons en abscisse les classes représentant les modalités et en ordonnées des rectangles dont |a
longueur est proportionnelle ala densité d'effectif ou aladensité de fréquence.
L'air e d'un rectangle de cet histogramme est alors proportionnelle al'effectif ou alafréquence de la
classe.
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— Diagrammeintégra : cour be cumulative des effectifs ou des fréguences.
La courbe cumulative des fréquences doit représenter lafonction de répartition de lavariable
statistique.

Exemple.

La Fédération nationale de la réparation et du commerce de I'automobile a effectué une enquéte
auprés de ses adhérents visant & mieux connaitre la structure de ce secteur. Cette opération afourni la
répartition suivante des entreprises de la réparation de du commerce de I'automobile selon leur
chiffre d'affaires annuel.

Lamasse de chiffres d'affaires correspondant aux entreprises de la premiére et de la derniére classes
séléve respectivement al 714 et 110 145 millions de francs.

?E;gf%m Hombre d'entreprises
Lioins de 0,25 13712
0,25 d moits de 0,50 10 474
0,50 & moins de 1,00 11221
1,00 & moins de 2,50 15 496
2,50 A moins de 5,00 10043
5,00 a moins de 10,00 3347
10,00 et plus 3147
TOTAL &7 6l

La population étudiée est celle des entreprises de la réparation et du commerce de |'automobile.
Le caractére observé est le chiffre d'affaires.
C'est un caractére quantitatif et la variable statistique correspondante est continue.

La représentation graphique différentielle correcte est I'histogramme des densités de fr équences.
Pour la premiére et la derniére classes, I'amplitude de la classe n'est pas connue.

On détermine alors la moyenne de la classe, qu'on considéere comme la valeur centrale de la classe
(quand on construit un histogramme, on fait I'hypothése implicite que les effectifs sont répartis
uniformément a l'intérieur de la classe, lamoyenne de la classe est alors |e centre de la classe).

Pour la premiére classe, lamoyenne du chiffre d'affaires est % = 0,125, de sorte que la premiére

classeestlaclasse[ 0,00, 0,25].
Pour la derniére classe, la moyenne du chiffre d'affaires est 1;?;‘?‘5 = 35, de sorte que laderniére

classeest laclasse[ 10,00, 60,00 [.

100
80 -
b0+
401
204

0

Censités de fréquence

0 b 10 15 20

La représentation graphique intégrale correcte est la cour be cumulative des fr équences.
Pour que chaque point expérimental représente lafonction de répartition, il faut prendre pour
abscisses les limites supérieur es des classes et, pour ordonnées, les fr équences cumulées
correspondantes.
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Comme la variable statistique est continue, on tracera une courbe cumulative continue, et non une
courbe en escalier, de facon qu'a une valeur de fréguence cumulée corresponde une et une seule
valeur de variable.

Entre deux points expérimentaux, on trace un segment de droite représentant |'interpolation linéaire,
ou bien une courbe lissée, asymptotiquement tangente al'horizontale d'ordonnée 100.

thjffre ' affaires an:nmhre d'entreprises ’Fré uetce ’Amp]itude ’Densité de ’Fréquence
millions de F) (effectif) (%) de classe [fréquence | cumulée
Moins de 0,25 | 13712 | m3 | o0z | 82 | 3
0,25 & moins de 0,50 | 10 674 o158 | o0z | 631 | 361
0,50 & moins de 1,00 | 11221 166 | oS0 | 3z | ST
1,00 & moins de 2,50 | 15 496 L ome | 1w | o153 | 76
2,50 & moins de 5,00 | 10 043 148 | 23 | 59 | ona
5,00 & moins de 10,00 3347 | o4p | smo | ooge | o953
10,00 et plus | 3147 47 | s00 | ooea | 1000
TOTAL | 67 640 | | | |

Courbe cumulative

100

50

0 ) 11 15 20
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1. 2. PARAMETRES CARACTERISTIQUES

Le but de I'étude statistique est aussi de résumer des données par des paramétres ou synthétiseurs.
Il existe 3 types de parametres :

— paramétres de position (ou de tendance centrale)

— paramétres de dispersion

— parameétres de forme (asymétrie, aplatissement, concentration)

Il. 2. 1. Parametres de position

Les parameétres de position (mode, médiane, moyenne) permettent de savoir autour de quelles
valeurs se situent les valeurs d'une variable statistique.

I1.2.1. 1. Le mode

Le mode, noté M , est la modalité qui admet la plus grande fréquence :
f(M))=Max (f) ;i D[ 1,p]

Il est parfaitement défini pour une variable qualitative ou une variable quantitative discréte.

Pour une variable quantitative continue nous parlons de classe modale : c'est la classe dont la densité
de frégquence est maximum.

Si les classes ont méme amplitude la densité est remplacée par I'effectif ou la fréquence et nous
retrouvons la définition précédente.

Nous définissons le mode, pour une variable quantitative continue, en tenant compte des densités de
fréquence des 2 classes adjacentes par la méthode suivante.

by
Hig

i 4, i
La classe modale [ x, x. , , [ étant déterminée, le mode M_ verifie :

Ma -5 o= G~ Ma
4 fig

Dans une proportion, on ne change pas la valeur du rapport en additionnant les numérateurs et en
additionnant les dénominateurs :

Ma_xz' = xz'+1_Ma = a-%
;":'.1 ﬁz ﬁ1+ﬁ2

—_ A
Mo =X+ ar ey K= X)
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Remarques.

Lorsque les classes adjacentes a la classe modale ont des densités de fréquences égales, le mode
coincide avec le centre de la classe modale.

Le mode dépend beaucoup de la répartition en classes.

Une variable statistique peut présenter plusieurs modes locaux : on dit alors qu'elle est plurimodale.
Cette situation est intéressante : elle met en évidence I'existence de plusieurs sous-populations, donc
I'nétérogénéité de la population étudiée.

I1. 2. 1. 2. La médiane

La meédiane M_ est telle que I'effectif des observations dont les modalités sont inférieures a M, est
egal a l'effectif des observations dont les modalités sont supérieures a M..

Cette définition n'a de sens que si les modalités sont toutes ordonnées.

Dans le cas d'une variable qualitative il est parfois possible de choisir un ordre.

Exemple : niveau d'études scolaires : école primaire < ler cycle < CAP < BEP < Bac < BTS <
DEUG< ....

Une variable quantitative X doit étre définie dans E..

Détermination pratique de la médiane.

- Cas d'une variable discrete.

Reprenons I'exemple de 11.1.2.a de variable discréte (appels teléphoniques).
La fréquence cumulée est 42,8 % pour x = 2, et 64,6 % pour x = 3.

L'intervalle [ 2, 3 [ est appelé intervalle médian.
Dans l'intervalle médian, la médiane est calculée par interpolation linéaire.

Courbe en escalier

100+ o
i |

| I .

001 2™®3 4 85 & 7 @

- Cas d'une variable continue :

Reprenons I'exemple de 11.1.2.b de variable continue (entreprises automobiles).
La fréquence cumulée est 36,1 % pour x = 0,50, et 52,7 % pour x = 1,00.
L'intervalle [0,50, 1,00 [ est I'intervalle médian.

Dans l'intervalle median, la médiane est calculée par interpolation linéaire.
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Courbe cumulative

100

15 210

Remarques

La médiane ne dépend que de I'ordre des modalités , elle n'est donc pas influencée par les
observations aberrantes.
La meédiane partage I'nistogramme des fréquences en 2 parties d'aires égales.

1. 2. 1. 3. La moyenne
La moyenne X ne se définit que pour une variable statistique quantitative.

Pour une variable statistique discrete {(x, n)}, _._ ) a valeurs dans g, la moyenne = est la moyenne
arithmétique des modalités pondérees par les effectifs :

X(w),avecN= 2, n.

=

.x.:%E

i=1 ! assll

]
1
=
>

—_

Pour une variable statistique discrete {((xij) N} e ] a valeurs dans g 9, la moyenne = est

1<j<q’
encore la moyenne arithmétique des modalités dans g 9, pondérées par les effectifs :

i (%zg?’li 1&'11 I(fl

IE? %1
I-W= n, I - =
Xig | A
T 2% g

T est le "point moyen" qui résume le nuage de points de g °.
Il caracterise un individu moyen représentatif du nuage de données.

Exemple.

L'étude de 21 familles a conduit a la distribution suivante suivante le nombre d'enfants dans la
famille :

Nombre d'enfants X.

o
[ERY
N
w
ESN
(6]

Nombre de familles n

ol
w
o))
[EY
w
w

i=p
Le nombre moyen d'enfants par famille est & = % Z nx = 1

X, 21(0><5+1><3+2><6+3><1+4><
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3+5x3)=45 =15

21 7
Naturellement, cette moyenne ne représente pas une "famille moyenne” mais donne une estimation
du nombre d'enfants dans une famille dont est extrait I'échantillon : nous pourrons dire que, dans
cette population, il faudra, en moyenne, 7 familles pour avoir 15 enfants, ou que 100 familles auront,
en moyenne, 214 enfants.

a) Propriétés de la moyenne.

Somme.

La somme X + Y de deux variables statistiques X et Y est définie par :
X+Y) (w) =X (w) +Y (w), pour tout w [J Q.

Nous avons alors écrire :

HEZ XN (@=L X@+Y (@)=L X(@+ L3 V=r+7r

{:-'Eﬂ &Eﬂ fi:-'Eﬂ {:-'Eﬂ

|T+7=X +7

Produit par un scalaire
Le produit A X d'une variable statistique X par un nombre réel A est défini par :
(A X) () = A X (w), pour tout w I Q.

Nous pouvons alors écrire :

T=ly ()\X)(o)):%% (W) =\ T.

ar=fL

Ecart moyen a la moyenne.

-X= E(X X) (w)=_L E(X(w) X)—IEX((O) =0

(:E.E'. (:Eﬂ. (:E.E'.

Xr-x=0

b) Moyenne conditionnée.

Soit Q* une sous-population de Q (exemple : nombre d'enfants d'une fratrie d'origine étrangére dans
une population donnée).
Soit X* la restriction a Q*.d'une variable statistique X = {(x, A, n)},i0[1,p], sur Q.

Onpose : A*=A 1 Q* n*=Card (A*) = Card (A 1 Q*), n* = Card (Q*).
X*={(x,A*,n*)},i0[1p]
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MCours.com

X* est une variable statistique sur Q.

i=p
Samoyenneestﬁ:n—l*ﬁ N*x = — ZX*(w):n—l* %X(w).
s Ll

= A R
@ A .. A= Considérons maintenant une partition de Q en s sous-populations Q , ..., Q..
— o S0it X ={(x, A, n)}, 101 p], une variable statistique sur Q.
o Chaque sous-population Qj, jO[1,s], définit une variable statistique XJ. sur QJ.,
z
oy M qui est la restriction de X a Qj.

i=p
On pose ;= Card (A N Qj), n,= Card (Qj) = Z‘i nij,j O[1,s].

T
Onan =Card (A) = Zl n,i0[Lp]
=

17
La moyenne de X est 75= 77— 2, N.. X.
j JoiT ijoi
On peut alors définir une nouvelle variable statistique sur Q, qu'on appelle la moyenne conditionnée
de X pour la partition {Q, ..., Q }:

M ()= {(Z @, n )} jO[Ls].

La moyenne de cette variable statistique est :

=5 =5 0=
L ==L -
N = n.jﬁfd_Nj.=1 = N %=

.
.

":s
=]~
":s
T
—
.;,I.I
=
"
_X
1
=]
I
b
=]
_X
1
il

J‘E,gliX:I =

L
—
r

1]
—

Cette relation constitue le théoreme de la moyenne conditionnée.
Exemple.

Soit Q une population de commergants, partitionnée en trois catégories disjointes :
A : les supermarchés,
B : les moyennes surfaces,
C : les petits détaillants.
Soit X le prix du litre d'huile.
Soit X le prix moyen du litre d'huile dans les supermarchés : c'est le quotient entre le prix de vente

total de I'huile dans les supermarches, et le nombre total de litres vendus dans les supermarchés.
De méme, soit T, le prix moyen du litre d'huile dans les moyennes surfaces.

De méme, soit T, le prix moyen du litre d'huile chez les petits détaillants.

La relation précédente (théoreme de la moyenne conditionnée) permet de calculer le prix moyen du
litre d'huile en prenant le barycentre des prix moyens X, X, X, affectés des nombres de litres

d'huile vendus par chaque catégorie de commercants (moyenne pondérée par les fréquences).
¢) Moyenne d'une variable continue.

La variable est connue par ses classes et la fréquence associée a chaque classe.
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I:ei’ ei+1[’ fi=

2|

Supposons que nous connaissions le point moyen 7 de chaque classe [, e, , . [.
Alors, d'apres le théoréme de la moyenne conditionnée, la moyenne de X est donnée par :

S
LN

nzm=24f=
i

a]
]
a]

—_
—_

Nous allons faire le calcul dans deux hypotheses.

Premiére hypothese.

. . 1
Dans chaque classe, toutes les observations sont concentreées au centre de la classe : x, = - (e, +e,

)

>
=
1
=<

5
I
0]
]
—
x

a
1]
—_
LR
1]
—_

Deuxiéme hypothése.

Dans chaque classe, la répartition des observations est uniforme.
: o , 1
Alors, par raison de symetrie, la moyenne % d'une classe est la valeur centrale x, = - (e, +e, ) dela

classe.
On a encore :
7 7

=L fEm= 241X

]
]
]
]

—_
—_

Conclusion : dans le cas d'une variable statistique continue, pour effectuer le calcul du point moyen,
I'nypothese de répartition uniforme dans chaque classe est équivalente a I'hypothese d'une
concentration de toutes les modalités d'une classe au centre de la classe.

d) Géneralisation de la notion de moyenne.

Soit X = {(x, n)}, i U [1, p], une variable statistique quantitative discrete a valeurs dans R, N=
i=p

2. n.

i=l

Soit ¢ : R,” — R une application monotone (injection croissante ou décroissante) continue.

Alors ¢ (X) ={(¢ (x), n)}, i T [1, p], estune variable statistique quantitative discrete a valeurs
dans R.

i=p
—_ 1
On peut calculer sa moyenne ypiz) = ﬁ?:; n. ¢ (x).
wix] est un nombre réel, compris entre la valeur minimum et la valeur maximum de ¢ (x), i O [ 1,

pl
Comme ¢ est une injection continue, il existe un unique 7, O R, tel que ¢ (F7) = 7ix)
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Xwest appelé la g-moyenne de X.
Exemples de ¢-moyennes.

1. Si ¢ est I'application identique définie par ¢ (x) = x, la ¢-moyenne de X est la moyenne
arithmétique de X, c'est la moyenne au sens ordinaire.

2. Si ¢ est définie par ¢ (x) = x?2, nous obtenons la moyenne quadratique 7, de X, définie par 7 2=

":s

%Fl n x.2.

3. Si ¢ est definie par ¢ (x) = —, nous obtenons la moyenne harmonique ¥, de X, définie par f—l
R

EE-AE

4. Si ¢ est définie par ¢ (x) = In (x), nous obtenons la moyenne géométrique X, de X, définie par

! i=p L
In(%,) = f N In (x), soit ¥ [ q X7 JN
Propriétés des ¢-moyennes.

Pour une variable statistique X, les différentes moyennes, harmonique, geométrique, arithmétique,
quadratique, sont liées par la relation :

T,ST,STSE,

Il'y a égaliteé si, et seulement si, toutes les valeurs de X sont égales.
La moyenne géométrique est bien adaptée a I'étude des phénomenes de croissance.
La moyenne harmonique est utilisée pour les calculs d'indices économiques.
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I1. 2. 2. Parametres de dispersion

Les parametres de dispersion (étendue, intervalle interquartile,) sont calculés pour les variables
statistiques quantitatives.

IIs ne donnent pas une information complete sur une variable statistique X : en effet, deux variables
qui ont la méme moyenne peuvent se présenter avec des dispersions trés différentes.
L'histogramme, ou le diagramme, des fréquences donnent déja une idée qualitative de la dispersion.

I1. 2. 2. 1. Etendue

Soit X une variable statistique reelle discréte.
L'étendue w de X est la différence entre la plus grande valeur de X et la plus petite valeur de X.

w=X —X

max min

Ce parameétre est souvent utilisé dans les contrdles de fabrication, pour lesquels on donne, a priori,
des marges de construction.

Son intérét est limité par le fait qu'il dépend uniquement des valeurs extrémes, qui peuvent étre des
valeurs aberrantes.

11.2.2.2. Quartiles et déciles.

a) Variable statistique continue.

Pour une variable statistique quantitative réelle _
continue X, on appelle quartiles les nombres réels Courbe cumulative
Q,: Q,, Q,, pour lesquels les fréquences cumulées

de X sont respectivement 0,25, 0,50, 0,75.
Ce sont les valeurs pour lesquelles I'ordonnée de
la courbe cumulative des fréquences est
respectivement égale a 0,25, 0,50, 0,75. =
Les quartiles partagent I'étendue en quatre 0+
intervalles qui ont le méme effectif.

100

5 10 15 20
Le deuxieme quartile, Q,, est égal a la médiane.

L'intervalle interquartile est la différence entre les valeurs du troisieme et du premier quartiles : Q,
- Ql'

L'intervalle [Q,, Q,] contient 50 % des valeurs de X.

b) Variable statistique discreéte.

Pour une variable statistique réelle discreéte X, la

courbe des fréquences cumulées est une courbe Courbe en escalier
en escalier.
S'il existe une valeur de x pour laquelle la 1007 —
fréquence cumulée est 0,25 (resp. 0,50, 0,75), le ]
. 50 —]
quartile correspondant est cette valeur de X. Lo |
Sinon, les quartiles seront détermineés par 0 [}

interpolation linéaire entre deux valeurs. o1 2
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c) Déciles et percentiles.

Les 9 déciles sont les nombres réels qui partagent I'étendue en dix intervalles de méme effectif.
Utilisation : en matiere de salaires, le rapport % est un parametre de dispersion fréquemment

utilisé.

Les 99 percentiles sont les nombres réels qui partagent I'étendue en cent intervalles de méme effectif.
11.2.2.3. Ecart absolu moyen.

a) Définition.

Soit X = {(x, ni)}1si$p une variable statistique reelle.

On appelle écart absolu moyen de X la moyenne arithmétique des valeurs absolues des écarts de X a
sa moyenne :

1t
T

]
]

e= n|x—7=|

n
—_

On pourrait aussi définir I'écart absolu moyen de X par rapport a sa médiane, ou par rapport a un
nombre réel a quelconque.

On peut démontrer que I'écart absolu moyen par rapport a un nombre réel a est minimum lorsque a
est égal a la moyenne X de X.

b) Calcul pratique.
Lorsque les observations sont groupées par classe, on adopte genéralement pour valeur de variable
statistique le centre de chaque classe.

L'écart absolu moyen présente un inconvénient majeur : il ne se préte pas facilement aux calculs
algébriques, a cause de la valeur absolue.

11.2.2.4. Variance et écart-type.

a) Définition.

Soit X = {(x, ni)}1siSp une variable statistique reelle.

On appelle variance de X, la moyenne arithmétique des carrés des écarts de X a sa moyenne :

1 E

P(0=5 T X@-B)?= 5 Zn(x-%)°

On appelle écart-type de X la racine carrée s (X) de la variance de X.
i=p

S =N s?(X) est la somme des carrés des écarts : S= 2. n. (X, — 7 )?
=1

b) Formule de la variance.
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En développant le carré (x.— ) 2, la formule de définition de la variance peut étre écrite :

[s2(X) =73- 7

Cette formule (la variance est égale a la moyenne du carré moins le carré de la moyenne) est appelée
formule de la variance, ou formule de Konig.
Elle peut s'écrire sous la forme :

s (X)=F[EIE - (Sax )

c) Généralisation a R Y.

Dans R, la distance euclidienne d (X (w), .©) entre X (w) et x, est I'écart absolu | X (w) — & |, de sorte
que la variance peut étre écrite :

2(0=5 Z @ (X 2)*

f)ﬂ(mj\ﬁ I(fi\l

Dans RY, on peut définir la distance euclidienne d (X (w), ) entre X (W) =| & |etFz =] |, par
X ax fq

la formule
) i%q ) i=g )
dX(w), 7)) = le (X (W)-%3)°= JZ} (d (X, (w), 7))
La variance d'une variable statistique a valeurs dans R 9, est alors définie par :

s?(X) :ﬁ % d (X (w), 7)*
1 i=g

Z (X (W) -3)*

s ll

[ : {gﬂ (@ 0 (. 7)° )

i7g

= Zs*(x)

.

J

=Y @- @)

J

1l
—

Si X présente p modalités x, = , i 0[1,p], ilvient, en notant n. I'effectif de la modalité x. ( N =

(";ﬂ
o

Card (Q) = !:Zj n ] X
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i=1 7=l
1 i=g [ 1=p ) ]
- ﬁ.r:l = n, ( le T
I=g li=p 2]
Solwg ni-m

d) Propriétés de la variance.

1. La variance est toujours un nombre réel positif.
En effet, c'est une somme de carres.

2. La variance est nulle si, et seulement si, X posséde une seule valeur.
En effet, une somme de carrés s2 (X) = % Eﬂ (d (X (w), 7)) 2 est nulle si, et seulement si, chaque
il
carré est nul.

3.s%(a+ b X) =b?s?(X), quels que soient les nombres réels a et b.
En effet, si X est a valeurs réelles, on a :

la+bX)2=a2+n2 x2+3anx -8 +b?yi+2aby
a+bx —atbx

@rpx)’=a’+b’(x)*+2abx
s?@+bX)=la+px)2 - (z752)°=0° (&3~ (%)?) =b*s* (X).

ls2(@+bX)=b2s?(X)]

Puis, si X est a valeursdans R% ona:
iTg iTg iTa
s?(@+bX)= El s?(a+bX)= El b?s?(X)=b? Z‘i s?(X) =b?s?(X).
J= J= i=

e) Inertie par rapport a un point a.

On appelle inertie d'une variable statistique X par rapport a un point a, la moyenne du carré de la
distance de X au point a:

,00= 3 Z (@ (X(e), )

L'inertie de X par rapport au point moyen x est la variance de X.
Propriété.

L'inertie I_ (X) est minimale lorsque a est égal a .
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La valeur minimum de l'inertie est donc la variance de X.

En effet, soitd =a - x.

() ()
Dans R Y, cette relation s'écrit : { J = { E_J.
dq q"j%

o

X (w) est une modalité x, = L : J de X, deffectif n, i J[1,p].
X

i

T
L

L09= 4 T @X,a)°= 4% % n(x-a)°

" §

i=

—_

Ecrivons X;;— @, sous la forme :
X~ =Xt xi-g
Il vient alors :

(Xij_aj)zz-(xij._z)z-l-(E_aj)z-l_z-(xij_z)(z_aj)

I (X) === nx —s) +—-— n. ——a)°+2 — n. X —+=)F -a
a ( ) M e i ( ij X.:) M iml i i (Xu J) I = i o= ( ij X.:)(Xu J)
J=q 1 i=g i=p
=s?(X) + @%qf+zﬁikz—w[2rum—zﬂ
J=1 J=1 i=1

i=p
Par définition de 7, on a Z‘i n (x, - %) =0.

Posons :

iTg
d2: E (E_aj)z

7=

Il reste :

| (X) =52 (X) +d>

s2 (X) est un nombre réel positif qui ne dépend pas de a.
d 2 est un nombre réel positif, sa valeur minimum est 0.

l, (X) est minimum lorsque d 2 est nul, c'est-a-dire lorsque a, = &, pour toutjJ[1,q], soita=

f) Variance conditionnée.

@ A .. A= Considérons maintenant une partition de Q en s sous-populations Q , ..., Q..
" o, Soit X = {(x, A, n)}, i [1, p], une variable statistique quantitative discrete sur
o Q, a valeurs dans R.
i oy 27 Chaqgue sous-population Qj, jO[1,s], définit une variable statistique XJ. su

qui est la restriction de X a QJ..

S

rQ,
J
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i=p

On pose n;; = Card (A, N Q). n, = Card (Q) = __1 N 0L s]

J=s
Onan =Card (A) = 21 n,;, pour touti O[1,p].
=

'

1 iz
La moyenne de Xj est =57 N X
g g

—_

1 [ iZr 1 {iZr 2
H 2 - A
La variance de X, est s (X) = 3 [ El nx 2= ( Ei n.. xi] ]
La moyenne conditionnée de X pour la partition {Q,, ..., Q } a été définie par la variable
statistique :

M. (X) ={ Qj, n'j)},j 0[1,s], avecN = Jg n,

La moyenne de cette variable statistique est : (%) = X.
Sa variance est :

On peut définir une nouvelle variable statistique sur Q, qu'on appelle la variance conditionnée de X
pour la partition {Q, ..., Q}:

5.2 (X) ={(s® (X), Q,n)Hjid[1,s] avecN :g n;
1%
NiT

Sa variance est s* (s, (X)) = %(JE: n; (s? (XJ.))Z—% E n. s? (X)) ]2]

La moyenne de cette variable statistique est : ;.2{ x) =

—

Onaalors:

=1 I ] =1 %~g=1 Y i=1
i=p J=s iZ i=p a
=2 n. |x2-2 57— n. X
= e ij i e =1 i
i=p ) J=s 1 (z’=p ]2
= nx-=— "B n.x
i=] 1 i=1 e i1 Wi
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e s 0= F (G nn ) )=sr00

La relation :

$?(X) =s2ix1 +8% (M (X))

constitue le théoréme de la variance conditionnée : la variance de X est la somme de la moyenne
de la variance conditionnée de X et de la variance de la moyenne conditionnée de X.

— Le terme s21.%) s'appelle la variance intraclasse. Il traduit la variation de X autour de sa
moyenne, dans la partition {Q,, ..., Q }.

— Le terme s2 (M., (X)) s'appelle la variance interclasse. Il traduit la variation de la moyenne de X
dans la partition {Q,, ..., Q_}.

Note : Ce résultat peut étre étendu a une variable statistique discréte a valeurs dans R4,
g) Variance d'une variable statistique réelle continue.

Les classes [ e, e, , [, de fréquences f. = %
La variance de X s'obtient :

— en calculant la variance s, 2 (X) de X dans chaque classe,

, 1 0] 1, p], forment une partition de X (Q).

i=p
— en faisant la moyenne de ces variances (moyenne de la variance conditionnée) : 2 fs 2 (X)
i=l

— en calculant la variance de la moyenne de X dans chaque classe (variance de la moyenne

i=p
conditionnée) : 2, f (7:- T)?
=1
— en faisant la somme de la moyenne de la variance conditionnée et de la variance de la moyenne
conditionnée :

=3 5200+ 2 (77’

1°/ Dans I'hypothese ou toutes les observations sont concentrées au milieu de la classe x, = e‘:‘i,
i=p

la variance s. 2 (X) de X dans chaque classe, est nulle, s2 (X) = 2 f.(x,-%) 2, On retrouve la formule
=1

du cas discret.

[s2(X) =52 (U)

ol x = ZFEHL
i 2

p}.

est le centre de la classe d'indice i et U est la variable statistique {(x, n)}, i O {1, ...,

2°/ Dans I'hypothese ou la répartition des valeurs de X dans chaque classe est uniforme, au terme !_Zp
i=1
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i=p .
f (- 7)i= Z fo(x - )2, s'ajoute un terme correctif Z fs 2 (X) qui tient compte de la variation

de X dans chaque classe.
Pour calculer ce terme complémentaire, il faut calculer la variance d'une variable répartie
uniformément sur un intervalle.

Lemme.

La variance d'une variable statistique répartie uniformément sur un intervalle de longeur a est cr_
14

Démonstration du lemme.

On peut utiliser la formule de la variance : la variance est égale a la moyenne du carré
moins le carré de la moyenne.
La moyenne du carré est
—_ lre™e 1 3 T7%"_ 1 3.3 1 2 2, 43
=gl X dx:E[ - L&_ =zl +a) - ]=5;(3¢ a+3ga’+a’)
2
=2 +e?+ea
3 | I

Le carré de la moyenne est
2

EZ:[ jl[ei-"(ei"'a)] T:[ ei+% }2:%+ei2+eia.

La variance de X dans l'intervalle [e, e, + a] est donc :

2 2 2 2 2
Siz(x):[ a—+e.2+e.a}—[ “'_+e.2+e.a}:f"__f’_:‘:‘_
3 I | 4 I I

i=p
Le terme correctif 21 f 5.2 (X) est donc donné par :
!:

Dans le cas ou toutes les classes ont la méme amplitude e, , , —e. = a, le terme correctif est :

et la variance de X est donnée par :

s2(X) = z f(x—X)2+ﬁ-s (U) + “_2

sz(X)=sz(U)+‘1“_2

+
oux=‘31 e"'l

p}.

est le centre de la classe d'indice i et U est la variable statistique {(x, n)}, i O {1, ...,
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11.2.2.5. Coefficient de variation.

Pour une variable statistique réelle X, on appelle coefficient de variation le rapport

Pour une variable statistique X & valeurs dans R, le coefficient de variation est défini par :

= _s(X)
¢ 4(0,X)

Le coefficient de variation est un nombre sans dimension qui permet de comparer deux variables
statistiques de natures différentes. -

On remarquera que, au signe pres, c'est I'écart-type de la variable statistique % ou m.

11.2.2.6. Moments.

Soit X une variable statistique quantitative réelle.
On appelle moment d'ordre r de X, la quantité :

1 _1E
= w LK
Pourr=0:m,=1.
Pourr=1:m, = 7. Le momentdordre 1 est la moyenne.
Pourr=2:m,=yz
On appelle moment centré d'ordre r de X, la quantiteé :
b= S X@-F =L -
N el x = x

Pourr=0:p,=1.
Pourr=1:p =0.

Pourr=2:p,= s?(X) = m, — mlz. Le moment centré d'ordre 2 est la variance.

11.2.2.7. Conclusion.

Centrer et réduire une variable statistique quantitative X consiste la remplacer par ;i_;f :
s(X

— X — x pour la centrer (moyenne 0)
— diviser par s (X) pour la réduire (écart-type 1).

Lavariable X '=X-¥ 4 pour moyenne O (elle est centrée) et pour écart-type 1 (elle est réduite).

5

Par exemple, si nous considérons la variable statistique continue 0.4,
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théorique dont la densité de fréquence est

e

|
h(x):ﬁe 2 (loi de Gauss),

sa moyenne est 0 et son écart-type est 1 : c'est une variable centrée réduite et la courbe de densité de
fréquence associée est appelée la courbe en cloche, ou courbe de Gauss.

Un probleme intéressant sera de comparer la courbe de densité de fréquence d'une variable
statistique quantitative a cette courbe en cloche.
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I1. 2. 3. Parametres de forme

Nous définissons les parameétres de forme pour une variable statistique quantitative, discrete ou
continue, a valeurs réelles.

Il. 2. 3. 1. Coefficient d'asymétrie.
a) Définition.
Il existe plusieurs coefficients d'asymétrie. Les principaux sont les suivants.

Le coefficient d'asymétrie de Pearson fait intervenir le mode M : quand il existe, il est définie par

p=X Mo
sLX)

Le coefficient d'asymétrie de Yule fait intervenir la médiane et les quartiles, il est défini par

_Ei+h-2M,

Y
(@3- i)

Le coefficient d'asymétrie de Fisher fait intervenir les moments centrés, il est défini par

F= 3 = K3

Lorsque le coefficient d'asymétrie est positif, la distribution est plus étalée a droite : on dit qu'il y a
oblicité a gauche.

Lorsque le coefficient d'asymétrie est négatif, la distribution est plus étalée a gauche : on dit qu'il y a
oblicité a droite.

Oblicité a gauche :

]

My X Mg Oy Mg Oz

Oblicité a droite :

Mg X My 4 Mg Qg

.
- . - : . . § K3
On utilise souvent un coefficient d'asymetrie de Pearson basé sur les moments centrés : B, = —.
K2
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Ce coefficient d'asymétrie est toujours positif.
Il est nul pour une distribution a densité de fréquence symeétrique, telle la loi de Gauss.

b) Exemples.

1°/ Considérons la variable statistique X de distribution :

X, -1 4
n. 4 1

! !
My=-1;1,=z (Ax(-1)2+1x49)=12;p,=2 (4x(-1)2+1x49) =4

p=%"Mo 150 oblicité a gauche.
siX) 2
F=_HF3 =13>0:oblicité a gauche.
s3x) 2
L
L pg? 4

2°/ Considérons la variable statistique X de distribution :

X, —4 1
n, 1 4

p=A"Ms - _1<0: oblicité & droite.
sLX) 2
F=_HF3 =-3<0:oblicité a droite.
3y 2
g =t o
NP
11. 2. 3. 2. Coefficient d'aplatissement.
La encore plusieurs définitions sont possibles.
- . . g
Le coefficient d'aplatissement de Pearson est B, = F
2
Le coefficient d'aplatissement de Yule est F, = r—z -3
2

On peut se demander pourquoi — 3 ?
C'est parce que, en Probabilités, on peut démontrer que le coefficient d'aplatissement de Pearson
pour une variable aléatoire reelle qui suit une loi de Gauss, est égal a 3.
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Il est alors naturel, pour comparer I'applatissement d'une distribution statistique a I'aplatissement
d'une variable de Gauss, d'introduire le coefficient F, =3, - 3.

Si F, estégal a 0, le polygone statistique de la variable réduite a le méme aplatissement qu'une

courbe en cloche, on dit que la variable est mésokurtique.
Si F, est>0, le polygone statistique de la variable réduite est moins aplati qu'une courbe en cloche,

on dit que la variable est leptokurtique.
SiF, est <0, le polygone statistique de la variable réduite est plus aplati qu'une courbe en cloche, on

dit que la variable est platykurtique.

Mesnkurrique Leph:ukurhque
=0 ¢ iy <0 o 1
i A AR
/ 0/2- \ / 0|21 \
// 01- \\\ / 0/1- \

p|ar'}|l<urric|ue
>0

I1. 2. 3. 3. Indice de concentration de Gini.
a) Courbe de Lorenz.

La notion de concentration ne s'applique qu'a des variables statistiques quantitatives a valeurs
strictement positives.
Elle se comprendra facilement sur un exemple.

Considerons la distribution des salaires dans la populations des salariés d'une entreprise.
Les salaires sont divisés en n classes : lai®classe, [e, e, [a, pour centre, x. et, pour effectif, n .

On note p, la frequence cumulée de e, | : c'est la proportion de salariés dont le salaire est
strictement plus petitque e .
On note g, la proportion de masse salariale représentee par les salariés dont le salaire est strictement
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plus petitque e, ..

k=i k=1

s;gn‘:x‘: Eimxk 1 & S X
q|=j;=;v; - __ == kak: fk:

2 T nt = =1

E=1

On appelle courbe de concentration, ou courbe de Lorenz, la ligne
polygonale joignant les points de corrdonnées (p,, q ).

En réalité, pour une variable statistique continue, on ne connait la
courbe de Lorenz que pour les extrémités des classes : I'interpolation
linéaire suppose que la repartition des valeurs de la variable a
I'intérieur de chaque classe est uniforme.

Dans le cas d'une variable discréte, on adopte aussi la représentation
par une ligne polygonale.

La courbe de Lorenz est toujours inscrite dans le carré [0, 1] x [0, 1].
Cette courbe se caractérise par les traits suivants.

R
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1°/ Les points extrémes sont les points (0, 0) et (1, 1) puisque 0 % de la population recoit 0 % de de

la masse salariale et 100 % de la population recoit 100 % de la masse salariale.

2°/ La courbe est nécessairement convexe vers le bas.

Cela résulte du fait que la pente du segment qui correspond, par exemple, aux points d'abscisses 0,
50 et 0,60, ne peut étre inférieure a celle du segment correspondant aux abscisses 0,40 et 0,50
puisque, par définition, on considere des classes successives disposant chacune d'une part croissante

de la masse salariale totale.

3°/ Enfin, et surtout, la courbure de la courbe de Lorenz peut étre interprétée comme un indice

d'inégalite.

En effet, dans une situation hypothetique d'égalité absolue, la courbe prendrait la forme d'un segment

de droite (diagonale du carré) tendue entre les points (0, 0) et (1, 1).

De méme, dans une situation d'inégalité extréme ou la quasi-totalité de la masse salariale serait
détenue par une infime minorité de la population, la courbe de Lorenz tendrait a longer I'axe des p,

avant de remonter brutalement vers le point (1, 1).
b) Indice de Gini.

L'indice de Gini (du nom du statisticien italien Corrado Gini qui a
proposé en 1912 cet indice pour les distributions de salaires et de
revenus), quant a lui, est obtenu en déterminant la surface S
comprise entre la courbe de Lorenz et la diagonale et en rapportant
cette surface a la surface du demi-carré dans lequel s'inscrit cette
courbe.

Comme la surface du carreé est 1, I'indice de Gini est le double de
I'aire S comprise entre la courbe de Lorenz et la diagonale du carre.
Tres souvent, la surface S peut étre déterminée avec suffisamment de
précisions de maniére graphique.

Numériquement, on peut calculer l'indice de Gini par la formule :

i=n-1 i=n-1

9=25=1- 2 (p,.,-P) (@, *+0)=1- 2 f,, @, +a)
i= 1=

<

0
o

F;
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Dire que g = 0, c'est dire que la courbe de Lorenz coincide avec la diagonale du carré (égalité
absolue).

Dire que g =1, c'est dire que la courbe de Lorenz longe d'abord I'axe des p, puis la droitep=1
(inégalité maximale).

De facon générale, I'indice de Gini peut étre interprété comme ayant une valeur d'autant plus grande
que l'inégalité est grande : il constitue donc une bonne mesure de I'inégalité.

Applications.

L'indice de Gini permet de mesurer les inégalités scolaires, les inégalités de statut, les inégalités de
salaires, etc.

c) Médiale.

La médiale d'une variable statistique X est la valeur de X qui partage la masse globale en deux
parties égales.
Sur la courbe de Lorenz, la moitié de la masse globale correspond a I'ordonnée jl

Le point d'ordonnée 1 a une abscisse x qui correspond & une fréquence cumulée x.
2

La valeur correspondante de X s'obtient en prenant I'abscisse du point d'ordonnée x sur le diagramme
cumulatif des fréquences.

Cal—
-

0 0
1] X 1 Mg
: : - - : : | '
Si la variable statistique X est définie par {(x, n)}, i O [1, p], soit ¥ = V& n. x., avec N = Zi n.

Pour une variable continue, x. représente le centre de la i° classe.

Wy %y '
Onposer,= 3=~.0na: Ei r=1.
Dans notre exemple, r, représente la fraction de la masse salariale globale gagnée par les personnes
dont le salaire est x..

La mediale de X est la mediane de la variable statistique {(x;, r,)}, i U [1, p].

La meédiale n'est pas le salaire gagné par I'employé qui est "au milieu de la file", mais le salaire gagné
par le salarié qui permet d'atteindre la moitié de la masse salariale totale.

La comparaison des valeurs de la médiale et de la médiane constitue une mesure de la concentration.
Lorsque I'écart entre la médiale et la médiane est important par rapport a I'étendue de la distribution

de la variable, la concentration est forte.

Si la distribution est égalitaire, la concentration est faible et I'écart entre la médiale et la médiane est
faible.
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La médiale est toujours supérieure a la médiane, puisque 50 % des effectifs cumulés croissants ne
permettent jamais d'atteindre 50 % de la masse totale.
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Chapitre 111 - ANALYSE BIVARIEE.

(Variables statistiques a deux dimensions)

[11.1. DEFINITIONS.

I11.1.1. Variable statistique a deux dimensions.

Considérons une population finie Q (Card (Q) = N) sur laquelle nous étudions deux caractéres
(qualitatifs ou quantitatifs réels) A et B.
Désignons par A, i U [1, p], les modalités observees du caractere A, par B, j O[1, q], les modalités

observées du caractere B.
Appelons C i I'ensemble des w [J Q présentant, a la fois, la modalité A du caractere A et la modalite

Bj du caractére B.

Appelons n i le cardinal de C i
i=p i=g

N=2 Enij.

=1 j=1

On appelle variable statistique a deux dimensions I'ensemble Z des triplets ((A,, Bj), C i N iJ.), pour
i O[1, p]etjO[1, q], pour lesquels n; n'est pas nul.

LesC i forment une partition de Q.

J=g
Le nombre n, = Z‘i n; des individus @ 1 Q présentant la modalité A, du caractere A, permet de
T
définir une variable statistique X a une dimension.
i=p
Le nombre n ic 2N i des individus w [J Q présentant la modalité Bj du caractere B, permet de

i=1
définir une variable statistique Y & une dimension.
Le couple (X, Y) est une variable conjointe : c'est une variable statistique a deux dimensions si I'on
en élimine les modalités conjointes (A, Bj) dont I'effectif est nul.

En pratique, on admettra que, pour une variable statistique Z a deux dimensions :
— des modalités conjointes (A , BJ.) peuvent avoir un effectif n i nul,

— pour tout j [I[1, q], il existe au moins un i 0 [1, p] tel que n ;e soit pas nul,
— pour tout i U [1, p], il existe au moins un j U [1, q] tel que n ; ne soit pas nul.

Dans ce cas, une variable statistique a deux dimensions est une variable conjointe, couple de deux
variables statistiques a une dimension.

Une telle variable statistique a deux dimensions peut se représenter par un tableau a double entrée
appelé tableau de contingence.
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Y]

Bl || B 5. | Total

fl 7 q
S T R T
A; Ml |- [ My g i
Ap | Bp1|-ee | By Mpg| Mp
Total | 21| - | %y Hal N

La fréquence de la modalité conjointe (A , B .) est fij = %

La fréquence de la modalité A est f. =

La fréquence de la modalité B estf =

Ces fréquences sont parfois appelees des pondérations

i=p J=q

Elles vérifient les égalités : 2, 2. f = E f. = E f. =1.

i=1l j=1

I11.1.2. Variables marginales. Variables conditionnelles.

111.1.2.1. Variables marginales.
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Soit Z={((A,, Bj), C i )} i O[3, pl, j U [1, q], une variable statistique a deux dimensions.

B
4 Bl|e-| & || By | Total
_ﬂ_l F11 | == "3]\}' Y l}glq M1,
A Myl e | By Mg | M
Ap | 1| | By Mpg| Mp
Total | 21| - | 2y Hal N
Considérons les variables statistiques
X={(A,,C,,n)}iO[1p],
i=q .r'=:1'
définie par C, = U C,etn : n, et
: 1 n.il=
Y={(B,;.C, )} 011, ql,
i=p

définie par C . -U C etn, =
i=1

—_

Les variables statistiques X et Y ainsi definies sont appelées les variables marginales de Z.
Leur distribution est représentée par les marges du tableau de contingence.

111.1.2.2. Variables conditionnelles.

Considérons la j° colonne du tableau de contingence :
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MCours.com

B £, Ce tableau représente une variable statistique dont les modalités sont les A,
i
A i O [1, p] pour lesquels les n ; Ne sont pas nuls.
A1 |y i=p
: : | A ces modalités, est associée une partition de C = U C, par les C ; hon
A | Hg Tl

: : | vides, pour j fixé, avec, pour effectifs, les n ; hon nuls.
Ay | 7| Cette variable statistique {(A Cij , N ij)}, i O [1, p], définie par une colonne
Total | #; | gy tableau de contingence, est appelée la variable X conditionnée par B,

ou variable X conditionnelle pour B fixé.

Pour cette variable conditionnelle, nous pouvons définir la fréquence conditionnelle de la modalité
_ N

A parf. :

i g

On peut définir ainsi q variables conditionnelles, correspondant aux g colonnes du tableau de
contingence (autant qu'il existe de modalités du caractére B).

I De la méme fagon, nous pouvons définir pour chaque ligne du
Bl|...|&|... | Bg|Total : : P
A tableau de contingence une variable Y conditionnée par A , avec
A ma | mg| . wg| g |UNe fréquence conditionnelle de la modalité Bj donnée par fJ. =
i
My,
Remarque.

Si les deux variables X et Y sont quantitatives et jouent des réles symétriques, il est intéressant
d'étudier les variables conditionnelles des deux types.

Exemple : taille et poids d'étudiants.

Si l'une des variables est qualitative et I'autre quantitative, alors seul le conditionnement par la
variable qualitative présente un intérét.
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[11.2. REPRESENTATION GRAPHIQUE.

111.2.1. Variable qualitative.

Pour une variable qualitative Z a deux dimensions, les données du tableau de contingence seront
représentées par un diagramme en tuyaux d'orgue.

Exemple.
SLAttt | Salariés| Patrons | Travailleurs | Total
Branche Jamilicux
Agriciiture 95 £l 125 250
Indusirie 160 25 100 285
Commerce 100 40 a0 230
Faonction Publigue & 0 ] &0
Services a0 15 70 165
Total 495 110 1) 290
300 - 500
se | :;g B Services
on0 | B Trovaillewrs | 20 O Fanction
familiaux 300 + Fubligue
160 4 & Patrons ;gg M Commerce
100 1 B calaries 150 4 B industrie
50 + 123 W Aqgriculture
0 A 0 -

Agriculture
Industrie
Commerce
Fonction
Fublique
Serdices
Salaries
Patrons
Travailleurs
farmiliaLx

111.2.2. Variable quantitative.

111.2.2.1. Nuage de points.

Pour une variable quantitative, discréte ou continue, on peut utiliser une représentation par un nuage

de points dans un plan.
On peut remplacer chaque point par un cercle délimitant une aire proportionnelle a l'effectif ou a la

fréquence.

111.2.2.2. Stéréogramme.

Dans certains cas, on peut faire une représentation dans R 3 :
- stéréogramme en batons pour une variable discrete.

- stéréogramme en histogramme pour une variable continue.

Exemple : Mariages célébrés en 1962, suivant I'dge des époux (1° colonne : &ge de I'époux, 1° ligne :
age de I'épouse).
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=20 6T56 3051 180 15 3 3 {

20-24 29416 84556 13430 1205 168 50 10
25-29 15893 54578 22774 1850 651 113 14
30-34 1789 B2E9 7809 4111 1021 244 15
35-39 255 1304 1996 2078 1232 152 20
40-49 66 283 447 733 852 697 120

>50 [ 46 59 83 145 3136 472

111.2.3. Variable mixte.

Dans le cas d'une variable mixte, ayant une composante qualitative et une composante quantitative,
on utilise une représentation dans R 2 ou dans R 3 en plagant de facon arbitraire les modalités de la
variable qualitative sur I'un des axes.

111.2.4. Autres représentations.

111.2.4.1. Représentation en étoile.

La représentation en étoile permet de représenter un phénomeéne périodique.

Par exemple, I'évolution d'un indice de prix peut se représenter par douze rayons équidistants
représentant les mois avec, sur chaque rayon, les indices de prix pour le mois correspondant, d'annee
en année (spirale des prix).

111.2.4.2. Représentation triangulaire.

La représentation graphique triangulaire est utilisée pour représenter une quantité constante,
fractionnée en trois parties variables (de somme constante).

Le principe de cette représentation repose sur le fait qu'étant donné un point a I'intérieur d'un triangle
équilatéral, si I'on trace a partir de ce point des paralleles aux trois cotés, la somme des longueurs des
segments déterminés par ces paralléles du point choisi aux cétés du triangle, est constante et égale a
la longueur du cote du triangle équilatéral.

En particulier, on utilisera cette représentation triangulaire si la grandeur a représenter est somme de
trois grandeurs représentées par des pourcentages.
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d

2s,

d

azhac h<a<c
b=t a=i
a{C{b l’J{C{a
a=h
ceazh cehea ({\9
=0
% : %,

Dans cette représentation, les cotés du triangle correspondent a la valeur 0 de I'une des trois
composantes.

Les sommets du triangle correspondent a la valeur 0 de deux des trois composantes.

Les milieux des cotés correspondent a la valeur 0 de I'une des trois composantes et a la valeur 50 %
des deux deux autres composantes.

Le centre du triangle correspond a I'égalité des trois grandeurs représentées.

Les hauteurs du triangle correspondent a I'égalité de deux des trois facteurs, ce qui permet de diviser
I'aire du triangle en zones caractérisées par un critére precis.

Exemple.

A une date donnée, on répartit les différents secteurs d'activité selon le pourcentage d'entreprises
escomptant une augmentation, une diminution, ou une stabilité, de leur activité pour la période a
venir. La représentation du point dans un diagramme triangulaire, permet de suivre a travers le temps
I'évolution des pronostics pour une méme branche d'activité (analyse des réponses des chefs
d'entreprise a I'enquéte trimestrielle sur la conjoncture économique).
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[11.3. CARACTERISTIQUES MARGINALES
ET CONDITIONNELLES.

111.3.1. Caractéristiques marginales.

Soit Z = {(x. , Y; ) Cij Ny )} i O, pl, j U[1, q], une variable statistique quantitative a deux

dimensions, de variables marginales
X={(x,C,,n )} i0[LpletY={(,,C;,n)}iO[Lq]

1
X et Y sont des variables statistiques quantitatives, discretes ou continues.

Pour une variable continue, les valeurs sont celles des moyennes des classes (centre de classes sous
I'nypothése de répartition uniforme des valeurs a l'intérieur d'une classe).

111.3.1.1. Moyennes marginales.

Les moyennes marginales de Z sont les moyennes des variables marginales X et Y :

. 1 i =p 3 1 i=g
gt rTwg W

111.3.1.2. Variances marginales.

Les variances marginales de Z sont les variances des variables marginales X et Y :

111.3.2. Caractéristiques conditionnelles.

Soit Z = {(x, Y, ), Cij Ny )} 1011, pl, j O[1, q], une variable statistique quantitative a deux
dimensions, de variables conditionnelles

Zir=y; = {(X; , Cij N hiO[1, pl, et Zjx=» = {(yj , Cij Ny )} 011, q].

avec

I
b
—a,

I
.y

"
]
—
.
Il
—
=

111.3.2.1. Moyennes conditionnelles.

Les moyennes conditionnelles de Z sont les moyennes de ses variables conditionnelles :
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i=p
z'|1sr_u],f =% > n, X; , notée aussi, de fagon simplifiée, .
. i=1
Cette notation simplifiée sera utilisée systématiquement : dans le cas d'une moyenne, l'indice
représente toujours le conditionnement.

1 =g
zl‘:![‘-:'xl:_z_l =

My ij J

4

111.3.2.2. Variances conditionnelles.

Les variances conditionnelles de Z sont les variances de ses variables conditionnelles.

s?(Zir=y,) = ngf n. (x.—m)2= %[Eﬁ n. x.z-%[if n; X, ]2 ] =s].2 X)

i=1 Y
n..(y.—m [J:n yJ [Z_‘,n y] ]:siZ(Y)

7

La encore, la notation simplifiée sera utilisee systématiquement : un indice pour la variance
représente le conditionnement.

111.3.3. Covariance.

Pour une variable statistique quantitative Z a deux dimensions, de variables marginales X et Y, on
définit la covariance de X et Y par I'expression :

iZp j=g
Cov (x Y = n] (Xi - E)(yj - ?)
=l 7=l
Nous remarquons que la variance a la méme dimension qu'une variance.

D'ailleurs, nous avons Cov (X, X) =s2 (X) et Cov (Y, Y) =s2 (Y).
De plus, si I'on remarque que l'on a :

iZp j=g
Z =N
i=] j=1 Y
=1l j=1 n” XI i=1 n" XI N X
=p J=g =g
n.y = ny,= N ¥

a
1]
—_
.,
1l
—_
—
1l
—_

la formule de définition de la covariance peut s'écrire :
;

COV(X’Y):%[ :Enu XY [.Z”XJ(E”UV;]]:ﬁ‘fT’

]
La formule Cov (X, Y) = X¥ — XT est appelée formule de la covariance.

Propriétés de la covariance.

Cov(aX+b,cY+d)=acCov(XY),poura,b,c,ddansE.
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En effet :
afX+h=a X +bh,

cF+d=CT +d,
lax+sllcr+dl=zacxr+ad T +bcF+bd.

Cov(@aX+h,cY+d)=lax+bllcT+dl —a T+bcT+d
—acxXr+adX+bcF+bd-(@X +b)(cT +d)
—acxr+adx+bcr+bd-acx¥-bcr¥r-adx-bd

—ac(¥fr-X7)
=acCov(X,Y)

111.3.4. Relations entre caracteristiques marginales et
caractéristiques conditionnelles.

111.3.4.1. Moyenne.

La moyenne marginale est la moyenne ponderée des moyennes conditionnelles.

1 1=p 1 1=p 79 1 JTg i=p 1 i=g
ITwgh TR gV T g N T gLE
De méme :
R
¥F= F:‘l ni. I‘;

Nous retrouvons la un résultat déja établi (Théoréme de la moyenne conditionnée, 11.2.1.3.b).

111.3.4.2. Variance.

Page 43

La variance marginale est la somme de la moyenne pondérée des variances conditionnelles et de la

variance pondérée des moyennes conditionnelles.

) 1 i=p J=g ) q i=p j=g ,
S (X)—ﬁi=1 & n, (X, - ) _FE _;Z;i n(X-T+T-T)
R , 1 i=p fgf , 2 i=p j=g
== n (X -7)°+— n (=-+)2+— n (X — %) (5 - =
N!.=1 7=l |j( i X.;) Ni=1 il ij (X.J X) N oie1 jA |J( i XJ)(X_, X)
etl'ona:
iZp
; nij (Xi _f.i)z = n.j sz (X)
iz
iZp
E{ My =",
i=p i=g

=g
n (F-7)°= ;1 n (T-7)°=N:%x)

L
LU}
—
[
1l
—
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n X -FE-T) = D

T
L

i

H
i=p i=p

(E_E)[ Zl nijxi_ 21 nijE
i=

iTa
Ny (% JZ:} &F-3)
;

1=

._.
[
I
.y

21 n, (4~ )
)

—

o,
.y

(E - E)(nlj Xi~ n.j E) =0.

B,
1l
—_

Il reste donc seulement :

) | =p J=g3 ) 1 1=p 13

s (X) == n X—-—v)+ == n -+
X) =7 = & i T & P -3
) 1 J=g ) 1 J=g )

0= g L5 00+ 7 L m-7)

ce qui traduit le résultat annonce, qui peut s'écrire aussi (Théoreme de la variance conditionnée,
11.2.2.4.5) :

2 - — 2 (—
s*(X) =z *+s° ()
De méme, la variance marginale de Y est donnée par la formule :

i

i=p
HUESELUESS

]
a]

ni' (f - ?)2

s?2(Y)=5Fim + 5% (%)

—

Remarque.

La variance traduit la dispersion de la distribution.

La dispersion de la distribution marginale de X résulte de deux facteurs :

— La dispersion des distributions conditionnées autour de leurs moyennes : c'est le premier terme,
i=p

% Zl n. s,? (Y), qu'on appelle la variance intra-population, et qu'on note s _? (Y) (w pour within).
=

— La dispersion des moyennes conditionnelles autour de la moyenne : c'est le deuxiéme terme, _1
W

i=p
T =\ 2 ' H H H ' 2
Ei n. (% - 7)°, qu'on appelle la variance inter-population, et qu'on note s, “ (Y) (b pour between).

s2(Y)=s,%(Y) +5,2(Y)
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I11. 4. REGRESSION ET CORRELATION.

En présence d'une distribution statistique de deux variables (X, Y), il est possible d'étudier les
distributions marginales, les distributions conditionnelles, mais cette étude ne fournit pas
d'interprétation des résultats.

Dans certains cas, nous pouvons nous poser la question suivante.

La connaissance d'une modalité de la variable X apporte-t-elle une information supplémentaire sur
les modalités de la variable Y ?

La réponse a cette question est du domaine de la régression : dans un tel cas, on dit que X est la
variable explicative et Y la variable expliquée.

Dans d'autres cas, aucune des deux variables ne peut étre privilégiée : la liaison stochastique entre X
et Y s'apprécie alors de fagon symétrique par la mesure de la corrélation.

Exemple : X est la température moyenne mensuelle, Y est le volume des émissions de gaz destiné au
chauffage.

Dans cet exemple, X est la variable explicative et Y la variable expliquée.

Il est & noter qu'une variable explicative X peut étre une variable qualitative.

111.4.1. Régression et corrélation.

Soient X et Y des variables réelles quantitatives et Z = (X, Y).
Considérons la variable statistique (X, Zx) a valeurs dans R ? définie par :

{(x, %), f)Hi0[Lp]
ouf =%
Nous appellerons cette variable la variable statistique de régression de Y en X.

111.4.1.1. Courbe de régression.

On appelle courbe de régression de Y en X, le graphe, ou courbe représentative, de lI'application f : x
= 7.

1

Si X est une variable discrete, la courbe de régression est une succession de points (x. , ).

Si X est une variable continue, la courbe de régression sera formée de segments de droite joignant les
points (x; , %), ou les x; représentent les centres des classes.

On peut dire que la courbe de régression est la représentation graphique de la variable statistique
définie précédemment.

111.4.1.2. Propriétés.
a) Le point moyen de la variable de régression de Y en X est le point moyen de Z.

En effet :
YEx=zetXf F=F=Xf (x,5)=Cfx .2t 5)=(ZD=zr -z

b) Cov (X, Zx) = Cov (X, ).

En effet :
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Cov (X, Blxr) = Xf, (x - 2)(% -7

=Xfxn-Xf

X 7
=X xE-T7-T4

.,'-'»*.I
M
|
R

i F%
+¥ 7

LTI
| -

¢) s (B1x) = 5,7 (¥).
En effet, comme ona i =7, il résulte de la définition :
sS2@Ex)=Xf (F-7°=52(Y)
Notons que sb2 (Y), variance inter-population, n'est pas la variance marginale s (Y) de Y.

111.4.1.3. Rapport de corrélation.

La variance marginale de Y est donnée par la formule :
s2(Y)=s,%(Y) +5s,2(Y)

ol la variance intra-population s (Y) est donnée par la formule s * (Y) = X f. s.? (Y) (moyenne des
variances conditionnelles)

et la variance inter-population sb2 (Y) par la formule st (Y)=2f1 (% — 72 (variance de la moyenne
conditionnelle).

Imaginons une variable Z = (X, Y) pour laquelle z, ,-_. Zix=y = L soit trés proche de ¥, pour tout i [0 [1, p].

Alors la variance inter-population sb2 (Y) sera faible et la courbe de régression de Y en X variera peu
autour de 7.

Inversement, si les m sont tres dispersés autour de ¥, la variance inter-population sb2 (Y) sera
grande, ce qui veut dire que la courbe de régression de Y en X variera en grandes dents de scie autour
de F.

Autrement dit, la valeur de la variance inter-population s, 2 (Y) influence directement la courbe de
régression.

Nous dirons que st (Y) est la part de la variance marginale s? (Y) qui est expliquée par la

régression de Y en X.
Nous parlerons simplement de variance expliquée.
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Le terme sW2 (Y), quant a lui, est d'autant plus faible que les s. 2 (Y) sont faibles, donc que les valeurs
de Y varient peu, pour chaque x,, autour de .

Ce terme n'a pas d'influence sur la courbe de régression de Y en X (qui fait intervenir seulement les x.
et les ;) : nous l'appelons la variance résiduelle.

a) Définition.

Le rapport entre la variance expliquée sb2 (Y) et la variance marginale totale s (Y) est appelé

rapport de corrélation.
2 .
On le note n vix -

n 2 _ -5.5.2 ()
Y| X 5 E}r'jl
Il peut aussi étre calculé par la formule :
2 _ wariance résicduelle
n YIX ™ 1-

variance totale
b) Propriétes.
1.0 gnZYlX =1

552(-?:'

Cette propriété résulte directement de la formule de définition n 2Y|X = g
&

et de la formule s2 (Y)

= sW2 () + sb2 (Y), dans laquelle tous les termes sont positifs.
2.n% =0 = 5%(Y)=0 = ¥ = FOIOL p].

Dans un tel cas, la courbe de régression est parallele a I'axe des x.
Nous dirons que Y est non corrélée avec X : en clair, cela veut dire que la connaissance de X ne
donne aucune information sur Y.

Naturellement et de fagon symétrique, si l'onan 2X /v =0, Xestnon corrélée avec Y et la courbe de
régression de X en Y est paralléle & I'axe des y.
Si I'on a, a la fois, n 2Y|X =0etn 2x|Y =0, on dit qu'il y a absence réciproque de corrélation.

3'n2Y|X:l - SWZ(Y):O e yJ:fDDDD[lI p] D O [1, q].

Dans un tel cas, a chaque valeur x, de X correspond une valeur et une seule de Y : il y a une liaison
fonctionnelle Y =f (X) entre X et Y.
Si, de plus, on a aussi n wa =1, la liaison fonctionnelle entre X et Y est biunivoque.

4. En pratique, nous aurons toujours 0 <n?, x < 1.

Dans ce cas, plus n Zle est voisin de 1, plus la dépendance de Y par rapport a X est forte et,



Cours de Statistique - Chapitre 3 - Régression et corrélation Page 48

inversement, plus n 2Y|X est voisin de 0, moins la dépendance de Y par rapport a X est forte.

Le rapport de corrélation n 2Y x e caractérise que l'intensité de la corrélation de Y par rapport a X et

non le sens de la liaison entre les deux.
Il reste invariant si I'on effectue sur Y un changement d'origine ou d'échelle.

(7
&5

b
s2(7)

Eneffet:s *(@aY+b)=a’s *(Y)ets’(aY +b)=a’s?(Y), de sorte que le rapport ne

change pas.
Comme ce rapport ne tient pas compte de la nature de la courbe de régression, son emploi reste
valable quelle que soit la nature de cette courbe de régression.

111.4.1.4. Indépendance et corrélation.

Etant donnée une variable statistique quantitative réelle a deux dimensions Z = (X, Y), nous dirons
que la variable statistique X est indépendante de Y si les variables statistiques Y et Z, y_, ontla

méme distribution pour tout i O [1, p], c'est-a-dire si, et seulement si, I'on a :

A .. M. .
M- =% = =% 0Oi0[1,p]
M1 ”.j ?‘!.q
Dans ce cas, la valeur commune de ces rapports est :
W= = - = Mig = Lt =N
My M ?‘!q :"!.1+---+:"!.I_,‘| ﬁ

et les lignes du tableau de contingence sont proportionnelles.

De fagon symétrique, Y est indépendante de X si, et seulement si, I'on a :
H

Mi==M == =ny OO q)
bl My ?'!p

et, dans ce cas, les colonnes du tableau de contingence sont proportionnelles.

Remarque : X est indépendante de Y < Y est indépendante de X.

En effet :
X est indépendante de Y = %

nj

=%,DiD[1,p],DjD[1,q]

@i:%,DiD[l,p],DjD[l,Q]

?’I_J.'

= Y est indépendante de X.

Au lieu de dire "X est indépendante de Y", on peut donc dire "X et Y sont indépendantes”, la relation
est symétrique.

Propriétés.
a) Courbes de régression de variables indépendantes.

Si X et Y sont indépendantes, les variables statistiques Y et Z y_, ont la méme distribution pour tout

i O [1, p], elles ont donc la méme moyenne, ¥ = 7 pour tout i [ [1, p].
Il en résulte :
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SbZ(Y):zfi. (f _?)2:0
552 ¥

(
NYix= 57 O

De fagon symétrique, si X et Y sont indépendantes, Y et X sont indépendantes, les variables
statistiques X et Zjx=,, ont la méme distribution pour tout j U [1, q], de sorte que I'on a aussi :

s, (X) =21, (Z-7)*=0
5,5.2|:X:|

2 _ e Mo
M= 2m) 7O

Ainsi, dans le cas ou X et Y sont indépendantes, la courbe de régression de Y en X est une parallele a
I'axe des x et la courbe de régression de X en Y est une parallele a I'axe des y.

On notera que si I'indépendance a pour conseéquence le parallélisme des courbes de régression aux
axes de coordonnées, en revanche, les courbes de régression peuvent étre paralléles aux axes de
coordonnées sans que, pour autant, les variables soient indépendantes.

Il ne suffit pas que les moyennes conditionnelles soient identiques pour assurer I'indépendance, il
faut encore que les distributions conditionnelles soient identiques. Or plusieurs distributions peuvent
avoir la méme moyenne sans nécessairement étre identiques.

L'absence réciproque de corrélation n‘entraine pas I'indépendance.

Les propriétés du rapport de corrélation peuvent étre résumées dans le tableau suivant, qui est un
tableau d'équivalence (il se lit dans les deux sens).

U %y =0 D=m xv=l '|'|'.'.\c y=1
Ny
Liaison fonchonnelle
Cas général d'absence Vi X
n? 0 Absence réciprogue de corrélation de ¥
.= . corrélation de —
r1x de corrélation ) X {1t35¢fl'-'-t d‘v_
par rapport 4. corrélation da F par
rapport 4%
Cas général d'absence Cas général de haison
0<n'yx<1 de corrélation de ¥ Cas général fonchionnelle non
par rappoit a ¥ FECIPIOHIUE ¥ =F X
Liaison fonctionnelle
Xk} Cas général de haison Liison fonctionnelle
1 . aison fonction:
MmN yw=1 Absence de fonctionnalls non
; Absence de i B reCIproque
corrélation de X par TeCiproque X k= )
rapport a ¥

b) Criteres d'indépendance.
1- Pour que X et Y soient indépendantes, il faut et il suffit que I'on ait :

ij

, pour tout (i, j) U [1, p] x [1, q].

En effet, la relation précédente peut s'écrire :
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X o=n Oi0[1,p], 0jO[1, q],
M M

ce qui signifie que X est indépendante de Y.

2- Pour que X et Y soient indépendantes, il faut et il suffit que I'on ait :

fij =f f.j, pour tout (i, j) U [1, p] % [1, q].
C'est simplement une autre fagon d'écrire le critére précédent, avec

— n{;' nz; i
fi=5Ff = e f, =5

c) Si X et Y sont indépendantes, leur covariance est nulle.
En effet, la covariance de X et Y est donnée par la formule de la covariance :
Cov(X,Y)=x¥-X7

Lorsque X et Y sont indépendantes nous avons
=p J=g I

Zfoy—Z Ef,.fxy—EfXEfy X7

i=l j= ut i=l ;=1
de sorte que la covariance est nulle.

La réciproque est fausse : la covariance peut étre nulle sans que les variables soient indépendantes.
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I11. 4. 2. Méthode des moindres carrés.

111.4.2.1. Proprieté de la courbe de régression.

Soit Z = {(x. , Y; ) Cij Ny )}, i O, pl, j U[1, q], une variable statistique quantitative a deux

dimensions, de variables marginales
X={(x.C,.n)}iO[Lplety={(,C/n)kid[Ladl.

i=p j=

ZEn—N

i=1l j=1 U
Pour chaque valeur x. de X, on sait calculer la moyenne conditionnelle de Y pour X fixeé :
:—Z n,y, avecn, = E n,,, pour tout i O [1, p].

My g=1
La courbe de régression de Y en X joint les points R. de coordonnées (x. , %), i O[1, p].

|

Pour tout i [J [1, p], considérons un point A, = (X, y", ).

On appelle somme des carrés des écarts, en abrégé SCE, I'expression :
i=p J=g

= E E nij (yli_yj)2

et carré moyen, en abrégé CM, I'expression :
i=p j= i=p j=g

CM_?_FE g‘ n (y _y)Z_E g‘l ij(yli_yj)z

La somme des carrés des écarts s'écrit :
=p g

S= 2 Z'i n,-%+%-y)°
] J=
i%p /=g _ iZp =g _ i%p =g .
= nij(yli_};)z-l_ Z‘n” (};_yj)2+2 n,J (y|_};)(}§_yj)
i=1 ;=1 =l ;=1 i=1 ;=1
i=p j=g i=p i=g _ i=p
2 JE} n, (v, - %)% -y) = E 0= 2) 20 B -y = Z 0= %) (0 -, £) =0
i=p J=g _ i=p
20 (T -y)2= 2 n s2(Y)
i=1 j=1 ij j =1 1
i=p =g _ i=p _
E nij (yi_};)Zz 2 ni (y|_};)2
i=l j=1 =l -
i=p _ i=p
S=2,n (,-%)°+ 2 n 57 (Y)

—
n
—

i=p
Le terme 21 n. s 2 (Y) ne dépend pas du choix des Yy

i=p
S prendra donc une valeur minimum, lorsque 2. n. (Y, - %)?est nul, c'est-a-dire lorsque y', = %
=

pour tout i [J [1, p].
Autrement dit :

| La courbe de régression est la ligne qui rend minimum la somme des carrés des écarts.|
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C'est donc celle qui ajuste au mieux une courbe au nuage de points (x,, yj).

Pour cette courbe, le carré moyen (CM, en abrégeé), prend aussi sa valeur minimum, qui est donnée
par :

=%21 n s 2(Y)=s,%(Y)

Le carré moyen correspondant a la ligne de régression est la variance résiduelle.
111.4.2.2. Ajustement linéaire.

Si la ligne de régression de Y en X tracee sur le nuage de points (X, yJ.) se rapproche globalement

d'une droite, nous pouvons chercher directement, par la méthode des moindres carrés ordinaires,
en abrégé MCO, la droite qui s'ajuste le mieux au nuage de points.
Soity = a + b x I'équation d'une droite.
Pour tout i J [1, p], considérons le point A = (x, ', = a + b x) de la droite.
On peut associer a la droite la somme des carrés des écarts :
i=p j= i=p j=

S= Z _Zn (v - )Z—Z Zn @+bx-y)?
i=l j=
Le carré moyen associé est :
=p i7g

M= =3 = f @+bx-y)?
N i=1 ;=1

C'est la moyenne du carré de (a + b X -Y).

Or la variance de (a + b X —Y) est égale a la moyenne du carré, moins le carré de la moyenne,
s’(@+bX-Y)=CM-z5x-7'

On obtient donc ;

CM=gmr-72+s?(@+bX-Y)=(@a+bzF-7)?+s?(@a+bX-Y)

On sait, par allleurs que la variance de a + b X — Y est donnée par :
s2@+bX=-Y)=s2(bX=Y)=b?s2(X)=2b Cov (X, Y)+s?(Y)

On peut écrire aussi :

Covl X, ¥)
bzsz(X)—2bCov(X,Y)+32(Y):SZ(X)[b2 ZbT]+SZ(Y)
_ Covl X,¥) 2 2 CDFEEX_,F:I

=° (X)[b‘ (D) J -7
Cov[ Z,T) Y2 Covl TF) 2
=570 b-% 2D Jeszon(1-( 0 +(7) J')

Or, la variance b?s? (X) =2 b Cov (X, Y) +s? (Y) de b X — Y est positive pour tout b O g, puisque
toute variance est positive.

Donc le discriminant réduit de ce polyndme de degré 2 en b est négatif : Cov? (X, Y) <2 (X) s2 (Y),
et, dans I'expression

S (X)(b— Covl X,7) ]2+52(Y)(1—[ Covl X,7) ]2]

(Xj st X0 s(7)
Covl X, F)

2 —
le terme s (Y)[l [ 00 5(7)

La conclusion est que le carré moyen s'écrit finalement comme somme de trois termes positifs dont
le troisieme ne dépend nideanideb :
CM = (a+b )2+S (X)[b—M]2+SZ(Y)[1—[M]2]

oY 203 s(2) s(7)
Cette somme prend sa valeur minimum lorsque les deux premiers termes sont nuls :
a+bx-7=0

2
] ] qui ne dépend pas du choix de a et b, est toujours positif.
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p= CovlZ7)
5207
L'équation de la droite ajustée par la méthode des moindres carrés est donc :

) Covl X, ¥)

(y-7)=@x-7)
540X

La valeur de b obtenue est aussi celle qui rend minimum la variance

ﬁ(a+bx—Y):¥(m[b—fﬁéffl]z+ﬁ(n[1—[fﬁﬂ££1]z}

591X s(X)s(7)

Nous noterons (X, A, | ,) lavariable statistique {((x,, a + b x), f.)}, i U [1, p].

Cette variable statistique est appelée la variable statistique de régression linéaire de Y en X.

La représentation graphique de cette variable est donnée par la droite ajustée par la méthode des
moindres carrés ordinaires.

Cette droite est parfois appelée la droite de régression de Y en X.

Le coefficient b est alors appelé le coefficient de régression de Y en X.

Il vaut mieux reserver ces dénominations a la droite de régression du modele théorique probabiliste
associé a la population et parler, ici, seulement de droite ajustée par la méthode des moindres carrés
ordinaires.

Propriétés de la variable statistique (X, A, | %)

1. Le point moyen est celui de Z.

Eneffet,ona: > f x. =xFetXf (a+bx)=a+bx=7
La relation a + b . = ¥ montre que la droite ajustée par la méthode des moindres carrés ordinaires
passe par ce point moyen (¥, ¥).

2.Cov (X, A Cov (X, Y).

Y|X):

En effet :
i=p
Cov (X, B, ,) = gi f (x-Z)@+bx-(@+bx)

:Eiﬂm—ﬁz

=bs?(X)
=Cov (X,Y)
(z7)

puisque b = Lol LT
s4(7)

3.82(A, ) =b%s?(X)#s?(Y).

Y|X)

En effet, par définition : s? (A =s?(a+bX)

Y|X)

2
et comme on a toujours s? (a + b X) = b?s? (X), il vient s? Dy )= b?s?(X)= [%]
5
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2
En général, b? s? (X) est différent de s (Y), sinon on auraits? (Y) =b?s? (X) = [M] , donc :

5
Cov (X,Y)=s(X)s(Y)ouCov (X,Y)==s(X)s(Y)
Dans le premier cas, la variance de a+ b X =Y est nulle :
s2(a+bX-Y)=s? (Y)[ 1 [ Conlz 1) ]2 ]—

e N (s 4
etY=a+bX avech= ol E = s(1) 5q

52X 5.X)
Cov| X.7) _

Dans le deuxieme cas, la variancedea+b X =Y estnulle aussietY =a+ b X, avec h = — =
[ X)

- sh <.

5

Variable statistique (Y, A, | V)

C'est la variable statistique associée a la régression de X en Y.
L'équation de la droite ajustée par la méthode des moindres carrés ordinaires aux couples (yj, X) a

pour équation :
_ Covl X, ¥
(x-F)=(y-7) L)
s(T)
Nous avons les propriétés suivantes, analogues aux précédentes :

Cov (Y, AXIY) =Cov (Y, X) =Cov (X, Y)
cov (X, 7)
S (B )= T #5t()

111.4.2.3. Coefficient de corrélation linéaire.

Les variables (X, A, | Jet(y, A, | ,) représentent un resumeé de la variable Z = (X, Y).

Il est nécessaire de définir un nouveau paramétre pour mesurer la validité de ce résumé.
On appelle coefficient de corrélation linéaire le rapport :

Covl X, ¥)
sLE s

r=

Propriétés du coefficient de corrélation linéaire.
1. Coefficient de corrélation linéaire et rapport de corrélation.

Le carré du coefficient de corrélation linéaire, qu'on appelle aussi le coefficient de détermination,
est donné par la formule :

2:[ Covl X7 )2: sz[ﬁ}ru{) _ sz[ﬁ;ﬂ}’)
s( X0 s(7) s 2(7) 40 X)

Il détermine la part de variance de Y qui est expliquée par la régression linéaire de Y en X (ou,
respectivement, la part de variance de X expliquée par la régression linéaire de X en'Y).
Le coefficient de détermination joue donc, pour la régression linéaire de Y en X, le méme rdle que le
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rapport de corrélation pour la régression de Y en X.
En particulier, pour la ligne de régression de Y en X, nous avions trouve, pour carré moyen
minimum, la variance résiduelle

5,2 (1) = (1-n7,,) % (Y).

Pour la régression linéaire de Y en X, la valeur minimum du carré moyen est (1 —r?) s? (Y).
Cette valeur minimum est nécessairement plus grande que la variance résiduelle, qui est un
minimum absolu :

En particulier, le coefficient de corrélation linéaire r est compris entre -1l et 1 :
-lsr=1l.

L'égalité de r? et de n 2Y|X traduit la propriété que la ligne de régression de Y en X est une droite ; on
dit alors que Y présente une corrélation linéaire avec X.

2.Casour=0.

S'il n'y a pas de corrélation entre Y et X, n ZY x st nul donc aussi r = 0.

Dans ce cas, les droites de régression sont paralléles aux axes.
Nous ne pouvons pas en conclure I'indépendance de X et de Y.

3.Casour?=1.

Sir2=1,alorsn Zle =1, il y a une relation fonctionnelle liant X et Y.
Et cette relation fonctionnelle est linéaire.

En effet, dire que r? =1, c'est dire que Cov? (X, Y) =s? (X) s2 (Y).
Dans ce cas :

sz(a+bX—Y):sz(X)[b—MJE+SZ(Y)[1—[M]E].

5201 570 5(7)

Corl XF) : , :
,as“(a+bX-=Y)=0, ce qui veut dire que tous les points sont sur la

T
520X
droite ajustée par la méthode des moindres carrés : il existe une relation fonctionnelle linéaire entre X

etY,Y=a+bX avecb>0sir=1,etb<0sir=-1.
Plus r est proche de 1 ou de -1, plus la corrélation linéaire est forte.

se réduit, avec b =

111.4.2.4. Prédicteur et estimation.

En I'absence d'information, I'estimation la meilleure que nous puissions donner d'une valeur
inconnue prise par Y est sa moyenne .

Si'Y est en corrélation avec X, la connaissance de la valeur x. de X, permet d'améliorer I'estimation de
Y. L

Nous dirons que Z|.x et Av|x sont des prédicteurs de Y.
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Nouwons:
m(Zix)=Fetm(@, )=7

s? (Zx) =5, (V) =n%, , 52 (V) ets? (A, ) = 157 (Y)

Y| X

La mesure de la validité d'un prédicteur de Y se mesure par le rapport de sa variance a la variance de
Y:

2 25—
s*(dppr) _ (2ot 2] _ N2
s2(7) s2(7) Y
Plus le rapport est proche de 1, plus la variance du prédicteur est proche de la variance de Y, donc
plus la variance résiduelle est faible et moins le nuage de points est dispersé autour du prédicteur,
donc meilleur est le prédicteur.

n 2Y|X ou r2 mesure donc la précision du prédicteur et nous pouvons dire que Z|.r est un prédicteur

meilleur que A, ,, puisque n 2Y|X est plus grand que r?2.

111.4.2.5. Généralisation du modeéle.

L'ajustement linéaire peut, par des changements de variables, permettre I'ajustement d'autres modeles
non linéaires.

1. Modéle exponentiel.

Si I'étude de la corrélation entre Y et X met en évidence que le taux de variation instantané de Y par
rapport a X est constant (X pouvant étre la variable "temps", dans le cas d'une chronique, ou série
chronologique), alors nous avons, théoriquement :

dy .

T =kdx, soity =y, c”.

Enposantz=Iny,a=Iny,b=Inc, il vientz=a+bx.

On est ramené & un modele lineaire.
Dans la pratique, on vérifie si le taux de variation expérimental est sensiblement constant en

calculant, pour chaque intervalle Ax le rapport R

Ax F
La mise en évidence de ce modele est obtenue en utilisant un papier semi-logarithmique, avec une
échelle logarithmique en ordonnée et une échelle arithmétique en abscisse.
Un tel modele est tres utilisé en matiére économique : étude des fonctions de production, de
consommation, étude du chiffre d'affaire, etc.

2. Modele a élasticité constante.

Si I'étude de la corrélation entre Y et X met en évidence que I'élasticité est constante, nous avons
théoriquement (I'élasticité est le rapport entre la variation relative de y et la variation relative de x) :
dy dr
= H — b
=k —, soity =y x".
F X
Sinousposonsz=Iny,t=Inx,a=Iny,nousavonsz=a+Dbt.

On est ramené a un modele linéaire.
Dans la pratique, on vérifie que I'élasticité est constante en calculant, pour chaque intervalle Ax, le
rapport _*_ 47

Ax F
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La mise en évidence de ce modeéle est obtenue en utilisant un papier log-log, avec une échelle
logarithmique en abscisses et une échelle logarithmique en ordonnées.

Un tel modele est, lui aussi, trés utilisé en matiere économique : étude des dépenses pour un poste
particulier relativement aux dépenses totales du ménage.
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MCours.com

Chapitre 4 - REGRESSION ORTHOGONALE
DANS R2.

4.1. NOTION D'ESPACE VECTORIEL EUCLIDIEN.

4.1.1. Espace vectoriel R".

Soit n un entier strictement positif et R le corps des nombres réels.
L'ensemble R" des n-uples (x,, ..., X ) de nombres réels est muni de sa structure usuelle d'espace
vectoriel réel, définie par les opérations :

(X, s X )+ (X, X)) = (X X X+ X )
AKXy X )= A X, AX ), OADR.

Notations.
|

On identifiera un élément X = (x,, ..., x.) de R" avec la matrice X = xz an lignes et 1 colonne.
,

La transposée de cette matrice est la matrice X = [ X, o X ] a 1 ligne et n colonnes.

Les opérations dans R " sont alors définies par des opérations sur les matrices :

Addition :
1 x x+r]
B + ;;- = R+ xg
X X Eat Xy,

(Xl...Xn]+[X1...Xn]:[X1+X1...Xn+xn]

Ll A L1l
A X =l a Xy
Xn Axy,

o )= (nn o )

Dans R", les n éléments e, i O {1, ..., n}, dont toutes les coordonnées sont nulles, sauf la i® qui vaut
]
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1, forment une base, appelée la base canonique de R".

Tout élément X = (x,, ..., X ) de R" s'écrit de maniere unique sous la forme

X= X e

B

—

4.1.2. Produit scalaire dans R".

Soit ® une application de R" x R" dans R.
On notera aussi < X | ®|Y >ou<X|Y>_, le nombre réel ® (X, Y).

4.1.2.1. Définition.

On appelle produit scalaire dans R" toute application ® de R" x R" dans R qui posséde les
propriétés suivantes :

a) Bilinéarité.

— Lineéarité par rapport & la premiére variable :
PX+X,V)=P(X,Y)+DP(X,Y)etd (AX,Y)=AD(X,Y), quels que soient A dans R, X, X" et
YdansR";
cette propriété s'ecrit aussi
<X+X|P|Y>=<X|P|Y>+<X'|DP|Y>

— Lineéarité par rapport a la deuxieme variable :

PX,Y+Y) =D (X, Y)+D(X,Y)etD (X, AY)=AD(X,Y), quels que soient A dans R, X, Y et
Y'dansR";

cette propriété s'ecrit aussi

<X|PIY+Y'>=<X|P|Y>+<X|DP|Y'>
b) Symétrie.
@ (X, Y) =D (Y, X), quels que soient X et Y dans R" :
<X|P|Y>=<Y|D|X>
c) Positivité.
@ (X, X) est un nombre réel supérieur ou égal a 0, quel que soit X dans R" :
<X|P|X>=0

d) Non dégénérescence.

@ (X, X) =0entraine X=0:
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<X|®P[X>=0=X=0.
Autrement dit, le vecteur 0= (0, ..., 0, ..., 0) de R" est lI'unique solution de I'équation ® (X, X) = 0.

On dit aussi qu'un produit scalaire sur R" est une forme bilinéaire symétrique positive non
dégénérée.

Le mot "forme" fait simplement référence au fait que les valeurs sont des scalaires.

Lorsqu'il est muni d'un produit scalaire, R" est appelé un espace vectoriel euclidien.

4.1.2.2. Exemples.
a) Produit scalaire canonique.
L'application de R" x R" dans R définie par :
}'.1
(X oo s X )y Yy s Y )) < XY > =X Y = ( Xy oo X xn] .JJ; =2 XY,

Fn

est un produit scalaire sur R" qu'on appelle le produit scalaire canonique de R".
En effet, les propriétés de bilinéarité, de symétrie, de positivité et de non dégénérescence sont
pratiquement évidentes a vérifier.

b) Produit scalaire défini par une matrice diagonale a éléments positifs.

Considérons une matrice réelle M a n lignes et n colonnes dont tous les éléments en dehors de la
diagonale principale sont nuls (m. = 0, quels que soient les entiers i et j dans {1, ..., n} avec i Zj)
U]

(on dit alors que M est une matrice diagonale) et dont les éléments de la diagonale principale sont
des nombres reels strictement positifs (m. > 0 quel que soit I'entier i dans {1, ..., n}).

Alors l'application :
.J’_l
(X,Y),_><X|M|Y>:tXMY:(x1...xj...xn]M B =2 My X Y =X me X,

Hn

est un produit scalaire sur R". La matrice M est appelée la matrice des poids (les "poids" sont les
éléments de la diagonale).

En effet, les propriétés de bilinéarité, de symétrie, de positivité et de non dégénérescence sont
pratiquement évidentes a vérifier.

» Le produit scalaire canonique correspond au cas ou la matrice M est la matrice unité I _(tous

les éléments de la diagonale sont eégaux a 1 et les eléments en dehors de la diagonale sont 0) :
tous les poids sont eégaux a 1.

e Autre exemple : M=D1 = ;lln. Tous les poids sont égaux a ;1 et la somme des poids vaut 1.
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4.1.2.3. Propriétés.

a) Matrice d'un produit scalaire.
Pour tout produit scalaire @ sur R", on peut écrire :
.J’_l
DX Y) =P xe, 2 ye)=2P(e,e)xy= ( X, ooe X X )M¢ .JJ_;-

Fn

La matrice M = [P (e, ej)] s'appelle la matrice du produit scalaire ® dans la base canonique.
Cette matrice est une matrice symétrique : ® (e, ej) =0 (ej, e).
Les éléments de sa diagonale sont des nombres réels strictement positifs : ® (e, e,) > 0.

Remarquons ces propriétés ne sont pas suffisantes : une matrice symétrique dont les éléments de la
diagonale sont des nombres réels strictement positifs ne définit pas forcément un produit scalaire.

Par exemple, la matrice G f] a un déterminant qui vaut — 3 < 0, donc elle posséde deux valeurs

propres réelles de signe opposé (3 et — 1) et la forme bilinéaire ((x,, X,),(Y,, ¥,)) s (X, X,) G ?I‘EJ

gu'elle définit n'est pas un produit scalaire car le "produit scalaire” du vecteur propre (1, — 1) pour la
valeur propre négative, par lui-méme, est un nombre réel strictement négatif ((1 —1)@ fl’ i] =-2).

La matrice G ?] n'est donc pas la matrice d'un produit scalaire sur R 2, bien qu'elle soit symétrique et

que les éléments de sa diagonale soient strictement positifs.

En réalité, pour qu'une matrice carrée symeétrique réelle soit la matrice d'un produit scalaire, il faut et
il suffit que toutes ses valeurs propres, qui sont toujours des nombres réels, soient strictement
positives. Ce résultat sera démontré, dans sa généralité, en analyse.

b) Norme d'un vecteur.

Si ® est un produit scalaire sur R", le nombre réel positif || X ||, = ./# £ x] s'appelle la ®-norme de

X, ou @-longueur de X.
Quand il n'y a pas de confusion a craindre, on parlera simplement de norme ou de longueur, qu'on
notera || X || au lieu de || X ||,

On dit qu'un vecteur est normé pour @ si sa ®-longueur est 1.

Par exemple, dans R 2 muni du produit scalaire canonique, la longueur de X = (x, x,) est || X || =
[if +x2 etlevecteur (1, 0) est norme.

c) Angle de deux vecteurs.

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit scalaire ® sur R", pour tout nombre réel A, on
a:
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O (X+AY,X+AY)=[[X+AY ], 220

A2ZD (Y, Y)+A (D (Y, X)+ D (X,Y))+ D (X, X)20
AZD(Y,Y)+2A D (X, Y) + D (X, X) 20
1Y llg2A2+2<X]Y>, A+ X, 220

Comme cette relation est vraie pour tout nombre réel A, c'est que le discriminant de ce trinéme du
deuxieme degré est néegatif :

(<X1Y>) 2= X, 2 Y ll,2<0
| <XTY > =1 Xl 1Y 1l

Cette inegalité, valable pour tous vecteurs X et Y de R" constitue I'inégalité de Schwarz.
Si les deux vecteurs X et Y sont différents de 0, leur longueur n'est pas nulle, le produit de leurs

longueurs n'est pas nul, le rapport % est compris entre —1 et 1, et il existe donc un angle
e} e}
compris entre 0 et Ttradians dont le cosinus est égal au rapport %.
e} e}

Par définition, cet angle unique o compris entre 0 et 11, vérifiant :

Wy - (X|e|¥

cosa=_— =2 __—vi¥-y
BN 1 TN

est appelé I'angle des deux vecteurs non nuls X et Y.

d) Orthogonalite.

Etant donnés deux vecteurs X et Y de R" et un produit scalaire @ sur R", on dit que X et Y sont ®-
orthogonaux (ou simplement "orthogonaux" s'il n'y a pas de confusion a craindre) si, et seulement
si, leur produit scalaire est nul :

® (X Y)=<X|Y>, =0

Exemples :
— 0 est ®-orthogonal a tout vecteur de R".

— L'angle de deux vecteurs non nuls ®-orthogonaux est %

— La base canonique de R" muni du produit scalaire canonique est formée de vecteurs normés
orthogonaux deux a deux : on parle alors de base orthonormée.

e) Projeté orthogonal.

Soient X et Y deux vecteurs non nuls de R" et ® un produit scalaire sur R".
Il existe un unique vecteur Z de R", proportionnel a Y et tel que X — Z soit orthogonal a Y.

Démonstration.

Pour tout vecteur Z on peut écrire :
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<X=Z|Y> =<X|Y> -<Z|Y>,

Si I'on prend un Z proportionnelaY,onaZ=aY, donc:

<X=Z|Y>, =<X|Y> —a<Y|Y> =<X|Y> -a| Y|,z

Pour que X — Z soit orthogonal a Y., soit < X - Z | Y >_ =0, il faut et il suffit que I'on

— E|F
renne a = T
P (s
L'unique vecteur Z = 'ﬂ_i@ Y, proportionnel a Y et tel que X — Z soit orthogonal a Y, s'appelle le
e

projeté orthogonal de X sur Y.
Propriété du projeté orthogonal.

Le projeté orthogonal Z  de X sur Y est le vecteur Z de R" proportionnel a Y, qui minimise || X - Z

[P

Démonstration.

Soit Z un vecteur proportionnel a Y.

N 4 1 7Y .
SoitZ, = Il Y le projeté orthogonal de X sur Y.
I X-Zll 2=l X-Z,+Z - Z]|,2.

Comme Z est proportionnel a Y et que Z, est proportionnel a Y, la différence Z, - Z est

proportionnelle a Y.
Or X - Z, est orthogonal a Y, donc X — Z_ est orthogonal a Z, — Z qui est proportionnel a

Y.
Il est résulte que l'on a :

I X=Zl2=1X=Zy+ Z,=Z[| 2= | X=Z 2 + | Z, = Z [lo2 2 | X = Z, |l 2.

Et cette inégalité montre que || X - Z |2 atteint son minimum lorsque Z = Z,.

4.2. APPROCHE EUCLIDIENNE DE LA REGRESSION.

Considérons une variable statistique quantitative bidimensionnelle (X, Y) a valeurs dans R 2, définie
dans une population Q de taille n.
Elle est définie par I'ensemble des couples { (X (w), Y (w)) }

R 2 est I'espace des individus.
La variable statistique est représentée par un nuage de points dans R 2 et chaque point du nuage
statistique représente un individu de la population Q.

wioQ’

4.2.1. Espace des variables.

Les n valeurs X (w) de X pour les n individus de la population peuvent étre considérées comme les
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coordonnées d'un vecteur de R".
1

Ce vecteur est noté encore X = %
An
Les nvaleurs Y (w) de Y pour les n individus de la population peuvent étre considérées comme les

coordonnées d'un vecteur de R".
M

Ce vecteur est noté encore Y = 5

Ia

L'espace E = R" apparait alors comme I'espace des variables.
Chaque élément de E peut étre considéré comme les valeurs d'une variable statistique quantitative
réelle définie sur Q.

4.2.2. Produit scalaire.

Dans cet espace des variables, la matrice D+ = - |, oul est la matrice unite a n lignes et n
colonnes, définit un produit scalaire :

y,==<X|Y>

<X|Y>Dy =<X|Di[Y>=3 Lxy =15

en notant < X | Y > le produit scalaire canonique de R".
1

Onnotel = 1 le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales a 1.
:

On l'appelle le vecteur unité de R".

iy . 1 1
On remarquera que ce vecteur unité est norme, sa longueurest|| 1 |, =~ 2, 1x1=—xn=1.

by

4.2.3. Moyenne d'une variable statistique.

La moyenne X de la variable statistique X est donnée par :

1 1 1
X=q 2, X(@) =5 %= X x1=<X[D}[1 > =<X|1 >p,
La moyenne de X est le produit scalaire de X par le vecteur unité 1 .

Notons X, la variable centrée correspondant a X : pour chaque individu w de la population, sa valeur
est X (W) - X :
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X:XO+;?1n:X0+<X|1n>L~,l 1,

4.2.4. Variance d'une variable statistique.

R 1 _
$2(X) = X =+ 3, (x,— F) 2= <X, | D& | X, > =[| X, |2

s2(X) = X, 1I'3

La variance de X est le carré de la norme de la variable centrée.
4.2.5. Covariance.

La covariance de deux variables quantitatives reelles X et Y déefinies sur Q est la moyenne du produit
des variables centrées :

1 — —
COV(XYY):;Zi(xi_X)(yi_}r):<X0|D%|Y0>:<X0|Y0>Dl

Cov (X, Y)=<X,|D|Y,>=<X,|Y,>p,

La covariance est le produit scalaire des variables centrées.

4.2.6. Coefficient de corrélation linéaire.

Ly

x %
G:.v[f F:l ( ! U)

— , — = CO0Ss x ’ Y
Xy = S[X) s[F) 10, 1% 1 o 10

Iy = COS (X, Y,)

Le coefficient de correlation linéaire est le cosinus de I'angle des variables centrées.

4.2.7. Prédicteur linéaire.

Soient Y la variable a expliquer, X la variable explicative, X et Y, les variables centrees.
Le prédicteur linéaire AYIX esty*=a+bxouy*-F=b(x- ¥),soity*=bx,.
Il est représenté par la droite de régression de Y en X dans l'espace des individus.
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o[ T {XD |FEI}L|1
Le coefficient b s'obtient par b = C":[X o= It - .
o Sal g,
{XEI'FD}L.
D'apres ce qui precede (4.1.2.3.e), b X, = |qu||gﬂl X, est le projeté orthogonal de Y, sur X , Y, —b

X, est orthogonal a X, et b est la valeur qui minimise I'expression

== % (Y, -bX,)2= ||Y—bX||D1 =s2(Y-bX)=s2(Y-a-bX)=s2(Y-Y*)=52(Y, -
Y *)

Le predicteur linéaire de la variable centrée Y, est le projeté orthogonal de Y, sur X, dans R".
C'est la variable Y * qui minimise la variance de Y, - Y *.

Nous avons alors :

sZ(Y):||YO||D12:||YO—bXO+bXO||D1 =Y, —bX ||D12+||bx 1D,

e
B _ o[ X F) _ Cov[ X F)
SZ(Y)_Szmin+ b2||x0||D12_Szmin+[ 2K ] SZ(X)_Szmin-l-[ S[X)s[F) ]
b
s2(Y)=82_ +r,2s2(Y).
Nous retrouvons la variance résiduelle S2 . et la variance expliquée par la régression r,, 2s 2 (Y).

De facon symétrique, si X est la variable explicative et Y la variable explicative, nous aurons une
expression :

s2(X)=8'2 41 252(X).

i Aci 12 i i011A A i 2¢2
avec la variance residuelle S'2 . et la variance expliquée par la régression r,, 2's 2 (X).
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4. 3. REGRESSION ORTHOGONALE. AXE PRINCIPAL.

Soit R 2 I'espace des individus, muni du produit scalaire canonique et de la base canonique {e,, e,}

qui, on I'a vu, est orthonormée pour ce produit scalaire.

Si aucune des variables statistiques, X ou Y ne peut s'interpréter par rapport a l'autre, il n'y a pas de
raison de privilégier la régression linéaire de Y par rapport a X ou la régression linéaire de X par
rapportay.

Nous sommes alors conduits a un autre point de vue, celui de la réduction des données.

4.3.1. Introduction.

Nous cherchons alors dans R 2 une droite (D) qui minimise la somme S_ 2 des carrés des distances

des points du nuage de points a la droite.
La solution est donnée par la droite de régression orthogonale.

a) Calcul du terme constant a.

L'équation de la droite de régression orthogonale est de la formey =a + b x.

b est la tangente de I'angle de la droite avec I'axe des abscisses :
. M, b =tan a.
' 1
IM.m.|[2=cos?a (y,—a-bx)?= L (y,—a-bx)2
i a b En introduisant le point moyen (¥, ¥), on peut écrire :
[, +bg) i 1 in _ 1 1 i _ . _
m E‘” Mi mi ”2_ 1+b2 X n = (yi—}"—b(xi—f)+(}'—a—b
x))? _
- LS = V) 24— (= +) 2
e e Y &V b-T) T (F-a-b3)
1 1 i=n
+2rx(F-a-bE)y 2 (-7 b (- %)

. 1 13 - .
Les relations 7 = — 2oy etF= p > x. entrainent que le dernier terme de la somme est nul.
i=1 i=1

Il reste :

—_

1- 1 iy {
n .=1||Mimi||2: 1+h2 x;_l(yi_fhb(xi—f))2+m(?_a_bE)Z

Quel que soit la valeur de b, cette somme sera la plus petite possible lorsque le deuxieme terme est
nul:F=a+bx.

Ce résultat signifie que le point moyen est sur la droite de régression orthogonale et que, lorsque
b est connu, le terme constant a est donné par :

a=¥-brx

Puisque le point moyen G = (¥, ¥) est sur la droite de régression orthogonale, nous le prendrons
comme origine dans R 2.
La droite de régression orthogonale a une équation de la forme
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Y, =bX

01
avecy,=y-Fetx,=x-x.
b) Analyse en composantes principales (ACP).

En fait, la forme de la relation précédente fait disparaitre la symétrie initiale entre les réles de X et Y :
ce n'est pas sous cette forme que nous exprimerons I'équation de la droite (D) de régression
orthogonale.

Etant donnée une droite (D) passant par l'origine G, on considére plutot le vecteur unitaire de g 2
orthogonal a la droite (D) :

ulz[cg],aveca“ﬁ?:l.

Le vecteur unitaire u porté par la droite (D) est u =[ E'].
—L,

La droite (D) est I'ensemble des points M = (x, y) verifiant <u, | e > =0, soit o x,+BY,=0.

Etant donné un point M. du nuage de points et sa projection orthogonale m. sur la droite D, le vecteur

S L — — — ]
Gm; est le projeté orthogonal de @4 sur le vecteur u @ Gm; = <@g [u>u=(Bx,—avy.) [_UJ

(T1_p2 h
— — — Bl_ [l-ﬁ ]xzn+&l3'.Pz'n _[mgxz'ﬁmwm]_ B
m By = G = o = [Nzn] -8 Xjo ~ O yio) [—UJ - LDLI:’?-’&'U+[1—OL2]}':'DJ Cleprg et (@ %o ™ g yio)[ﬁ‘]
0112 (@, + B 2 @B = (@ + By (@24 B = (@ %+ By,
T ZlMm 2= 3
=1

2
5 (@ %+ BY) 2= <A X+ BYo | DE[aX,+BY,> =] @ X, +BY, [y,
1= =
La recherche de la droite de régression orthogonale se raméne donc a une question que I'on peut
envisager d'un double point de vue :

— soit rechercher, dans I'espace des individus g 2, un vecteur unitaire u, = [E] avec o2+ B32=1, qui

minimise la somme

1 1=n

IMym 2= 5 2 (@, + By ?

2‘:

1
2 ==
SD n i

E1

—

— soit rechercher, dans I'espace des variables R", un vecteur a X, + B Y, combinaison lingaire

fictive des deux variables centrées X et Y, avec a2+ 32=1, qui minimise || a X, +B Y, ||D1, Cc'est-a-

dire un vecteur de I'hyperplan défini par X, et Y , de norme minimum pour le produit scalaire défini
par la matrice diagonale D1, sous la contrainte a 2+ 32 =1.

Sous la deuxieme forme, la résolution du probléme est appelée I'analyse en composantes
principales.
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4.3.2. Définitions.

. I(J-’llil .}'ID\]' . .
Appellons Z la matrice { : J des variables centrées,
A a0
a) Inertie totale.

On appelle inertie totale du nuage de points de R 2 par rapport a I'origine G des axes, la quantité :

[}
B

1
| =—
n

. 1:':?2
= 2@E2= 5 2 (42 Y =52 (%) +52 ().

—

b) Inertie statistique.

On appelle inertie statistique du nuage de points de R 2 par rapport a une direction A de R 2 définie
par un vecteur unitaire u, la quantité :

1 i=n .
g (U) =+ 2 || Gm; || 2
=1
ol 7, est le projeté orthogonal de a{: sur u.

Le rapport ffr[“] est le taux d'inertie totale expliquée par la direction u.
r

Par exemple, l'inertie statistique du nuage de points par rapport a I'axe des x est la variance de X et
I'inertie statistique du nuage de points par rapport a I'axe des y est la variance de Y.

c) Inertie mecanique.

On appelle inertie mécanique du nuage de points de R 2 par rapport a une direction A définie par un
vecteur unitaire u, la quantité :

i i=n
e ()= Z[Im 32
ol iy, est le projeté orthogonal de G_ﬁ; sur u.

Par exemple, l'inertie mécanique du nuage de points par rapport a I'axe des x est la variance de Y et
I'inertie mécanique du nuage de points par rapport a I'axe des y est la variance de X.

Le théoréme de Pythagore || G_ﬁ; 2= Gm 12+ || o M:. || 2 entraine :
I, (U) =1, =1 (u).

d) Axes principaux, ou factoriels.

On appelle premier axe factoriel du nuage de points de R 2, I'axe dont la direction définie par un
vecteur unitaire u maximise l'inertie statistique I, (u).
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La direction définie par le vecteur u est appelée la direction principale, ou direction factorielle.

On remarquera que, comme le premier axe factoriel maximise I (u), il minimise I, (u) : il donne
donc la solution de notre probleme, c'est-a-dire la droite de régression orthogonale.

e) Matrice des variances-covariances.
By . .. _ 1 =, 2 M — = _
Pouru =|__ | l'inertie statistique 15 (u) = — E || Gm: || 2 s'écrit, avec Gm; = <@g [u>u=(Bx —ay,)

[ E'], sous la forme :
—DL_

i=n 1 i=n
X2+02x%x —
io1 i0 n ol

1!'=?! 1 1!'=?:
IS(U)ZEE(Bxio_ayio)2282x¥ yiOZ—ZCXBX;EXiOyiO

Et comme on sait que :

i=n
X
=1

1
n i0

q i=n q i=n
2=52(X), E y,2=s2(Y), 5 E X4 Yo = COV (X, ),
I'inertie statistique devient :

21X CoEF
I, (U)=B2s2(X)+a2s2(Y)-2a B Cov (X Y) = (B-a) [CW[[ELJ 5:}[};] ]I_i]=‘uAu

La matrice

{ 3

A:[ 2K Cov[;‘ﬁ’,}’]]:l[;m x,,]] o o
Gl LFI S[F) n i\ o { J

Al Mal

s'appelle la matrice des variances-covariances.

il k

. : . (1 : . . : ,
En introduisant la matrice Z = { : J des variables centrées, la matrice des variances-covariances

Ya o Fan
s'écrit sous les formes :

{ 3

[ st cov[x,}f]]_i[;m xm] ?-’l:u }'iu e

A_[COV[XJF] X I A TN TT RS .J‘nu{' 'J_n 2/72="72D+Z
Al Yai

et I'inertie totale est la trace de cette matrice, somme des éléments diagonaux s 2 (X) et s 2 (Y) :

L.=Tr (A)

1° remarque : valeurs propres.

La matrice des variances-covariances A est, comme on le voit, symétrique réelle.
Une valeur propre de A est un nombre réel A tel qu'il existe un vecteur v non nul vérifiant Av=Av.
Les valeurs propres de A sont donc les nombres réels A tels que le noyau de I'endomorphisme
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(application linéaire de R 2 dans R 2) défini par la matrice A — A 1, ne soit pas réduit a 0.

Dire que le noyau n'est pas réduit a 0, c'est dire que I'application linéaire n'est pas injective, donc
qu'elle n'est pas bijective (puisque, dans R 2, injective = bijective) : pour cela, il faut et il suffit que
son déterminant soit nul.

Les valeurs propres sont donc les solutions de I'équation :

Dét (A-A1)=0
Az—(s2(X)+s2(Y))A+s2(X)s2(Y)=(Cov (X, Y))2=0

Le discriminant de cette équation du deuxiéme degreé est :
(s2(X)+s2(Y))2=4(s2(X)s2(Y)=(Cov (X Y))H)=(s2(X)—-s2(Y))2+4 (Cov (X, Y)) 220

La matrice A possede donc, ainsi qu'on l'avait deja dit pour toute matrice symétrique réelle, deux
valeurs propres reelles A, et A, :

— la somme de ces valeurs propres est la trace de la matrice, somme des éléments de la premiere
diagonale :

A +A,=s2(X)+s2(Y)=0.

— le produit de ces valeurs propres est le déterminant de la matrice :

A A, =52(X)s2(Y) = (Cov (X, Y)) 2= 0 (d'apres l'inégalité de Schwarz).

Les deux valeurs propres de la matrice des variances-covariances sont donc des nombres réels
positifs : il est trés improbable que I'une soit nulle (il faudrait, pour cela, que le coefficient de
correlation linéaire soit rigoureusement égal a 1, en valeur absolue, ce qui ne saurait se produire que
si X et Y sont déduits I'un de I'autre par une relation linéaire, ou si X et Y sont constantes. Il est trés
improbable aussi que les deux valeurs propres soient égales : il faudrait pour cela que la covariance
de X et Y soit strictement égale a 0 et que les variances de X et Y soient strictement égales, ce qui ne
se produit jamais en pratique.

Dans le cas général, on peut donc appeler A, et A, les valeurs propres de la matrice des variances-
covariances, rangées par ordre décroissant :

A >N, >0
A, = jl[ $2(X) +52(Y) + f[s20-2 0]+l ol x11) ]
A, = jl[ s2(X)+s2(Y)- J[s*[ﬂ—sﬂ[ﬂ]g+4[Cov[X,I’]]2 ]

2° remarque : vecteurs propres.

On démontre aussi, en algebre, que R 2 possede une base propre orthonormeée, c'est-a-dire une base
{ u,, u, }, orthonormeée pour le produit scalaire canonique, formee de vecteurs propres de la matrice
A

Au =A u etAu,=Au,

avec
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lu 2=y, [I2=1,<u,|u,>=0.

Ces vecteurs propres peuvent se calculer.
Soit A une valeur propre. Ona:

[53[31-1 Cou[ ¥} 53[}*]-1]= (52180 -a)ls21F)-a) [ conl £, 7)) :[mf[ﬂ—ugj]:[njzo
Col LE P A-Conl L FL |[s210-a) Con[ X1 )-[ 52 [F)-2) Cov[ T a a

donc le vecteur [ s*1¥1-A, ] est un vecteur propre pour la valeur propre A.
—Cov[ X ¥)

Le carré de la norme de ce vecteur pour le produit scalaire canonique est donné par :

(s2(Y)=A —Cov (X, Y))[ s3[E)-a ]= (s2(Y) =) 2+ (Cov (X, Y)) 2

-Cov[ £, T

On peut donc prendre pour vecteur normé relatif a la valeur propre A, le vecteur

U= 1 [sﬂm—l ]
Jls*m-a) s et gyt LT
Le produit scalaire des deux vecteurs propres ainsi obtenu est nul, parce que la relation A, + A, = s 2
(X) +s2(Y) entraine :
s2[F1-2, s2[T1-1y

(s2(Y)-A, —-Cov(X,Y)) [_ it ﬂ] =(\,-s2(X) —Cov (X, Y)) [_ o HJ =-Dét (A-A, 1) =
0

Les deux vecteurs [52 [F1=2 ] et [SE[FH': ] forment une base de R 2 parce que le déterminant de leurs
- X T —Cov] X, ¥)

coordonnées n'est pas nul :
—Cov (X, Y) x(s2(Y)=A) + Cov (X, Y) x(s2(Y)=A) =Cov (X,Y)x (A, —=A,) %0

de sorte que les deux vecteurs ne sont pas proportionnels.

Les deux vecteurs :

1 [52[F1—11

A T e e
_ 1 [ﬁz[F]—lg
27 st oz OUED

forment donc une base propre orthonormée de R 2.

Remarquons que, au lieu de prendre pour vecteur propre pour la valeur propre A, le vecteur

[ s*1¥1-A, ] , on aurait pu prendre aussi le vecteur [‘c"'“[*{ F]] qui lui est proportionnel (le déterminant
~Cov[ X, ¥) s X)-n

de la matrice de ces vecteurs est le déterminant de la matrice A— A ).
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4.3.3. Diagonalisation de la matrice des variances-covariances.

s2[F)-1 54 [F)-2y
Soit V = | x“sgm‘llf o 27) J[ng‘lﬂ]g +{covlz, 1)’ | la matrice des coordonnées des
o[ L) —Cov[ L ¥]
U[sﬂ[m-xljﬂ[ ol LB |[si0-n,) 4 Covl, 1)

vecteurs propres u, et u,.
Ve1= ul,Ve2= u,.

V donne, par produits, pour image d'une base orthonormée, une base orthonormée : c'est ce qu'on
appelle une matrice "orthogonale", ce qui veut dire que son inverse est égale a sa transposée :

Pour le veérifier, remarquons que, puisque les bases { e,, e, } et { u,, u, } sont orthonormees, les
coordonnées des vecteurs s'obtiennent par produits scalaires :

u1:<u1|el>el+<u1|ez>ez
u2=<u2|el>el+<u2|e2>e2

de sorte que la matrice V, qui a, pour colonnes, les vecteurs u, et u, dans la base { e, e, }, est :

V= [{ulleu} 2 Ieu}]

H1|ﬂz} {Hz |32}
et les relations inverses :

el:<el|ul>ul+<e1|u2>u2
e2=<e2|ul>ul+<e2|u2>u2

montrent que la matrice inverse de V est la matrice :

vi=(fol) ]

qui, compte tenu de la symétrie du produit scalaire, est la transposée de V.

N

{Hz |31} {Hz |92 -

Il résulte alors des relations Ve, =u, etVe,=u,quelona:
t — -1 _ .t —_ -1 _
Vu=V=-u=e;Vu,=V—7u,=e,

Considerons maintenant la matrice A = [“I-]l 0 ] matrice diagonale des valeurs propres de A.
Aa
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A est la matrice, dans la base canonique { e,, €, }, d'un endomorphisme f.
Cet endomorphisme f se réduit a deux homothéties, de rapport A, selon le vecteur u,, et de rapport A
selon le vecteur u,.

2

A est donc la matrice, dans la base propre { u,, u, }, de I'endomorphisme f.
La matrice de I'application identique de R 2 muni de la base { u,, u, } dans R 2muni de la base { e,,

e, } donne, par produits, pour image du vecteur u, = [é] le vecteur u, =
1 [SE[F]—ll ] ] 1]

\([sgm_h]z RENT _cov] X,7) ) €1, pour image du vecteur u, = [1] le vecteur u, =
1 [sg[Fl—lg

2025 iz LT

]. C'est donc la matrice V des vecteurs propres.

V=[ldez,{u,u,}, {e,e,}

Reéciproquement, la matrice de I'application identique de R 2 muni de la base { e , e, } dans R 2 muni

de la base { u,, u, } donne, par produits, pour image du vecteur e, = [é] le vecteur e, =
s E -1
J[SQ[F]—11]2+[CW[X,F]]2
s [F)-2,
\’[sj[f’]—lg]zﬂﬁv[{,}’]]
—Co T
J[sg[f’]—ll:lg + G E, )
-Co[ L F)
Jls2n-a,) el 2
vecteurs propres.

. 1]
et, pour Image du vecteur €, = [1] le vecteur €,=

2

. C'est donc la matrice 'V transposée et inverse de la matrice V des

V= Ids?, { e,e, 1 {u,u, }
Le diagramme commutatif suivant :

RZ,{el,ez}%RZ,{el,ez}

Id[’l-’ IQ’J(V

f
RZ,{UI,UZ}T\RZ,{UI,UZ}

met en évidence la relation f=1d o fo Id.
En termes de produit de matrices, cette relation s'écrit :

AN=VAY,

d'ou I'on déduit aussitot
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A=VAV.
On dit qu'on a diagonalisé la matrice A.
4.3.4. Recherche des axes principaux.

Pour un vecteur normé u, posons v =V u.
Ona'v="u'V.

Ivi2=vv=u'VVu="uu=Jul2=1.
Le vecteur v est normé lui aussi.
L'inertie statistique par rapport a u s'écrit :

lL(W=UAu=UuVAVu=VAw.

Dans R 2 rapporté a la base { u,, u, }, notons v = [:]

lLW=VAvV=(v, V) [jl']l :LDE] [:] =AVEHA V2,

avec V12 + v22 =1

Le probleme de la recherche de la droite de régression orthogonale se raméne maintenant a la
résolution du probleme suivant :

Maximiser )\1 v,2+ )\2 v,2, sous la contrainte v,2 + v,2 =1, avec )\1 > )\2 > 0.

C'est maintenant un probléme facile a résoudre :
LU =AV2+AVv2=A (1-V2)+A V2= ~-(A —A)V.2
La quantité A, — (A, — A,) v,2avec A, > A, atteint sa valeur maximum A, lorsqu‘on prend v, = 0, donc |

v, =1
La direction du premier axe factoriel est donc definie par le vecteur v de coordonnées [é] dans la base

{u,u,}iv=u.
IS (ul) :}\1

D'ou le résultat, qu'on peut énoncer sous forme de théoréme :

La direction du premier axe factoriel est définie par le vecteur propre associé a la plus grande
valeur propre de la matrice des variances-covariances.

Le premier axe factoriel est la droite de régression orthogonale.

Comme corollaire, la direction perpendiculaire au premier axe factoriel définit le deuxiéme axe
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factoriel : elle est définie par le vecteur propre associé a la plus petite valeur propre de la matrice des
variances-covariances.
Le deuxieme axe factoriel minimise I'inertie statistique I (u) : I (u) = A, lorsque | v, | =1, donc v, =

i . o N e .
OQetv= [1] = u, par exemple (on pourrait prendre aussi, bien sir, v = —u,, la direction définie serait la
méme).

IS (UZ) = }\2

Le taux d'inertie totale expliquée par le premier axe factoriel est le rapport Zslz1l = % =
Ip s [E1+s5[T]
Ay .
:L]_ +lg

Le taux d'inertie totale expliquée par le deuxieme axe factoriel est le rapport Iglug] = % =
Ip [ 1+:57[T]

Ay
Ay g

Larelation A, + A, =s2(X) +s2(Y) (la somme des valeurs propres est la trace de la matrice des
variances-covariances) s'écrit :

I (u) + 1 (u,) =1

La somme des inerties statistiques par rapport aux deux axes factoriels est I'inertie totale du nuage de
points.

Chaque valeur propre de la matrice des variances-covariances correspond a l'inertie expliquée par
I'axe factoriel correspondant.

4.3.5. Coordonnées factorielles et composantes principales.

7 N\ Ve Ve _}
Dans R 2 rapporté a la base propre orthonormée { u,, u, }, les coordonnées des vecteurs G

s'appellent les coordonnées factorielles.
Comme la base { u,, u, } est orthonormee, les coordonneées factorielles s'obtiennent par produit

scalaire :
— — —
Gjmf,-:<f}'.fmr,-|u1>u1+<l}'jmrz-|u2>u2

Or la base canonique { e, e, } est, elle-méme, orthonormée et I'on a, par conséquent :

Y — 7
GM_:<GM.|el>el+<GM!.|62>62:XiOel+yioez

—
<@Mlu > =x,<e [u >ty <eu >

—
<EMU,> =X <e U, >y <e,|u,>

Les coordonnées factorielles s‘obtiennent donc par la formule matricielle :
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fer

—
(GM,-

)] (c™)
- e ot

1|82

(@) (@
k)

La matrice 'V est ce qu'on appelle la matrice du changement de base.
Elle donne les nouvelles coordonneées (sur la base { u,, u, }) en fonction des anciennes (sur la base

{e, 8}
Nous avons vu plus haut que cette matrice est la matrice de I'application identique, de g 2 muni de la
base { u,, u, } dans g, 2 muni de la base { e, e}

0

= tV 0
e ) a0

Les relations :

ez

(<F%|ul> <Fm|u2>)= k_y

Hl}}J - ’[ ty/ &E] ] =(x, V) V.,pourid{1,..,n}

G

peuvent se condenser en une seule formule matricielle :

L=2zV
formule dans laquelle :
f(—} —} \'I
GM]_ i'.n!l GM]_ i'.u!g
L=
( GM Hg

est la matrice, a n lignes et 2 colonnes, dont les lignes sont les coordonnées factorielles du nuage de
points dans R 2 muni de la base { u,, u, },

7= {J‘lﬂ .}'ED]

Y1 Y0

est la matrice, a n lignes et 2 colonnes, dont les colonnes sont les variables centrées X — ¥ et Y — 7,

( s2[F)-1 sAF)-ny 1
v :| »J[sg[f’]—ll:|2+[ ool X, ¥1)° J[SE[FJ-12]2+[CW[X,FJ]2
—Cov[ L T) —Co K, F)
u[sﬂ[m—hjﬂ[c@umm]z J[sg[F]—12]2+[C::-v[X,I’]]2J

est la matrice des coordonnées des vecteurs propres orthonormés { u,, u, } de la matrice des
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variances-covariances, dans la base canonique { e, e, }.

Les deux colonnes de la matrice L sont des éléments de I'espace des variables R" : on les appelle les
composantes principales de la variable statistique (X, Y).

La premiere colonne de la matrice V est le vecteur propre u,.

La premiere colonne de la matrice L = Z 'V est donc le vecteur L, = Z u..

De méme, la deuxieme colonne de la matrice L est le vecteur L, =Z u,.

Les deux composantes principales L, et L, de la variable statistique (X, Y) s‘obtiennent ainsi par les
formules :

J-’lu ,Jlln\" 1 IKJfl.u ,}'{u\" SQ[F]_:LI
Lm MJU J 2r)-n)? H Covl £, 1) { ;D —Cou X, T)
(10 }m\' 1 rxlu .}'{n\' 3 ¥1-%y
Lm ’, DJU 2[?1—12]%[@[.{}*]]2 er .J’?;n —Cov[ X, ¥

avec les valeurs propres A, et A, de la matrice

(o puo |
_L(ma - xm] 1y N :[ s2.X) Cov[)i',F]]
A=s [hu = Pnd L;ﬂ » DJ 22=17D%2 Coll X ¥ S*[F)

des variances-covariances :

A, = 1[52(X)+52(Y)+‘J[52[X] 0] +dl cov X, 711 ]

)\2:TI[SZ(X)+32(Y)—J[53[XJ—52[F3] +4[<:rov[2£',I’]]2 ]

4.3.6. Propriétés des composantes principales.

a) Les composantes principales sont centrées.

1 1 1
1,>=—-<Zu|l >=—-'Zu)l =-"4,7Z1

5

- _[;m - X 1 _ []
n Tl e dd L | |ER o
; E\}'zﬂ

puisque les variable X et Y, sont centrees.
Il reste donc :

De méme :



Cours de Statistique - Chapitre 4 - Régression orthogonale Page 79

_ ]
Lg=<L2|D+|1n>:;1<2u2|1n>:;1‘(Zu2)1n=nltu2t21n=nl‘uZ[D]=O.

b) La variance d'une composante principale est la valeur propre correspondante.
Comme les composantes principales sont centrées, leur variance est le carré de leur norme pour le
produit scalaire défini par D1 :
s2(L)=||L [l.°=<L |Di|L >=~" L ==t 'ZZu
1 1 Dl 1 n 1 n 171 n 1 1
| -
—~Z2Z=A
n
2 —t —t - 2 _
s2(L)="u Au =u A u=Aul?=A
De méme :

1 1
s2(L)=<L,|Di|L,>=~L,L,="',ZZy,

—t —t — 2 —
=U,Au,=U, A U, =AU, [|2=A,
c) Les composantes principales sont non corrélées.

1 1
Cov(Ll, L2)=<L1|D% L2>:;tLlL2=;tultZZu2
Ag

n

=7 U AU = <u,fu,>=0

puisque les vecteurs u, et u, sont orthogonaux pour le produit scalaire canonique.
d) Reconstruction des données.
Les points du nuage centré sont définis par les vecteurs
i ey —
Gy = X0 €, F Y0 € = <GM[U > U+ <G| U, > U,
Les projetés orthogonaux de ces vecteurs sur I'axe principal défini par u, sont les vecteurs :

— —F —
Gmy = <@ |u >u =<a@|u >(<u |e >e +<u e, >e)

— — R— ' ' - -
Les vecteurs om; = & + Gm; forment ce qu'on appelle I'approximation de rang 1 du nuage de

points dans R 2.
Les points m. sont les projections orthogonales des points M. sur la droite de régression orthogonale.

L'équation de la droite de régression orthogonale, sur laquelle se situe I'approximation de rang 1
du nuage de points, peut prendre I'une des formes équivalentes :

<EM>|U2>:0
x-=72)(s2(Y)=-A)=(y-7) Cov (X,Y)
x=-F) A -s2(X))=(y-7 Cov (X,Y)
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(x=7) Cov (X, V)=(y-7) (s2(Y)-A)
(x=%) Cov(X,Y)=(y-7) (A, —s2(X))
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Chapitre 5 - REGRESSION MULTIPLE.
5. 1. POSITION ET RESOLUTION DU PROBLEME.

5.1.1. Position du probleme.

Considérons trois variables statistiques réelles centrees X , Y, Z,, définies par n triplets (X ;, Y, Z,), |

011, n].
Nous considérons Z, comme la variable a expliquer et X et Y, comme les variables explicatives.

Nous supposons que les observations laissent a penser que le nuage de points dans R 2 pourrait étre
modélisé par un plan.
Le probleme de la régression linéaire multiple de Z en X, et Y, consiste a trouver un predicteur

z,=aX,+by,

de Z,, tel que le nuage de points (X ;, Y, z4; = @ X, + b Y,;), 1 U [1, n], soit aussi proche possible du
nuage de points (X ;, ¥, Z,;): 1 O [1, n], au sens des moindres carres.

L'approche euclidienne de ce probléme dans R" consiste a trouver un z, =a X, +b Y, UR"tel que S

2
2=1Z,-3%, ||Dl soit minimum.

Le probleme est donc de trouver, dans R", un vecteur z, du plan (= sous-espace vectoriel de
dimension 2) I defini par X et Y, tel que le vecteur Z, - %, ait une longueur minimum (au sens du
produit scalaire défini par la matrice des poids D).

La solution sera fournie par le projeté orthogonal 7, de Z, sur 1.

5.1.2. Projeté orthogonal sur un plan.
a) Définition.

Si nous connaissons une base orthonormeée { u,, u, } d'un sous-espace vectoriel ' de dimension 2,
défini dans R" par les deux vecteurs X et Y, nous savons calculer le projeté orthogonal de Z, sur u,,

{Zn|ﬂl}1:ul
c'est le vecteur W u, =<Z,|u, >p u, et nous savons calculer aussi le projeté orthogonal < Z_ |
l‘Dl n

u, >ﬂ% u, de Z,sur u,.

On appelle projeté orthogonal de Z, sur I1. l'unique vecteur z, de I tel que Z, - 3, soit orthogonal a
mn.

Un tel vecteur existe et est unique.
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Démonstration.

Notons 3, le vecteur < Z, | u, >D% u+<Z2Z/lu, >D% u,, somme des projetés orthogonaux de Z sur les
vecteurs u, et u,.

2y

<Zy=3,lu; >0y = <Z U, >0~ <3| Uy >

=<ZO|U1>ﬂ%—<<zo|U1>E%U1+<ZO|U2>E%U2|U1>
oy

=<Z,|u >0 -<Z |u >p <u |U >0,+<Z |U,>p; .

" " " " : <2y, w

<u2|u1>D% Uy

—_ _ L,y

—<ZO|ul>.D% <ZO|U1>.D% E.;.

=0

<ZO—§O|U2>D%:<ZO|U2>D%—<§O|U2>D%
=<ZO|U2>D%—<<ZO|U1>D%U1+<ZO|U2>D%U2|U2>ﬂ%
:<ZO|U2>ﬂ%—<zo|U1>ﬂ%<U1|U2>ﬂ%+<ZO|U2>D%<U2|U2>ﬂ%

:<ZO|U2>D%—<ZO|U2>EI%
=0

Ainsi, Z -z est orthogonal a u, et a u,, il est donc orthogonal a toute combinaison linéaire de u, et
u,, c'est-a-dire a tout élément de I : on dit qu'il est orthogonal a 1.

Le projeté orthogonal de %, sur u, est
<EO|U1>D%U12<ZO|U1>D%U1.
Le projeté orthogonal de 7, sur u, est
<30|U2>D%U2:<ZO|U2>D%U2.
Nous pouvons donc écrire :
EO:<ZO|U1>D%U1+<ZO|U2>D%U2:<§O|U1>D%U1+<§O|U2>D%U2.
Réciproquement, si Z est un vecteur de 1 tel que Z, — Z soit orthogonal a I'1, nous avons :
Z:<Z|U1>D%U1+<Z|U2>ﬂ%U2:<ZO|U1>D%U1+<ZO|U2>D%U2:§0.

Le vecteur :



Cours de Statistique - Chapitre 5 - Régression multiple Page 83

zo=<ZO|U1>D%U1+<ZO|U2>D%U2

est donc I'unique vecteur de I tel que Z, — %, soit orthogonal a ' : c'est, par définition, le projeté
orthogonal de Z sur I'.

La relation :

E'0:<§0|ul>ﬂ%u1+<§0|uz>ﬂ%u2
signifie que le projete orthogonal de z, sur le plan I est z,.

b) Propriété du projeté orthogonal.

Le projete orthogonal de Z  sur IT est le vecteur Z de I, qui minimise la quantité || Z, - Z ||ﬂ1.

Démonstration.

Soit Z un vecteur appartenant au sous-espace [1.
Soitz,=<Z |u, >p, u +<Z |u,>p; u,le projeté orthogonal de Z sur IN.

2 2
”ZO_Z”gi:” ZO_EO-I_%O_Z”gi

Or Z, - 7, est orthogonal a N, donc orthogonal a tout élément de I, donc Z, - 7 est orthogonal a
etaz doncaussiaz, —Z.
Le théoréeme de Pythagore s'applique :

2 2 2
” ZO_EO+EO_Z”DLZ ” ZO_EO”DL-'- ”EO_Z ”DL
2 2 2
” ZO_Z ”ﬂl = ” ZO_ZO ”Dl + ” ZO_Z ”ﬂl
. 2, . - 2
Cette relation montre que || Z, - Z |, atteint sa valeur minimum || Z - z [, lorsque Z = 3.

Notre probléme initial se trouve résolu :

Le predicteur 7, = a X, + b Y, de Z, qui rend minimum la quantit¢e S2=|| Z - 3, ||‘,_jl est le projeté

orthogonal de Z dans le plan ' défini par X etY,.

La seule chose qu'il nous reste a faire dans la suite, est d'expliciter ce projeté orthogonal en fonction
des données (x;, ¥, Z,;): 1 O [1, n].
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5.1.3. Choix d'une base orthonormée { u,, u, }.

Dans le plan I defini par X et Y, nous pouvons définir un premier vecteur norme u, par :

X X
=dan-

u =

On a, en effet : s 2 (X) = || X, ||Df .

eI 1),

X, etY, -

Le projeté orthogonal de Y sur X est Tal
1] By

Tal,

Le carré de sa norme est donné par :

{}ﬁ|Xﬂ}gL 5 {}ﬁ|Xﬂ}gL 5 {}"EI'XD}L:I_
% ) =”Y0”1’1+[—"] I Xolloy - =2 = < Yol %o ™21

o~ TEl, + [T, &,

Y

o T )2 2 )52 (P )-[ Conl X0
:SZ(Y)—SZ(Y)[—S[;]S[F]] =s2(Y) (L-r,2) = 22 sgmv

On peut donc prendre dans le plan 1, pour vecteur norme u, orthogonal a u,, le vecteur :

_;(Y MX]_ 1) [ ColZ 71
YT amforg \ToT I Mo )T i in-lez ) W 0T ST

Les vecteurs :

_
Ul— s

~ s[4 [Y Cov[ X, F) X ]
Y= Jsmsin-lemar)® W oT s Mo

forment une base orthonormée du plan N défini par X etY..

5.1.4. Calcul du projeté orthogonal de Z,.
Soit

§0:<Zo|u1>m%ul+<zo|u2>f_a%u2
le projeté orthogonal de Z_ sur IT.

La premiere composante est le projeté orthogonal de Z sur u, :

_ o Ky CowlXZ)
<Zylu 20U =<2y [y >0 T

2 X X

==X, est orthogonal a X .

Page 84
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C'est aussi le projeté orthogonal de Z, sur X_.

La deuxieme composante est le projeté orthogonal de Z sur u, :

sl &) [ Cov XY} sl
0

<Zolu>e U= <20 (el 2 ) s X0]>D% S5 st -le £ v

[ Co XY ]
Yo~ 4L X

3K [ Con[ XY ][ Con[ XY ]
s S F = Col X, <Z°|Y0>D%‘ s3K) <Zo|xo>z’% A s3K) Xy
_ A r::w[z,ﬂ—c@v[z,xlf:w[aﬂ[ Cov XY X ]
- SR sA ) -[om] £ 07 siE Mo

o

Au total, nous obtenons :

. owlXI) s* &) c:av[z,fj—r:ov[z,xlc@v[xfj[ Covl X, ¥) ]
7 5 Mo sz[ﬂfl.::2[I"]—[':Z"ov[fi"]]2 0o S XO
1 52X Cov[Z,F)- Covl 2, X) S| LT
= A [ Cov (X, 2) - ETE R TE A R (X, Y) ] Xo ¥
52K CovlZ,F)- CovlZ, X Co| KT
SR 2 - o XY 0
s F Covl K Z)- Covl XL T CovlE, Z) 52X CovlF, 21— Cov X, F) Cov[ X, Z)
T smsdmolo Kyt 0 S22 -[eal X, 7)) 0
. _ SNCe X, Z)- Gov XL F) CovlE, Z) 51X Covl F, Z)- Covl X, ¥) Cov[ X,Z)
207 ;s -lom] X)) 0 SR 2 - o XY o

Cette expression est symétrique en X et Y.
On sait calculer les quantités qui interviennent dans cette expression en fonction des donneées (X ;, Y;,

i), 10[1,n].
On commence par calculer la matrice des variances-covariances :

B 1(I01 v Vo g and [ SPE) G AY) Cov[XE)
A - ;{J"Ul e }Unl : J_ G:'V[X,F] SE[I{] G:'U[F,E]
1t Zom Ao Mono Zom Co£,Z) CwlFZ)  sP(Z)
. s 4 FICow X, Z1- Cow X, F) Con[F, Z) s2[X) Con ¥, 21— Cov] X, ¥) Cow[ X, Z)
Formellement, la relation 3 = 2 2 I + 2 2 7
0 s 1A F1-[ Cov X, T)] 0 s [ 15[ F1-[Cov[ L, T 0

peut se mémoriser comme un "déterminant™ :

sAX Gl BT X
el £ sAr g | =0
Cov[E.Z) ColFZ) Fy
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P
Xy

A
2]
5.2. COEFFICIENT DE CORRELATION MULTIPLE.

5.2.1. Définition.

On a remplacé la derniere colonne de la matrice des variances-covariances par

Nous connaissons déja les formules donnant les coefficients de corrélation linéaire entre deux
variables :

_olxy _ Bl cuxz | owlina
Pv = SIXT 18T~ Sman 0 xe - sXielz) vz T dmd )

Les coefficients de X, et Y, dans I'expression de #, deviennent :

SAF G L2 -Gl LFGovll, Z) — s (W sl A2 —rgp D)l Pl sl V)6l Z) — S X152[F)1s12) «

SAAsA - el X ED) sALE) 52 F)=[rgp L EDs[0) s2E) 2 E)
Pm-rtyrhe = slZ) tym-tir i
1y A X l-rpps

et, en échangeant X et Y :

s HE) Coul 20 Conl X F) Covl ELZ) = S[Z) rem—ryy ez
s s co Z ) S[F] 1=pyp?

En reportant, dans I'expression de z,, les expressions obtenues pour les coefficients, on obtient :

_ &lZ) rym-ryv X Ll rm-taviyw Y
07 HE) l-ryt 0o s[F) 1=z 0
B —rmmortote S oy nertone b
s Z] 1—r gy SE 1—ryp? s ¥

b¢ ¥ , _ _ 2 2
Les vecteurs STy et <y sont normés pour le produit scalaire de " : [| X, [l,. =52 (X) e[| Y, [, =s

2(Y).

z |12 2 2
g |7 = I "D% :[ Yz ~tar Mz ] +[ ME ey Y ] + 2 Mz-trrhz Neotar e {Xum}ﬂ%
2oy g S L7z I-rgr® v TSI ST)
1
- 2 2¢ 2_ 2 2p 2_ _ 2_
= [1-rg?) Nt P = 2 Ty T Ty F N 22 = 2 T Ty 205 (N Ty = Ty Ty

2 2
e Tz Ty T rYz) ]
1

R 2 2 2_ 2 2r 2_ — 2y 2
B [1—:-1},2]2 [ N T T 2 =2y Mg Ty F 0 T T® = 2 My T Ty 2Ty Ty Ty = 212 Ty

— 2 2 3
2 I’XY rYZ 2 I’XY rXZ I’YZ) ]
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1

P 2 2p 2_ 2y 2 2 2p 2_ 2r 2_
_[l—rﬂijg[rxz-l_rxv N = 2Ty N T Iy H Ty Iy ? = 202 17 = 20 2l Ty 1

r.r, — +
XY "XZ "YZ XY "XZ "YZ

2r, 1, r,+2r.3r.r )]

XY "Xz 'Yz XZ " YZ
1

e — 2_y¢ 2p 2 2_y¢ 2¢ 2_ 3

- [1_,.1},:4]3 [ Ny =T Tz + N2" =T Nz 2 v Txz vz +2 Ny Txz rYZ) ]
1

- 2(1_r 2 2(1—_r 2)_ _r 2

- [1_;-:{_.},2]2 [ V2 (1 My ) + Iy (1 My ) -2 Vv Txz Yvz (1 My ) ]

1
- 2 2_
T -yt [ N+ =21y Mo Ty ]

Le coefficient :

1 2 2
RZlXY:Jl—rﬂg [re=? +rz? - 2rgpram nz)

s'appelle le coefficient de corrélation linéaire multiple de Zen X, Y.

La variance du prédicteur de Z est donnée par :
2
$2(@) =Nz ll5, =Rz % 282(2)

5.2.2. Propriétés.
a) Validité du prédicteur de Z.

La variance de Z s'écrit
2 2 2 2
s? (Z) =s? (Zo) = ” ZO ”‘DL = ” ZO —Zp + Zp ”‘DL = ” ZO —Zp ”‘DL + ” Zp ”‘DL

2 - o L 2 . _ a2
Or|l Z,-z, ”51 est la valeur minimum de la quantite S2=|| Z -z ||ijl pourlesz UM || Z -3, ”51 =

S2 c'est la variance "résiduelle™, donc

min’

$2(2)=S2_+R, 252(2)

Z| XY

On retrouve la méme formule de décomposition de la variance que pour la régression linéaire : la
variance de Z est la somme de la variance expliquée R 252 (Z) par la régression linéaire multiple,

et de la variance residuelle S2 . = (1 - RZIXY 2)s2(2).

Z| XY

Plus le coefficient RZIXY 2 est proche de 1, plus la part de variance de Z expliquee par la régression

linéaire multiple en X et Y est grande, donc meilleur est le prédicteur linéaire 3.

I . . . - )
La validité du prédicteur z, est mesurée par le coefficient R 21y >

b) Calcul pratique du coefficient de corrélation linéaire multiple.

En pratique, le calcul du coefficient de corrélation linéaire multiple R s'effectue de la fagon

Z| XY
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suivante :
Il—? }'1—?
: _ . _ _ sLXl &F)
— On calcule la matrice des corrélations de X et Y a partir de la matrice V,, = Ef ;? des
tn— M=
L sl X ¥ J
données (X, Y) réduites :
n-x In— X n-F M
| ) EP A
¢, =L )= i ATy oy
e 1 mn-f o -l t=X  pp-F XY XY
.S[F] S[F] .S[X] .S[Ir]

— On calcule l'inverse de cette matrice des corrélations :

c-=_1 [1 —r:cy]
X¥ .

1- Py Fyr 1

— La matrice des coefficients de corrélation linéaire de X et Y avec Z, peut se calculer a partir de

Zl—z
3 Z)

la matrice Vv, et de la variable centrée réduite Vv, = {

i _ [parlaformule :
Zy— 2
al £) J
xn-x in- X ﬁ}
(=)= L T oy by
SR SR 'l B PR xy = Tz
s[F) A A Z)

— Le coefficient de corrélation linéaire multiple RZIXY est donné par la formule :

1 -1tz
2= ——— 2 2 _ =
RZ|XY T -yt [ Nz + Iz 2 v Txz Yz ] (rxz rYz) C-'L'F [r}z]

formule que I'on peut écrire directement en fonction des données centrées réduites :

t -1
R, ixy 2= (tVXY D+ VZ] (tVXY D1 VXY] [tVXY D+ V, ]

Remarquons, a l'usage des débutants, qu'il ne faudrait pas écrire :

-1
[ tVXY D+ va ] - VXY "Di tVXY '

puisque la matrice V,,, a n lignes et 2 colonnes, n'est pas inversible, alors que la matrice produit C =

tVXY DL V,,, a2 lignes et 2 colonnes, est inversible.

5.2.3. Application : technique de la régression pas a pas.

Pour connaitre le r6le de chacune des variables explicatives, on calcule les coefficients de



Cours de Statistique - Chapitre 5 - Régression multiple Page 89

A 1 1 2 2 101 2
détermination r.2etr, 2et le coeff|C|entRZIXY .

Chacun de ces coefficients représente le pourcentage de variance de Z restitué par le prédicteur
correspondant.
On conservera, pour predicteur de Z le modéle qui restituera significativement le meilleur résultat :

gb:cX0
z,=dY,
z,=aX,tbY,

La théorie de la régression multiple que nous venons d'exposer dans le cas de deux variables
explicatives peut se généraliser au cas de p variables explicatives, avec p > 2.
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MCours.com

Chapitre 6 - INITIATION A LA THEORIE
DES SONDAGES.

6. 1. GENERALITES.
6.1.1. Introduction.

L'étude exhaustive d'un caractere donné dans une population est un recensement.
Elle se heurte souvent a une impossibilité matérielle : cot trop élevé, ou destruction des individus
étudiés.

Les méthodes d'analise quantitative ont alors recours a la théorie des sondages, qui consiste a étudier
un sous-ensemble de la population qu'on appelle un échantillon.

La théorie des sondages pose deux types de problemes :

o L'échantillon doit étre représentatif de la population : c'est la théorie de I'échantillonnage.

o Les techniques numériques utilisées sur les observations expérimentales doivent conduire a
des résultats fiables, c'est-a-dire donnant une bonne représentation des parametres inconnus de
la population : c'est la théorie de I'estimation et des tests.

Les deux problemes sont liés : la méthode d'échantillonnage utilisée a une influence sur les
estimations obtenues.

En résumé, nous pouvons dire que la théorie des sondages est un outil mathématique permettant, a
partir d'observations expérimentales partielles, de tenter d'atteindre une realité inaccessible.

6.1.2. Avantages de la méthode d'enquétes par sondages.

La méthode d'enquétes par sondages présente sur le recensement (lorsqu'il est possible) les avantages
suivants :

Co0t plus réduit.

Plus grande vitesse d'exécution (notamment pour les sondages d'opinions).

Plus grande fiabilité des résultats : le personnel étant plus réduit, il peut étre plus qualifie.
Moins de risque d'erreur : le volume des données a traiter est plus faible.

Plus grand champ d'application, notamment dans le cas de destruction des unités testées.

agrwNE

6.1.3. Etapes d'une enquéte par sondage.

Pour effectuer une enquéte par sondage, il est indispensable de respecter les instructions suivantes.

Dresser une liste claire des objectifs de I'enquéte.

Etablir avec précision la population a échantillonner.

Etablir une liste précise et courte des données a collecter.

Définir le choix des méthodes de mesure : téléphone, convocations, visites a domicile, ...
Etablir, lorsque c'est possible, le degré de précision désiré afin d'analyser le rapport des colts
et des avantages.

Déterminer I'unité de I'échantillonnage : personne physique, collectivité, ...

o Etablir le plan de I'échantillonnage ou la méthode de sélection.
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Faire parfois une pré-enquéte courte.

Organiser le travail sur le terrain.

Reécolter les données, les présenter, les synthétiser par traitement statistique.
Conserver les données pour pouvoir les réutiliser.

6.2. DIVERS TYPES DE SONDAGES.

Pour effectuer un sondage dans une population, c'est-a-dire pour en extraire un échantillon, deux
types de méthodes sont employees : méthodes empiriques et méthodes aléatoires. Seules les
méthodes aléatoires permettent d'utiliser la théorie de I'estimation.

6.2.1. Méthodes empiriques : sondages raisonnes.

Ce sont les plus connues du grand public et les plus utilisées par les instituts de sondage d'opinion.
La précision de ces méthodes ne peut étre calculée et leur réussite n'est que le résultat d'une longue
pratique et de I'habileté professionnelle.

Les éléments sondés sont choisis dans la population suivant des criteres fixés a pirori.

6.2.1.1. Méthode des unites types.

Elle repose sur l'idée suivante : les différentes variables attachées a un individu de la population
n'étant pas indépendantes, un individu qui se trouve dans la moyenne de la population pour un
certain nombre de caracteres impportants, sera également peu différent de la moyenne pour les autres
caracteres.

La méthode consiste donc a diviser la population en un certain nombre de sous-ensembles
relativement homogenes et a représenter chacun d'eux par une unité-type.

On choisit donc des unités d'individus que I'on considere comme fortement représentatives de
certaines catégories de population : cantons-types, bureau de vote pilotes, dont les résultats observés
sur de longues périodes figurent les résultats définitifs d'une région ou d'une ville, etc.

Exemple.

L'INSEE décomposa en 1942 la France en 600 régions agricoles et, dans chaque région, désigna un
canton-ype.

Comme il y a en France environ 3000 cantons, la désignation de 600 cantons-types permettait de
réduire d'un facteur 5 I'ampleur d'une étude des cantons.

6.2.1.2. Méthode des quotas.

L'enquéteur préleve librement son échantillon, a condition de respecter une composition donnee a
I'avance (pourcentage fixé d'agriculteurs, d'ouvriers, de cadres, etc., par exemple).

Cette méthode est facile, mais aucun intervalle de confiance ne peut étre donné.

Elle suppose implicitement que les catégories retenues pour la détermination des quotas sont
pertinentes quant a I'objet de I'étude, ce qui est bien difficile a établir.

Pour diminuer l'arbitraire du choix, on impose a I'enquéteur des normes de déplacement
géographique : c'est la méthode de Politz.

On utilise souvent des "panels”, qui sont des echantillons permanents dont on étudie I'évolution.
Exemples.

o Panel d'audience a la télévision (médiamétrie, centres d'études d'opinion, ...).
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o Panel de consommateurs (SECODIF : 4 500 ménages).
o Panel de détaillants (SOFRES).

Ces panels sont utilisés en marketing (lancement d'un produit, transfert de marques, etc.).

6.2.2. Méthodes aléatoires.

Les éléments sondés sont extraits au hasard d'une liste connue a priori de la population, appelée
base de sondage.

Exemples.

1. Liste d'immatriculation des véhicules automobiles en France.

C'est une trés bonne base car elle est mise a jour régulierement (cartes grises neuves, cartes
grises a détruire).

2. Répertoire des entreprises (SIREN).

Chaque entreprise posséde un numéro d'immatriculation a neuf chiffres, un nom ou raison
sociale, une adresse exacte.

3. L'annuaire téléphonique est une mauvaise base de sondage car d'une part, tout individu ne
possede pas obligatoirement un téléphone et, d'autre part, un individu peut posséder un
téléphone et ne pas figurer sur I'annuaire (la liste rouge représente environ 8 % des abonnés et
I'annuaire ne recense pas les téléphones portables, soit environ 40 % des teéléphones).

Les bases de sondages sont en géneral établies a partir des résultats d'un recensement et elles sont
corrigées périodiquement entre deux recensements.

Le tirage de I'échantillon est effectué dans la base de sondage selon des criteres spécifiques a chaque
méthode (plan de sondage).

Cette méthode de travail ne laisse aucune initiative aux enquéteurs : il est tres simple de controler
leur travail.

6.2.2.1. Sondage élémentaire : échantillon aléatoire simple.

Dans un échantillon aléatoire simple, les éléments constituant I'échantillon sont extraits au hasard
(a l'aide d'une table de nombres au hasard, par exemple) d'une liste de la population.

On extrait ainsi n individus d'une population de taille N.

Le tirage peut s'effectuer avec ou sans remise, renvoyant ainsi généralement & un modeéle de loi
binomiale (avec remise), ou hypergéomeétrique (sans remise).

Si le tirage s'effectue avec remise, I'échantillon aléatoire simple est dit indépendant (EASI =
Echantillon Aléatoire Simple et Indépendant).

La méthode permet de calculer des intervalles de confiance, comme nous le verrons plus loin.
Le rapport f = % s'appelle le taux de sondage.

Par exemple, I'INSEE utilise des taux de sondage de I'ordre de ﬁ pour les enquétes sur les

conditions de vie des ménages.

Exemple.

Nous voulons extraire un échantillon de 8 individus dans une population formée de 437
individus.

Nous numerotons les individus de la population de 1 a 437.

Nous considérons trois colonnes consécutives d'une page de nombres au hasard : ils
forment des nombres au hasard a trois chiffres.
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Nous lisons ces nombres de trois chiffres en ne retenant que ceux qui sont compris entre
001 et 437.

Lorsque nous avons retenus 8 nombres, notre échantillon est constitué des 8 individus
désignés dans la population par ces huit nombres.

Selon que nous effectuons un tirage avec ou sans remise, nous garderons ou écarterons
un individu déja tire.

L'inconvenient majeur de la méthode élémentaire est son codt : les individus tirés peuvent étre trés
éloignés géographiquement.
6.2.2.2. Sondage stratifié.

La population etudiée Q est partitionnée en g sous-populations Q , Q,, ..., Qq, appelées "strates".

L'échantillon est constitué de la réunion de g échantillons choisis au hasard, un par strate : nous
effectuons dans chaque strate un échantillonnage simple.

Exemple.

Q={1,2,34,5}Q ={12}Q,={3 4,5}
Nous sélectionnons trois individus, dont un dans Q, et deux dans Q..
Nous obtenons l'un des six échantillons possibles.

Cette méthode se justifie par deux raisons essentielles :

1. — L'existence d'une stratification de fait, soit pour des raisons géographiques, soit pour des
raisons administratives.

Exemple 1 : enquéte sur les conditions de vie pénitentiaire en France.

La population est celle des détenus en France
Les strates sont les populations de détenus dans les divers établissements
pénitentiaires.

Exemple 2 : enquéte sur la consommation par un organisme disposant de bureaux
départementaux.

La population est celle des consommateurs francais.
Les strates sont les consommateurs de chaque departement.

2. — Un caractere étudié dans la population peut varier sous I'influence d'un certain nombre de
facteurs.

Pour éliminer au mieux les risques de biais, nous créons des strates homogeénes et, dans
chacune d'elles, nous extrayons un échantillon aléatoire simple.

Exemple.

Pour étudier la consommation de tabac, si nous estimons que I'age et le sexe
sont des facteurs trées influents, nous partageons la population en strates du
type :

— Hommes de moins de 20 ans,

— Hommes de 20 a 30 ans,
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— etc.
— Femmes de moins de 20 ans,
— Femmes de 20 a 30 ans,
— etc.
De chaque strate, nous extrayons un échantillon aléatoire simple.

6.2.2.3. Echantillonnage systématique.

Les individus de la population Q sont numérotés de 1 a N.
Pour sélectionner n individus, nous partageons la population en k = * groupes: {1, ..., k}, {1 +Kk,
H

2k} {1+ (n-1)k ..,N}

Nous choisissons au hasard I'individu i par les individus numérotés de 1 a k.

Nous constituons notre échantillon des individus { i, i +k,i+2Kk, ..., i+(n-1)k }.
Le choix de l'individu i détermine entierement la constitution de I'échantillon.

Exemple.

Q={1,..,20}, k=4.
Les échantillons possibles sont : {1, 5, 9, 13, 17}, {2, 6, 10, 14, 18}, {3, 7, 11, 15, 19},
{4, 8, 12, 16, 20}.

Cette méthode est bien adaptée a la sélection de cartes dans un fichier, ou au prélévement de pieces

dans une fabrication pour un contréle de qualité.
Elle présente une certaine analogie avec la méthode précédente d'échantillonnage stratifie.

6.2.2.4. Echantillonnage a plusieurs degrés.

La population Q est divisée en sous-populations appelées unités primaires.

Chaque unité primaire est divisée en unités secondaires, etc.

Nous effectuons des tirages au hasard en cascade : nous tirons des unités primaires ; dans chaque
unité primaire, nous tirons une unité secondaire, etc.

Exemple.

L'INSEE effectue des échantillonnages a quatre niveaux : départements, cantons,
communes, ménages.

Cette méthode permet une exécution rapide.
Elle est économique, car elle focalise les tirages.

La méthode de tirage au hasard a chaque niveau peut varier suivant le cas, par exemple tirage
proportionnel aux unités qu'il contient, ou tirage équiprobable.
Nous disons alors que nous pouvons avoir des tirages avec probabilités inégales.

Cas particulier : tirage par grappes.

Nous choisissons des grappes pour lesquelles nous gardons tous les "grains”, ou individus.
Une "grappe" est un groupe d'individus de méme nature.

Exemple : ménages d'un méme immeuble.

6.2.2.5. Conclusion.
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En pratique, les diverses méthodes aléatoires peuvent étre mélées pour améliorer le rendement.
Pour chacune d'elle, nous pourrons varier les criteres de tirage au hasard de chaque individu : avec
remise, sans remise, avec des probabilités égales ou inégales.

6.3. ESTIMATION DES PARAMETRES.

6.3.1. Notion de parametre.

Nous considérons une population Q de taille finie N.
Dans cette population, nous étudions un caractere quantitatif réel prenant les valeurs réelles x,, i [J

{1, ... N}.

La fonction de répartition empirique F (x) est une fonction en escalier.

La variable statistique représentant le caractére étudié peut étre une variable quantitative discréte ou
continue.

Le probleme est de modéliser la fonction de répartition empirique F, (x), par la fonction de
repartition F (x) d'une variable aléatoire X, discrete ou continue suivant le cas, vérifiant F(x) = F

(), i O{L, ... N}.

Nous dirons que F (x) définit la loi de référence associée a une population hypothétique infinie, dite
population de référence.

La population Q est appelée la population-meére.
La connaissance de la loi de référence du caractére étudié est d'un grand intérét pour la déduction
statistique.
Elle constitue un modéle mathématique du phénomene étudié.
Cette distribution théorique peut dépendre d'un certain nombre de paramétres inconnus.
Les sondages permettent d'estimer deux types de parameétres :
o Les parametres propres a la population-mére : moyenne, variance, etc.

o Les paramétres propres a la loi de référence : parameétre d'une loi de Poisson, parametres d'une
loi normale, etc.

6.3.2. Notion d'estimateur d'un parametre de Q.
6.3.2.1. Estimateur et estimation ponctuelle.

Soit X un caractere quantitatif de la population Q.
Ce caractere prend les valeurs inconnues x,, i [J {1, ... N}.

Un résume de I'ensemble des valeurs {x,, ..., X, } peut étre défini par un ou plusieurs parametres de
Q (moyenne, variance, proportion, etc.).

Soit y un tel parametre de la population Q.

Lorsque nous extrayons de la population un échantillon aléatoire simple E de taille n, nous pouvons
calculer, avec les valeurs {x,, ..., X } prises par X dans I'échantillon, une estimation ponctuelle de y,
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qui sera notée y*.
Exemple.

Siy est la moyenne 1 = ¥ de X, nous obtiendrons une estimation ponctuelle p* de la
moyenne W en prenant la moyenne arithmétique de I'échantillon :

1=

1
P* = X,

E1

—

La valeur observee y* n'est que I'une des valeurs possibles que I'on peut obtenir avec les divers
échantillons possibles de taille n.

En réalité, avec une population de N individus, il y a un certain nombre, mettons k, d'échantillons
possibles Ej de taille n, j O {1, ..., k} (k dépend de la méthode d'échantillonnage).

Chaque échantillon possible EJ. de taille n posséde une certaine probabilité p; d'étre tiré.
A chaque échantillon possible Ej de taille n est associée une estimation ponctuelle yj* dey.
A chaque estimation ponctuelle yj* de y est donc associée la probabilite P, d'étre observee.

Nous pouvons alors définir une variable aléatoire § prenant, pour chaque échantillon possible EJ. de
taille n, la valeur yj* avec la probabilité P

Cette variable aléatoire ; est appelée un estimateur du parametre y.
Les valeurs de ; sont les estimations ponctuelles de y.
La loi de probabilité de ; s'appelle la distribution d*échantillonnage de ;.

On appelle fluctuation d'échantillonnage, la variation des estimations ponctuelles de y et aléas
d'échantillonnage les causes de ces variations.

6.3.2.2. Caractéristiques d'un estimateur.

Il est logique de souhaiter que I'estimateur ; prenne des valeurs aussi voisines que possible de la

valeur inconnue y que nous voulons estimer.
Nous sommes conduits a définir un certain nombre de qualités que doit présenter un "bon"
estimateur.

a) Estimateur sans biais.

Nous dirons que ; est un estimateur sans biais du parametre y, si, et seulement si, son espérance
mathématique est y.

sans biais < E (3) =y

Cette propriété traduit le fait qu'en moyenne, sur tous les échantillons possibles, nous retrouvons la
valeur du parameétre que nous voulons estimer.

b) Estimateur robuste.
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L'estimateur ; d'un parametre y possede une variance ;2 qui traduit la dispersion des valeurs de 3

autour de son espérance mathématique.
Cette variance dépend de la taille n de I'échantillon.
Nous dirons que ; est un estimateur robuste, ou convergent, de y si la limite, lorsque n tend vers N

de 032 est nulle.

robuste = 0?2 =0

n— M

Cette propriété traduit le fait suivant : si nous connaissons la valeur prise par le caractere pour tous
les individus de la population, la valeur de ; est la valeur exacte y du parametre.

Un estimateur correct est un estimateur sans biais et robuste.
¢) Estimateur asymptotiquement gaussien.

Nous dirons qu'un estimateur 3 d'un parametre y est asymptotiquement gaussien si, et seulement si,
il vérifie la propriété suivante :

Lorsque n augmente indéfiniment, la fonction de répartition de ﬁ‘E[ﬁ] tend uniformément vers la

3

fonction de répartition d'une variable normale centrée réduite.

En pratique, dés que n est supeérieur ou égal a 30, nous admettrons que la fonction de répartition de

Y=Y | peut étre remplacée par la fonction de répartition de la variable normale centrée réduite.

5

Lorsque n est suffisamment grand (en pratique n = 30), pour tout a [J [0, 1], le nombre réel positif u_
donné par :

oL

® (u,) =1-=,ou Pestla fonction de répartition de la variable normale centrée réduite,

vérifie :

En effet, comme la fonction de répartition de * ‘E[J’] peut étre remplacée par la fonction
5
de répartition de la variable normale centrée réduite, des que n est supérieur ou égal a

30, la symétrie de la loi normale donne :
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U, [=PU)-P(u)=Pu)-1L-PUu)=2P@Uu)-1=1-a.

a

Les valeurs de la fonction de répartition @ sont données par des tables.
Un estimateur CAG est un estimateur correct et asymptotiquement gaussien.
d) Amélioration d'un estimateur.

Etant donnés deux estimateurs 3, et ¥, du méme paramétre y, on dit que I'estimateur ¥, est meilleur
que I'estimateur ¥, si I'espérance de (¥, —y) 2 est plus petite que I'espérance de (¥,-y) 2.

Ceci signifie simplement que I'on considere comme meilleur un estimateur dont les valeurs sont
moins dispersées autour de la valeur de y.
Dans l'absolu, le meilleur estimateur d'un parametre est celui dont pour lequel I'espérance de (5 - y) 2

est la plus petite possible.
Un estimateur sans biais dont la variance est minimale s‘appelle un estimateur précis.

Pour un estimateur précis, I'espérance E (3) est égale a y et la variance 0,2 est minimale.

6.3.3. Notion d'intervalle de confiance.
6.3.3.1. Introduction.

Considérons un échantillon aléatoire simple E, de taille n, extrait de la population Q (tirages au sort
équiprobables, sans remise).
Dans cet échantillon, le caractere etudié prend les valeurs {x,, ..., X }.

Nous pouvons considérer la valeur prise par le caractére étudié pour lI'individu i de I'échantillon
comme la valeur prise par une variable aléatoire X.
L'ensemble des valeurs {x,, ..., X } apparait alors comme le résultat de n épreuves indépendantes sur

la méme variable aléatoire.
L'estimateur 3 d'un paramétre y apparait alors comme une fonction de n variables aléatoires

indépendantes X, i U {1, ..., n}, de méme loi de probabilité, qui est la loi de probabilite de X.
X s'appelle la variable parente.

La connaissance de la loi de probabilité de X permet de calculer la loi de probabilite de ;.

La variable aléatoire centrée réduite * ‘E[P] correspondant a =, possede une espérance mathématique

5

nulle et une variance égale a 1.
Exemple 1.

Nous étudions la taille des individus d'une population d'effectif N.

Pour cela nous extrayons un échantillon aléatoire simple et indépendant d'effectif n.

Soit p la moyenne de la taille des individus de la population.

Soit X la variable aléatoire "taille d'un individu" : a chaque individu de I'échantillon est associé une
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variable aléatoire indépendante “taille” X. qui a la méme loi de probabilité que la variable parente X.
L'estimateur

a 1!-=
U:f:; X

B

—

de la taille moyenne p dans la population, a, pour valeur dans I'échantillon, la moyenne arithmétique
des tailles des individus de I'échantillon.

Cet estimateur posséde une loi de probabilité qui peut étre calculée en fonction de la loi de
probabilité de X.

Exemple 2.

Soit 0 2 la variance de la taille des individus de la population.
Soit X la variable aléatoire "taille d'un individu" : a chaque individu de I'échantillon est associé une
variable aléatoire indépendante "taille” X. qui a la méme loi de probabilité que la variable parente X.

L'estimateur

de la variance o 2 de la taille dans la population, a, pour valeur dans I'échantillon, Ll Sz(X)ouS?2
n_

(X) est la variance des tailles des individus de I'échantillon (variance d'échantillonnage).
Cet estimateur posséde une loi de probabilité qui peut étre calculée en fonction de la loi de
probabilité de X.

6.3.3.2. Intervalle de confiance pour les grands échantillons.

Si 3 est un estimateur correct et asymptotiquement gaussien (estimateur CAG) d'un parametre y, avec
E () =, larelation

s'écrit :
PU-u ossp<ri+u op)=1-a.

L'événement ¥ — u, oz < | o+ u_ 0z a donc une probabilité 1 —a de se réaliser lorsqu'on choisit au
hasard un échantillon de taille n = 30.

Autrement dit, dans la population, la proportion des échantillons de taille n > 30 pour lesquels
I'événement 3 —u_ 03 < W < ¥ + U, O3 est réalisé est 1 —a.

Autrement dit encore, étant donné un échantillon de taille n = 30, choisi au hasard, la probabilité de
réalisation de I'événement ¥ —u_ 0y s < ¥ +u_opestl-a.
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Or, pour un échantillon de taille n choisi au hasard, 3 prend la valeur y* et o, une valeur s;, de sorte

que ¥ —u_ oy prend une valeur
— -
yl - y - ua S
et ¥ + u_ oz prend la valeur
—_ "
y2 - y + ud SJ"

L'intervalle

[y, ;Y] =[y*—u,ss;y*+u, sz]

dans lequel la taille n de I'échantillon est supérieure ou égale a 30 et ® (u ) =1 - z

2 1
s'appelle I'intervalle de confiance de y au risque a, ou intervalle de confiance de y au niveau de

confiance 1 — a.
C'est un intervalle dans lequel la probabilité de trouver la vraie valeur de y est 1 —q.

Plus a est grand, plus I'amplitude de I'intervalle de confiance est petite, puisque @® est une fonction
croissante.

Dans la pratique, en I'absence de précision contraire, nous conviendrons de prendre a =5 %.

Plus n est grand, plus la valeur de o;2 a des chances d'étre proche de 0, donc plus la valeur de 3 a des

chances d'étre proche de y.
Nous pourrons ainsi calculer la valeur de n qui permet d'avoir un intervalle de confiance d'amplitude
donnée.

Les valeurs a retenir de la fonction de répartition de la variable aléatoire normale centrée réduite
oL

sont, pour ® (U ) =1-=:

— @ (1,645) = 0,950, soit U, = 1,645.
— @ (1,960) = 0,975, soit u;,, = 1,960.
— @ (2,575) = 0,995, soit u; ., = 2,575.

Ces valeurs donnent les intervalles de confiance aux niveaux de confiance 90 %, 95 %, 99 %.
La valeur utilisée par défaut est u, . = 1,960.
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6. 4. ETUDE DU SONDAGE ELEMENTAIRE.

Soit Q une population d'effectif N dont on étudie un caractere X.

Si X est un caractere quantitatif les parametres qui caractérisent ce caractére sont :
=M

— la moyenne ¥ = u—ﬁ > X,
i=1

— lavariance 0 2 = [Exz——[ﬁx] ]

Si X est un caractére qualitatif a deux modalités A et B, le parametre qui caractérise X est la
proportion p d'individus présentant la modalité A.

Les paramétres sont inconnus.

La théorie de I'échantillonnage a pour but de les estimer au mieux.

6.4.1. Echantillon non exhaustif, tirage a probabilités egales.

Un tirage au hasard avec remise induit que chaque individu a une probabilité % d'étre tiré.

6.4.1.1. Caractere quantitatif.
a) Loi de probabilité induite par le tirage de I'échantillon.

Le tirage avec remise, d'un individu de W, peut étre représenté par une variable aléatoire parente,
notée encore X, dont la loi de probabilité est définie par :

P (X=x)= i 0[LNI.

=M =M

L'espérance mathématique de X est E (X) = 2. % = % X = .
i=1

=1
La variance de X estVar (X) =E((X-pn)?) =02

b) Estimateur de la moyenne de la population.

Constituer un échantillon de taille n par des tirages non exhaustifs équiprobables dans Q, revient a
définir n variables aléatoires indépendantes X, ... , X , qui suivent toutes la méme loi que X.

Soit {x,, ..., X } la réalisation de I'échantillon E.

s 1 . . . . s
La moyenne arithmétique = = — > x. est la réalisation par échantillonnage de la variable aléatoire
i=1

N q i=n
H=—=— 2. X.
nooa

L'espérance mathématique de I'estimateur best E (ﬂ) = ni > E (Xi) = nl xnEX)=p
i=1

; A ” ” 1 i=n ]
La variance de I'estimateur b est gii2 = Var (v) = Py Var (X) = — xnVar (X) = ET

i=1
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Par conséquent, | est un estimateur sans biais de p (E (;;) = p) mais il n'est pas robuste ( g, 0;2=
n—

% £0).
N

c) Estimateur de la variance de la population.

[}
B

. . g : 17
La variance expérimentale de I'echantillon ests 2= — 2., (x, - %) 2
;

—

C'est la réalisation par échantillonnage de la variable aléaoire "variance d'échantillonnage” :

=R

1 (3 1
SZ—E(EXF;(

Xi ]2 ]: ?lzg“: (xi - ﬁ) 2

i=1

L'espérance mathematique de S 2 est

E(SZ):E[ni: (xi_ﬂ)z]:{:ﬁ: E[(Xi—ﬂ)Z]
E(S9=12 E[ (4-nru-9)? )
ESY=12 E- 2 Eu-D2r 2 E(x-w -
Maison a:
1:':?2 1:':?2 a 1
;E, E(Xi—u)ZZ;__l E(Xi—E(Xi)] =—nVvar(X)=o2
IR E@-02=1T E( G-EG)? |=var @ =o’.
e[ -we-h )= 2 @-HZ x-w )= 2E[ @-Heb-nm |=-
2E((i-WA=-2Var()=-22.

n

Au total ;

E(S?)=02-c* =r-lg2
o n

La variance d'échantillonnage n'est pas un estimateur sans biais de la variance o 2 de la population :
c'est un estimateur biaisé.

La linéarité de I'espérance mathématique montre que :

E[L82]=LE(SZ):02,

n-1 n-1

de sorte que I'estimateur :
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. 1 i=n i i=n 2
ﬂzzﬁ[i xe-t[Ex )" )= s

1}
—

est un estimateur sans biais de la variance o 2 de la population : E (52 = ¢ 2,
6.4.1.2. Caractere qualitatif.

Le parametre étudié inconnu est la proportion p d'individus de la population présentant la modalité A
du caractére qualitatif.

Pour chaque individu de la population, nous pouvons définir une variable aléatoire de Bernoulli,
prenant la valeur 1, avec la probabilité p, si I'individu est porteur de la modalité A, 0 sinon, avec la
probabilitét g =1 -p.

Choisir un échantillon de taille n, c'est choisir un n-uple de variables aléatoires (X, ..., X ) de

Bernoulli, indépendantes, de méme parametre p.
Soit (x,, ..., X_) une réalisation de I'échantillon E.

. 13 e . . . s
La moyenne expéerimentale p* = — > x. est la réalisation par échantillonnage de la variable aléatoire
i=1

i=n

a1 . . . "y o .
P =— 2. X, quireprésente la frequence de la modalite A dans I'échantillon.

i=1

Son espérance mathématique est E (¥) = nl > E X)= ;1 xnp=p.
=1

i=n

a1
r=— 22X
n

—

est un estimateur sans biais de la proportion p des individus de la population présentant la modalité
A du caractere étudié.

. a1
Sa variance est Var (¥) = — _Z',Var (X)=—Fxnp(l-p)= P[I 2l

Lorsque n tend vers N, cette variance ne tend pas vers 0, mais vers #l1-¢! : I'estimateur #de p n'est
N

pas un estimateur robuste.

Pour les échantillons de grande taille (n = 30), on peut définir I'intervalle de confiance de p
correspondant au risque a, par :

[pl,pz]:[p*—ua JM ;p*+uaW:

_ oL
avec @ (u))=1-=

6.4.2. Echantillon exhaustif, tirage a probabilités égales.
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1

(2

Un tirage au hasard sans remise induit que chaque échantillon de taille n a une probabilité
RIN-al! g'étre tiré.
o

6.4.2.1. Caractere quantitatif.

a) Estimation de la moyenne.

Soit X la réalisation du caractére X pour le j° individu de I'échantillon E, = (X, , ..., X.).

La réalisation du i° échantillon est un n-uple (x., ..., X, ).
F=n

o . 1 AT . L
La moyenne d'échantillonnage =, = — > X;; est la réalisation d'une variable aléatoire X que nous
J=1

allons définir.

Nous pouvons définir [ﬂ echantillons différents E, i U [ 1; [ﬂ } de taille n, chacun ayant une

1 AN-nl .
probabilité p. = [N] == [N_,n d'étre tiré au hasard.

n

Considérons la variable aleatoire 5 dont la loi de probabilité, uniforme, est définie par :

p(%=;i)=pi,iﬂ[1;@}'

Son espérance mathématique est :

‘*[J:] 1 ‘*[f][ nl mxik]- 1

E(@) = E pJﬁmm

=
La somme f est une somme étendue a tous les échantillons de taille n.
i=1

Pour un k pris entre 1 et n, notons que x, est la valeur X; du caractére X pour le k® individu de

I'échantillon, qui est le j° individu de la population.
Cette valeur apparait une fois dans tous les échantillons de taille n contenant cet individu de la
population, mais pas forcément a la méme place, c'est-a-dire pas forcément avec le méme indice k.

: N-1Y, . . o .
Orilya [n_l ] échantillons de taille n contenant cet individu, de sorte que la valeur X; de X pour le j°

individu de la population, apparait [N_ll] fois dans la somme 3 [ > X, ]
i=1 k=1

n—

Ce raisonnement est valable, bien sdr, pour tous les indices j de 1 a N.
Lorsque nous faisons la somme pour tous les échantillons de taille n, nous obtenons :
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1 (-1 1 i[N—l]N _ nlN-ml N [N-1N
- =

i 1
E(X)= m;[n_l] (Xl + ..+ XN) = m Wi In-lin-nf HTH
n n

" o . A . .
Moralité : la moyenne d'échantillonnage & = — Xij est un estimateur sans biais de la moyenne
=1

du caractere X.
b) Variance de la moyenne d'échantillonnage.

La variance de % est donnée par Var () =E (32 — (E () 2=E (2 - u 2

Calculons le terme :

Pour tout individu de numéro jde Q,ily a [N‘l] échantillons de taille n contenant cet individu, de

n-1

L (N-1Y, ’E[J:]
sorte que X; 2 apparalt[ 1]fms dans la somme 3 [ X, 2+ .+ X 2 ]

n- N
i=1

Et ceci est vrai pour les N individus de la population.
De sorte que I'on obtient :

W ) e om0 )= et 07

Reste a calculer la somme > X5 Xie
— k=1
=1 Jj:.t
. . . -1 . .
Dans chacun des [J:] échantillons de taille n, on forme ”[”2 L produits de la forme X, X, avec j # k.

Dans I'ensemble des échantillons de taille n, on forme donc [N] n[?’;—” produits de deux valeurs de X
n
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différentes.

Comme il existe Mi;-” produits de deux valeurs de X différentes, chacun intervient [NJ% fois
Ny

dans la somme étendue a I'ensemble des échantillons de taille n.
On obtient donc :

=(Zx S - Exe= N -NEu) =N (- -0

On obtient alors :

Z‘ XI Xik
i=1 _j' k=1 ]]
J=k

='=[f]( )

:[ ;%;Jl:]N((N 1)“2 02)—na[;jran];n ((N 1)|.,12 02) N[N 2]
(N-1)p2-0?
E () =_1 Lﬁ N[if_—ll](oz+u2)+N[i~"—-§]((N_1)uz_oz)

£ G () () o )

n n

1 N[ (N-1y_(N-2 = n[N-nl! N [A-1) _ [ W21 ]
mng n-1 n-2 ! nd =1 MN-nl! [n=-21[N-n)!
n

= In-W(N-m)) 1 [N-2) [(N—l)—(n—l) ] = 1 N-n
(N-10  a (n-DI N-nl! n H-1

1 E( N-17+ (N — 1) [¥-2 ]: n.-'[N—n].-'E[ (M-1¢ 4 (N—1) _ IN-2) ]
mnﬂ n-1 n-2 N{ o pT\ In-1 N-nl! -2 N-nl!
n

= [p-WAN-n 1 (N-1) (14 (n-1))=1
[N-11!  n [n-1M[N-n)!

M
E(5)=1 ¥-n g242
() === W

Var(X) E (% 2) pz=1 1 N-n g2
n N-1
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MN-1

’Var(?):nl N-n g2

Moralité : lorsque n tend vers N, la variance de % tend vers 0, I'estimateur % de  est robuste.

. : A i . .
La moyenne d'échantillonnage & = — = X est un estimateur sans biais et robuste, donc correct, de
i=1
M.

On remarquera aussi que la présence du rapport d'exhaustivité #-#  inférieur a 1, fait que la

variance de % est plus faible lorsque I'échantillon est exhaustif que lorsqu'il est non exhaustif : les

valeurs de % sont moins dispersées autour de la moyenne [ lorsque I'échantillon est exhaustif.
c) Estimation de la variance.

. . y . = e .
La variance expérimentale de I'echantillon s 2= — > (xij — 7;) 2 est une réalisation de la variable
J=1

aléatoire :

82:nli(x--—%)“%[fo--z‘nl[foij]2]

F=1

L'espérance mathématique de cette variable aléatoire est ;
1 F=n r 1 i=n i
E(SZ): _EE ((Xij_f)z): ;EE((XU_H-F H_X) 2)
g 18 1 IsT A PR ~
‘;Z (X - W2+ ZE(U-5)) -+ ZE(X, -1 E-W)
F=1 ! J=1 i=1 )
Mais :

E (X, — 1) 9 =E (%, E (X)) = Var (X)) =02

Jj=n
LT E((X -W)=anc2=02
o1 ij n

n N-1

%EE((H—%)ZFHAEVM(%): InVar (g) =Var (§) = L ¥ g2

Se-w@E-w=e(@-wZe-w)=e(E-wnd-w]=ne(F-w: )=r
Var (%)
Il reste alors :

N-n g2= n[WN-11-[N-n] o2= N[n—l]o-z
M-1 n[M-1) n[WN-1)

E(S?2)=02+ 1M1 g2_2nvar($=02-
n MN-1 !

1
n
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On voit donc que S 2 est un estimateur biaisé de o 2, mais que, par linéarité de I'espérance

mathematique :
J=n 2
J)

est un estimateur sans biais de la variance o 2,

6.4.2.2. Caractere qualitatif.
La fréquence d'échantillonnage p* = nl = x. de la modalité A du caractere qualitatif étudié est la
i=1

valeur prise apres échantillonnage par la variable aléatoire

B

a1
F=— 2. X.
n

—

Mais nous avons vu, précédemment, que I'espérance mathématique et la variance de X,, étaient

données par :
E(X)=p

Var (X) =p (1-p).

L'étude précédente montre que nous pouvons écrire :

E@=p
a1 i 1 A A1 N-n
Var (P):H—QVar[HXi]:n—gVar[nf]:Var (&) =5 PA-p).

Ainsi, s est un estimateur sans biais et robuste de p.
1 i=n
Sa réalisation p* = — > x. dans un échantillon est une estimation ponctuelle sans biais de p
i=1

Pour les grands eéchantillons, au niveau de confiance 1 — a, la réalisation de l'intervalle de confiance

- N-n [p*1-p"
P, =P~ U, o FoT
* N_ *[] *®

ou u, est défini par la relation ® (u ) =1 - % @ étant la fonction de répartition de la variable

de p sera donné par [ p, ; p, ], avec

normale centrée réduite.
6.4.3. Echantillon non exhaustif, tirage a probabilités inégales
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Soit Q ={w,, w,, ..., ®} la population.
Nous étudions dans cette population un caractere quantitatif X de valeur X; pour I'individu @.

J=n
Notons P, la probabilité de tirage de I'individu w, lors de la constitution de I'échantillon [ = P = 1
7=1

Tout tirage avec remise peut étre schématisé par une variable aléatoire # dont la loi de probabilité est

définie par :
A .
P(X:xj):pj,DjD[l;N].
Notons :
p IS
—HK=5 2 X la moyenne du caractere X dans la population.
F=1
1 19 Y2 : :
—02= w7 2 X2 F( 2 X ] ] la variance de X dans la population.
i=1 ] i=1 ]

Ces parameétres sont inconnus, nous cherchons a les estimer.
Nous supposons connues la taille N de la population et les probabilités p; associées aux valeurs X;.

Notons, pour simplifier, (x,, ..., x ) la réalisation d'un échantillon.

6.4.3.1. Estimation de la moyenne.

Considérons la variable aléatoire 7' définie par la loi de probabilité :

A X _
P sz_j :pj,DjD[l;N].

et soit :

L — 1 z- -I“‘I
m = Nn Xi
=1

la variable aléatoire de réalisation m* = _2_ dans I'échantillon.

n

1 i=n
=1

kS
B
Nous avons :

¥ =R

' 1 i=n A 1 i=n J=ir ; 1 i=n i
EG) = Z E@) =z | Zp = Nu=g

= i=1 J P.i'.

1
T —XNu=
= M= H=H
La relation E (#) = L montre que la variable aléatoire #' est un estimateur sans biais de y.

7 - - 1 1= . 1 Z - - - - -
Sa realisation m™ = NL S 2 dans I'echantillon est une estimation ponctuelle sans biais de p.
nae=p
i=1



Cours de Statistique - Chapitre 6 - Initiation & la théorie des sondages Page 110

6.4.3.2. Variance de I'estimateur de la moyenne.

Nous avons :

2 J=N 2

E(XZ)—Ep—Z S

‘;ll. J=1 a4

Var (§) =3 5L -Nzpe
J=1 g

- 1 £ - - - - 'In"' - 7
Comme le tirage de I'échantillon est fait avec remise, les variables X' sont indépendantes, et, par
conséquent :

—_

2 i=n . 1 i=n "
Var () = ( ) ] Var ( K ] = 57,7 & Var (%))
i= i=1

n_ 1 n 1 J=0 2
" QVar(}‘)—Ngn F) = — [EXJ_—NHH]

Y
N n H Ij|=]. P..i'

X

Var (#) = Nlﬂ

Cette variance s'exprime a l'aide de I'ensemble des valeurs X inconnues, prises par le caractere X

dans la population Q.
Il serait intéressant d'en avoir une estimation a partir de la réalisation {x,, ..., X } d'un échantillon.

6.4.3.3. Estimation de la variance de I'estimateur de la moyenne.

Soit #' la variable aléatoire définie, comme dans 1V.4.2.1. par la loi de probabilité :

P[“’:x—] p, DjO[L;N].

Nous avons vu que I'espérance mathématique de cette variable aléatoire était égale a N 1, qu'on peut
estimer par N #
Considérons la variance d'échantillonnage de la variable aléatoire ', c'est la variable aléatoire :

i=n

i
(Xi_Nﬁ)z

>
N
1
|
—

L 'espérance mathematique de 3, 2 est :

E(ﬁlz):E[%E (fi'_Nﬁ')z]
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-+ e(d-nae)

:%Z}E[I “Np+Np- Nm)]
:nli:?:E[(fi'—Np)2]+;1§E[(Nu N &) 2 ] %ijE((f;-Nu)
(N - a']

= L8 Var (3 + 15 var (v + 2E[ (NN Br-N )
:nl nVar(X)+;1><nN2Var(m)+%E[(Nu—N{ni'_)(Nnﬁ'—Nnu)]
:Var(;r?'")+N2Var(ﬁ')—%an2Var(ﬁ')

Var () — N2 Var (#)

=nN2Var (%) - N 2Var (=)
=(n-1) N2Var (%)

La relation E (3, 2 = (n—1) N 2 Var (), qui s'écrit aussi :

E [ 5’ ] = Var (#)

[n-1] A?

montre que

La variable aléatoire est un estimateur sans biais de la variance Var ()

[n- 1]N

et sa réalisation dans I'échantillon :

i 2 q i=n % 2 { i=n % 2
_ - * e R - — _'
nn-1) N E [ N'm ] nn-1] N [ E‘[ B ] ¥[ S ow ) ]

i=n

compte tenu de la relation N m™* = m™* = i , est une estimation ponctuelle sans biais de la
n

53|,}<

variance de #".

2 i=n 2 i=n 2
o (53 ) HE))
" nln-UN2 L S nh S

Cette estimation de la variance de #' permet de construire, pour les grands échantillons, un intervalle
de confiance de la moyenne [ :

m'* + u, ow™*,
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EXTRAITSD'UNE TABLE DE NOMBRESAU HASARD

(Kendall et Babington Smith, table tirée de Christian Labrousse, Statistique, Tome2, Dunod, Paris,
1962)

0222851948 74552489 69 15 53 00 20 88 48 95 08
857634514044 62936599 726409 34 01 1309 74
008896 793824 7700 7091 47 43 43 82 71 67 49 90
642981855047 3650911909 1598 75 60 58 33 15
94038004 21495491 7785004568 2312942344
42 28 52 73 06 41 37 47 47 31 52 99 89 82 22 81 86 55
092752724911309333295417544847420479
546864 078532059654 7957439697307212 19
2504 9229711164 104223 236701192058 3593
2858 3291 95 28 42 36 98 59 66 32 15 51 46 63 57 10
6435046224 87448545684166 1917 1309 63 37
61 0555882501 15 77 12 90 69 34 36 93 52 39 36 23
98 93189386 98 99 04 75 28 30 05 12 09 57 35 90 15
6189354716 322016 7852 82 37 26 33 67 4211 93
94 40 82 18 06 61 54 67 03 66 76 82 90 31 71 90 39 27
54 38 58 65 27 70 93 57 59 00 63 56 18 79 85 52 21 03
63 70 89 23 76 46 97 70 00 62 15 35 97 42 47 54 60 60
61 58 65 62 81 29 69 71 95 53 53 69 20 95 66 60 50 70
51 6898 15 05 64 43 32 74 07 44 63 52 38 67 59 56 69
59 25414864 79 62 26 87 86 94 30 43 54 26 98 61 38
85000224 678588103401545323 7733111968
0146 87 56 19 19 19 43 70 25 24 29 48 22 44 81 35 40
4241251087 27 77 28 0590 73 03 95 46 88 82 25 02
03571403 178047 8594 49 89 55 10 37 19 50 20 37
189593404543 0456 17 03 34 54 8391 69 02 90 72



Table de la fonction de répartion @ de la variable normale centrée réduite

u 000 o001 002 003 004 005 006 007 008 0,09
0,0 0,5000 0,5040 0,5080 0,5120 0,5160 0,5199 0,5239 0,5279 0,5319 0,5359
0,1 0,5398 0,5438 0,5478 0,5517 0,5557 0,5596 0,5636 0,5675 0,5714 0,5753
0,2 0,57930,5832 0,5871 0,5910 0,5948 0,5987 0,6026 0,6064 0,6103 0,6143
0,3 0,61790,6217 0,6255 0,6293 0,6331 0,6368 0,6406 0,6443 0,6480 0,6517
0,4 0,6554 0,6591 0,6628 0,6664 0,6700 0,6736 0,6772 0,6808 0,6844 0,6879
0,5 0,6915 0,6950 0,6985 0,7019 0,7054 0,7088 0,7123 0,7157 0,7190 0,7224
0,6 0,7257 0,7290 0,7324 0,7357 0,7389 0,7422 0,7454 0,7486 0,7517 0,7549
0,7 0,7580 0,7611 0,7642 0,7673 0,7704 0,7734 0,7764 0,7794 0,7823 0,7852
0,8 0,7881 0,7910 0,7939 0,7967 0,7995 0,8023 0,8051 0,8078 0,8106 0,8133
0,9 0,8159 0,8186 0,8212 0,8238 0,8264 0,8289 0,8315 0,8340 0,8365 0,8389

1,0 0,8413 0,8438 0,8461 0,8485 0,8508 0,8531 0,8554 0,8577 0,8599 0,8621
1,1 0,8643 0,8665 0,8686 0,8708 0,8729 0,8749 0,8770 0,8790 0,8810 0,8830
1,2 0,8849 0,8869 0,8888 0,8907 0,8925 0,8944 0,8962 0,8980 0,8997 0,9015
1,3 0,9032 0,9049 0,9066 0,9082 0,9099 0,9115 0,9131 0,9147 0,9162 0,9177
1,4 0,9192 0,9207 0,9222 0,9236 0,9251 0,9265 0,9279 0,9292 0,9306 0,9319
1,5 0,9332 0,9345 0,9357 0,9270 0,9382 0,9394 0,9406 0,9418 0,9429 0,9441
1,6 0,9452 0,9463 0,9474 0,9484 0,9495 0,9505 0,9515 0,9525 0,9535 0,9545
1,7 0,9554 0,9564 0,9573 0,9582 0,9591 0,9599 0,9608 0,9616 0,9625 0,9633
1,8 0,9641 0,9649 0,9656 0,9664 0,9671 0,9678 0,9686 0,9693 0,9699 0,9706
1,9 0,97130,9719 0,9726 0,9732 0,9738 0,9744 0,9750 0,9756 0,9761 0,9767

2,0 0,97720,9779 0,9783 0,9788 0,9793 0,9798 0,9803 0,9808 0,9812 0,9817
2,1 0,9821 0,9826 0,9830 0,9834 0,9838 0,9842 0,9846 0,9850 0,9854 0,9857
2,2 0,9861 0,9864 0,9868 0,9871 0,9875 0,9878 0,9881 0,9884 0,9887 0,9890
2,3 0,9893 0,9896 0,9898 0,9901 0,9904 0,9906 0,9909 0,9911 0,9913 0,9916
2,4 0,9918 0,9920 0,9922 0,9925 0,9927 0,9929 0,9931 0,9932 0,9934 0,9936
2,5 0,9938 0,9940 0,9941 0,9943 0,9945 0,9946 0,9948 0,9949 0,9951 0,9952
2,6 0,9953 0,9955 0,9956 0,9957 0,9959 0,9960 0,9961 0,9962 0,9963 0,9964
2,7 0,9965 0,9966 0,9967 0,9968 0,9969 0,9970 0,9971 0,9972 0,9973 0,9974
2,8 0,9974 0,9975 0,9976 0,9977 0,9977 0,9978 0,9979 0,9979 0,9980 0,9981
2,9 0,9981 0,9982 0,9982 0,9983 0,9984 0,9984 0,9985 0,9985 0,9986 0,9986

Table pour les grandes valeurs de u.

u 3,0 3,1 3,2 33 34 35 3,6 3,8 4,0 4,5
P(u) 0,99865 0,999 04 0,99931 0,99952 0,999 66 0,999 76 0,999 841 0,999 928 0,999 968 0,999 997

La table donne les valeurs de d(u) pour u positif. Lorsque u est négatif,
il faut prendre le complément a 1 de la valeur lue dans la table : ®(— u) = 1 — ®(u)
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