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Introduction

La probabilité est tout ce que Nietzsche avançait dans son récit : « Mathématiques —
Nous voulons autant que cela est possible, introduire dans toutes les sciences la finesse
et la rigueur des mathématiques » 1 . Les outils probabilistes tels, martingale et calcul
stochastique contribuent au développement des sciences économiques et tous ceux qui y
sont afférents. De ce fait nous allons évoquer le long de ce document l’usage de ces outils
probabilistes dans la théorie de l’arbitrage et les issues de cette dernière dans l’évaluation
des prix des valeurs mobilières[17] dans les marchés financiers. Une théorie initiée par
Black and Scholes [5].

Ainsi, ce mémoire a pour objectif d’évaluer les actifs conditionnels en usant du principe
d’arbitrage tout en se basant du fait que le prix de ces actifs ont le comportement des
processus stochastiques aussi bien en temps discret qu’en temps continu. Les idées sont
alors fixées dans la mise en œuvre de ce devoir en se basant sur l’article de J. Michael
Harrison and David M. Kreps : «Martingales and Arbitrage in Multiperiod Securities
Markets » tout en considérant le fait qu’il n’y aura pas d’opportunité d’arbitrage.

De ce fait, si dans un premier temps, nous évoquerons des rappels et compléments
sur les calculs stochastiques et le processus de diffusion, ainsi que certaines définitions
relatives à la finance.

Alors, dans le second chapitre, nous étudierons l’aspect des marchés et la modélisation
des préférences des agents tout en évoquant aussi les notions sur la viabilité et l’arbitrage.

Enfin, dans le chapitre trois nous étudierons les différents modèles des marchés des
valeurs mobilières en distinguant le cas discret où on a le modèle de Markov et le cas
continu et le processus de diffusion.

1. Nietzsche. Le gai savoir P 246
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Chapitre 1

Préliminaires

Dans ce chapitre nous allons donner quelques définitions de bases relatives à la notion

de probabilité et du processus de diffusion qui sont nécessaires pour mener à bien notre

travail. Rappelons d’abord que le triplet (Ω,F ,P) désigne l’espace de probabilité où Ω

est un ensemble non vide qui constitue l’espace des épreuves, F tribus des parties de Ω

qui désigne les évènements et P une probabilité sur F .

1.1 Quelques notions de probabilités utiles[21, 14]

1.1.1 Processus stochastiques - définitions et généralités.

Soient (Ω,F ,P) un espace de probabilité.

Définition 1.1 (Processus stochastique) [21] Soient T un ensemble non vide,(E,E )

un espace mesurable. Un processus stochastique indexé par T à valeur dans (E,E ) est une

famille de fonction mesurable Xt, t ∈ T de l’espace de probabilité (Ω,F ,P) vers (E,E ).

(E,E ) est appelée espace d’état et T l’espace de temps.

Définition 1.2 (Trajectoire d’un processus) Pour ω ∈ Ω fixé, la trajectoire d’un pro-

cessus X est l’application : t 7−→ Xt(ω).

• Dans le cas où T = N alors X est un processus stochastique à temps discret ou

suite aléatoire.
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• Si on a T = [0, T ] ou R+ alors on a un processus stochastique à temps continu ou

fonction aléatoire.

• Lorsque T = Nd ou Rd alors X est un champ aléatoire.

• Un processus X est un processus aléatoire réel si E = R ou Rd.

Définition 1.3 (Processus équivalent) Deux processus X et X ′ définis respectivement

sur (Ω,F ,P) et (Ω′,F ′,P′) à valeurs dans un même espace d’état (Ω,E ) sont équivalents

si pour une suite finie de temps t1, . . . , tn et des Ai ∈ E alors

P [Xt1 ∈ A1, . . . , Xtn ∈ An] = P′
[
X ′t1 ∈ A1, . . . , X

′
tn ∈ An

]

Définition 1.4 (Processus indistinguables) Deux processus X et X ′ définis sur un

même espace de probabilité (Ω,F ,P) et à valeurs dans un même espace d’état (Ω,E ) sont

indistinguables si :

pour tout t,Xt(ω) = X ′t(ω) p.s

1.1.2 Filtration et martingale [14, 22]

On a souvent besoin de considérer les évènements relatifs à l’histoire du processus ou

de calculer des quantités jusqu’à un certain temps. Pour cela, il est nécessaire de définir

ce qu’on appelle filtration. Ainsi la filtration n’est autre que cette information relative au

comportement du processus. On considère l’espace de probabilité (Ω,F ,P).

Définition 1.5 (Filtration) [14] Une filtration sur un espace mesurable (Ω,F ) est une

famille croissante (Ft)t≥0 de sous tribus de F . Autrement dit, pour chaque t nous avons

un sous tribus Ft tel que Fs ⊂ Ft si s < t.

Définition 1.6 (Filtration naturelle) Une filtration naturelle est la famille :

Ft0 = σ(Xs; 0 ≤ s ≤ t).



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 3

Celle-ci représente alors toute l’information que l’on peut en tirer du processus jusqu’à

l’instant t.

• La tribu Ft représente l’information contenu dans le processus X entre 0 et t.

• Avec la filtration (Ft)t≥0 on peut définir le quadruplet (Ω,F , (Ft)t≥0,P) comme

espace de probabilité filtré.

Ainsi, la filtration est donc cette collection d’évènement qui peut se produire avant ou à

l’instant t. Autrement dit, la filtration constitue ainsi l’historique d’un processus jusqu’à

l’instant T .

Définition 1.7 (Processus adapté) Un processus X sur (Ω,F ) est adapté à la filtra-

tion (Ft) si pour chaque t, Xt est Ft −mesurable.

Définition 1.8 (Processus prévisible) X est un processus prévisible s’il est adapté à

F et ses trajectoires sont continus à gauche.

Définition 1.9 (Temps d’arrêt) Une variable aléatoire T : Ω→ [0,+∞] est un temps

d’arrêt si l’évènement {T ≤ t} ∈ Ft, pour tout t.

Définition 1.10 (Martingale) Un processus {Xt, t ∈ T} est une Ft-martingale si pour

tout t ∈ T :

(i) Xt est Ft-mesurable

(ii) E|Xt| <∞

(iii) E[Xt|Fs] = Xs, pour tout s < t

Une sur-martingale et une sous-martingale sont des processus qui vérifient (i) et

(ii) et pour tout s ≤ t respectivement E[Xt|Fs] ≤ Xs et E[Xt|Fs] ≥ Xs .

Proposition 1.1 Soit un processus {Xt, t ∈ T} qui est Ft-martingale, alors on a :

E[Xt] = E[X0]
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Preuve : Pour tout t ∈ T on a : E[Xt] = E[E[Xt | F0] = E[X0].

�

Proposition 1.2 Soit {Xt, t ∈ T} un processus Ft-martingale tel que E[Xt
2] < ∞ alors

pour tout s ≤ t on a :

E[(Xt −Xs)2 | Fs] = E[Xt
2 −Xs

2 | Fs]

Preuve : on a :

E[(Xt −Xs)2 | Fs] = E[Xt
2 | Fs]− 2E[XtXs | Fs] + E[Xt

2 | Fs]

= E[Xt
2 | Fs]− 2XsE[Xt | Fs] +X2

s

= E[Xt
2 | Fs]−Xs

2

= E[Xt
2 −Xs

2 | Fs].

�

Définition 1.11 (Martingale locale) Un processus (Xt) est une martingale locale s’il

existe une suite croissante de temps d’arrêt Tn tendant vers l’infini p.s tel que (XT ) =

(Xt∧Tn) soit une martingale.

Posons T = N ou R+. Une famille {Ft, t ∈ T} de sous-tribu de A est une filtration si

pour tout s < t,Fs ⊂ Ft. Rappelons qu’une fonction numérique, continue à droite définie

sur [0,∞[ est à variation finie si pour tout t > 0, on a :

sup
n∈N
{
∑
ti∈∆n

|Ati −Ati−1| |∆n = {0 = t0 < t1 < t2 < · · · < tn = t} subdivision de [0, t]} <∞

Définition 1.12 (Semi-martingale) Une semi-martingale X est un processus continu

qui peut être écrit sous la forme X = A+M , où M est une martingale locale et A est un

processus à variation finie.



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 5

1.1.3 Mouvement Brownien [22]

Définition 1.13 (Mouvement brownien) Soit (Ω,F ,P) un espace de probabilité. Pour

chaque ω ∈ Ω, supposons qu’on a une fonction de ω, continue et qui est notée Wt pour

t ≥ 0 tel que W0 = 0. Alors Wt, t ≥ 0, est un mouvement brownien si pour tout

0 ≤ t0 < t1 < · · · < tn les variables aléatoires Wt1 −Wt0 , Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn −Wtn−1 sont

indépendantes et suivent une distribution normale avec :

E[Wti+1 −Wti ] = 0

V ar[Wti+1 −Wti ] = ti+1 − ti

Comme Wt1 −Wt0 , Wt2 −Wt1 , . . . ,Wtn −Wtn−1 sont indépendantes et suivent une distri-

bution normale alors les variables aléatoiresWt1 , Wt2 , . . . ,Wtn les sont aussi. Pour chaque

Wti

E[Wti ] = 0

Ainsi pour s tel que 0 ≤ s < t, la covariance de Ws et de Wt est :

E[WtWs] = E[Ws(Wt −Ws) +Ws
2]

= E[Ws]E[Wt −Ws] + E[Ws
2]

= 0 + V ar[Ws] = s.

En outre, la covariance de Ws et de Wt est :

E[WtWs] = inf(s, t).

Proposition 1.3 Soit Wt un mouvement brownien, alors Wt est un martingale.
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Preuve : Pour cela nous allons montrer que E[Wt | Fs] = Ws. Alors :

E[Wt | Fs] = E[(Wt −Ws) +Ws | Fs]

= E[(Wt −Ws) | Fs] + E[Ws | Fs]

= E[Wt −Ws] +Ws

= Ws.

�



CHAPITRE 1. PRÉLIMINAIRES 7

Définition 1.14 (Processus de Markov) Un processus de Markov est un processus

aléatoire Mt tel que pour tout t, u ≥ 0 et A ∈ A, on a :

P(Mt+u ∈ A|Ms, s ≤ t) = P(Mt+u|Mt)

1.1.4 Intégrales stochastiques.

On sait dans le domaine de la finance que les processus qui permettent la modéli-

sation des prix des valeurs mobilières sont normalement des fonctions d’un ou plusieurs

mouvements browniens. Mais, si Xt est un mouvement brownien, pour chaque ω ∈ Ω , la

trajectoire de Xt n’est pas toujours différentiable par rapport au temps t. Ainsi l’intégral

suivante ne peut être définie : ∫ t

0
f(s)dXs

. Le calcul qui nous permet de définir ce type d’intégral tout en considérant les mouvements

browniens est « l’intégrale stochastique. »

Définition 1.15 (Processus simple) Un processus (ht)0 ≤ t ≤ T qui peut s’écrire sous

la forme :

ht(ω) =
n∑
i=1

hi(ω)1]ti−1,ti](t)

est appelé processus simple,où 0 = t0 < t1 < · · · < tn = T et hi sont des variables

aléatoires Fti−1-mesurables.

Définition 1.16 (Intégrale d’Itô d’un processus simple) Soit ht un processus simple

et Bt un mouvement brownien. L’ intégrale d’Itô de h est définie par :

∫ t

0
hsdBs =

n∑
i=1

hi(Bti −Bti−1)

On suppose ici que chaque hi ∈ L2(Fti)

NotonsM2
T = {X Ft−mesurable|E[

∫ T
0 X2

t dt] <∞}. L’ensemble E des processus simples

de M2
T est dense dans M2

T pour la norme : ||X||M2
T

= (E[
∫ T
0 X2

t dt])
1
2 et l’application
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φ ∈ E 7→ M2
T est continue . Donc on peut prolonger cette définition dans M2

T de la

manière suivante :

Définition 1.17 Soit X ∈M2
T , l’intégrale d’Itô de X est définie par :

∫ T

0
XtdBt = lim

n→∞

∫ T

0
hnt dBt

où (hn) est une suite de processus simple tendant vers X dansM2
T .

Définition 1.18 (processus d’Itô) Soit (Ω,F , (Ft)t≥0,P) un espace de probabilité filtré

et (Wt)t≥0 un mouvement brownien. Un processus (Xt)0≤t≤T est un processus d’Itô s’il est

solution de l’équation :

Xt = X0 +
∫ t

0
Ksds+

∫ t

0
HsdWs

où

(i) X0 est F0-mesurable

(ii) (Kt)0≤t≤T et (Ht)0≤t≤T sont des processus Ft-adaptés.

(iii)
∫ T

0 |Ks|ds et
∫ T

0 |Hs|2dBs sont p.s finies.

Cette équation peut aussi être écrite sous une forme différentielle :

dXt = Ktdt+HtdBt

Proposition 1.4 Soit f une fonction continue sur [0, T ], alors le processus :

Mt = exp
[ ∫ t

0
f(s)dBs −

1
2

∫ t

0
(f(s))2ds

]
est une martingale continue.

On rappelle qu’un processus Xt, t ∈ [0, T ] est dit progressivement mesurable si pour tout

t ∈ [0, T ], la fonction (s, ω) ∈ [0, t]× Ω 7→ Xs(ω) est B([0, t])⊗Ft-mesurable.
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Proposition 1.5 Soient φ, ψ deux processus progressivement mesurables de carrés inté-

grables. Si Mt =
∫ t

0 φ(s)dBs et Nt =
∫ t

0 ψ(s)dBs, on a :

[M,N ]t =
∫ t

0
φ(s)ψ(s)ds

Théorème 1.1 Soit (Xt)0 ≤ t ≤ T un processus Itô et f une fonction de classe C2 alors :

f(Xt) = f(X0) +
∫ t

0
f ′(Xs)dXs + 1

2

∫ t

0
f ′′(Xs)d〈X,X〉s

avec

〈X,X〉t =
∫ t

0
Hs

2ds

et ∫ t

0
f ′(Xs)dXs =

∫ t

0
f ′(Xs)Ksds+

∫ t

0
f ′(Xs)HsdWs

De façon analogue on a :

Si (t, x) 7−→ f(t, x) deux fois différentiable en x et différentiable en t, de plus les dérivées

partielles sont continues en (t, x) alors la formule d’Itô devient :

f(t,Xt) = f(0, X0) +
∫ t

0
fs
′(s,Xs)ds+

∫ t

0
fx
′(s,Xs)dXs + 1

2

∫ t

0
f ′′xx(s,Xs)d〈X,X〉s

1.1.5 processus de diffusion [19]

Soit l’équation intégrale stochastique :

Xt = X0 +
∫ t

0
σ(Xs, s)dBs +

∫ t

0
b(Xs, s)ds (1.1)

où t ∈ [0, T ] et σ, b : R× R −→ R telles que :

(i) il existe une constante L > 0 tel que : pour tout x, y, t,

|σ(x, t)− σ(y, t)|+ |b(x, t)− b(y, t)| ≤ L|x− y|
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et

|σ(x, t)|2 + |b(x, t)|2 ≤ L(1 + |x|2)

(ii) σ et b sont continues.

Alors :

I : L’équation (1.1) admet une solution unique p.s Xt.

II : Xt vérifie :

(i) Xt est un processus de Markov,

(ii) la dérive b(x, t) = lim
δ→∞

1
δ
E[Xt+δ −Xt|Xt = x]

(iii) la diffusion σ2(x, t) = lim
δ→∞

1
δ
E[(Xt+δ −Xt)2|Xt = x]

pour tout x, t ∈ R.

III : sup
0≤t≤T

E[X2
t ] <∞.

Un tel processus est appelé processus de diffusion.

Proposition 1.6 (Théorème de Girsanov [21]) Soit Xt un processus réel vérifiant :

dXt = atdt+ btdBt

pour t ∈ [0, T ], a, b sont des processus Ft-adaptés et Bt un mouvement brownien. On

suppose qu’il existe des processus θt et αt tels que :

btθt = αt − at et E
[

exp
(

1
2

∫ t

0
θ2
sds

)]
<∞

On définit la martingale sur [0, T ] :

Zt = exp
(∫ t

0
θsdBs −

1
2

∫ t

0
θ2
sds

)

et la mesure de probabilité Q sur FT par dQ = ZTdP.

Alors {B̃t = Bt −
∫ t

0
θsds, t ∈ [0, T ]} est un mouvement brownien pour Q relativement à

la tribu Ft et Xt se représente :

dXt = αtdt+ btdB̃t
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1.2 Définition relative à la finance [17, 10]

Définition 1.19 (marché financier)

Définition 1.20 (titre financier) Un titre financier ou valeur mobilière est un instru-

ment (certificat ou inscription en compte) représentatif d’un droit de créance et confère à

son titulaire la propriétaire de la créance.

Définition 1.21 (portefeuille) Ensemble des valeurs mobilières détenues par une per-

sonne physique ou morale et déposées dans un compte couvert auprès des intermédiaires

financiers.

Définition 1.22 (actif financier) Un actif financier est un droit, le cas échéant maté-

rialisé par un titre à la perception future d’une ou plusieurs sommes d’argent.

Définition 1.23 (actif conditionnel) un actif conditionnel est une variable aléatoire

positive définie sur l’espace de probabilité (Ω,F ,P)

Définition 1.24 (produit dérivé) Un produit dérivé est un instrument financier qui

s’achète ou se vend et dont la valeur dérive de celle d’autres actifs financiers de base. Ces

actifs sont appelés actifs sous-jacent ou support du produit dérivé.

Définition 1.25 (marché complet) Un modèle a un marchè strictement complet si

pour tout produit dérivé H ∈ L1(FT ) il existe un processus prévisible ξHs tel que

H = a+
∫ t

0
ξHs dYs,

où Y est le processus de prix.



Chapitre 2

Introduction à la notion d’arbitrage
et viabilité dans les marchés des
valeurs mobilières

L’arbitrage est une intervention faite par certains agents dans les marchés financiers

qui dans un premier sens leur permet d’obtenir un profit sans avoir à se soucier des

risques qui peuvent se présenter. Comme les marchés financiers évoluent avec le temps,

l’arbitrage est cette opportunité qui permet de faire augmenter certain gain au cours du

temps même si au début l’investissement est identiquement nul. Il est évident de voir que

les prix de certains produits dérivés diffèrent d’un temps à un autre et d’un marché à un

autre. Ceci est dû à l’évolution du prix de l’actif qui les porte qu’est l’actif sous-jacent.

Ainsi, l’arbitrage est cette détraction de différence de prix des actifs sur le marché et cette

action de les vendre ou de les acheter tout en usant de cette différence et en espérant de

tirer le maximum de profit. D’une autre manière l’arbitrage se traduit par cette faculté de

créer un portefeuille autofinancé qui produit une valeur positive ou nulle et strictement

positive de probabilité strictement positive. Quand cette occasion se présente c’est que

dans le marché il y a de l’opportunité d’arbitrage. Dans le cas contraire où cette occasion

ne se présente pas on dit qu’il y a l’absence de l’opportunité d’arbitrage et de ce fait on

parle de marché viable. Ainsi un marché viable est cette plate-forme où il n’y aura pas de

victoire sans peine ou de gains sans risque. Cette hypothèse sur l’absence de l’opportunité

d’arbitrage fut le fondement de la théorie sur le principe de l’évaluation. Une théorie

initiée par Black-Scholes[5] qui considère la dynamique des prix de certains actifs tels que

les Bond-Stock . Une extension de cette notion est mise en exergue dans ce qui suit en

12
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usant d’une notion de mathématique et en se basant sur la rationalité des acteurs dans

le marché et ses préférences. Comme les prix des actifs et leurs états varient au cours du

temps les définitions et théorèmes avancées dans ce paragraphe fait appel à la théorie de

la probabilité et de processus stochastique et surtout les martingales dont les notions sont

développées dans ce qui précède.

2.1 L’aspect du marché et les préférences des agents

Comme dans tout système économique, on peut distinguer les agents par leurs pré-

férences. Ainsi l’aspect du système est dicté par la rationalité de ces agents. Sur ce il

est nécessaire d’énumérer certaines hypothèses relatives aux préférences des agents de ce

système. Considérons d’abord l’espace de probabilité (Ω,F ,P) où tout point ω ∈ Ω repré-

sente les états du monde. On désigne par T l’ensemble tels que : T = {0, . . . , T} lorsque

les actions s’effectuent à temps discret, tandis que T décrit tout instant dans [0, T ] dans

le cas où on travaille à temps continu, avec T ≥ 0. La mesure de probabilité P représente

dans ce cas l’évaluation relative à chaque état ω. Par l’existence de P , les agents ainsi

que le numéraire ont l’opportunité de payer certain prix à la date 0 et le prix de l’actif

contingent à la date T . Considérons alors l’ensemble R×X où R désigne l’ensemble des

réels dans lequel varie le prix à la date 0, X l’espace des variables aléatoires sur (Ω,F ),

ceci est dû au fait qu’il est incertain de définir le prix de l’actif contingent à la date T .

Ainsi, si on note par r l’unité de paiement à la date 0 et x ce de x(ω) à la date T lorsque

l’état est ω, on a défini alors sur R × X le vecteur de transaction (r, x) qui désigne le

paquet de consommation que l’agent doit commercialiser afin de minimiser le risque de

son investissement. Son action est dictée par ses préférences et certaines contraintes liées

à ses richesses. Ainsi par ses préférences, on peut définir une relation de pré ordre qu’est

« la relation binaire. », sous les hypothèses suivantes.

D’abord chaque agent peut faire état d’une préférence pour chaque paquet. Cela veut

dire que pour deux paquets donnés, il peut toujours exprimer son choix pour l’un à l’autre
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ou si les deux lui sont indifférents. Autrement dit pour tout paquet(r, x) et (r′, x′) on a :

pour tout (r′, x′) ∈ R×X et (r, x) ∈ R×Xalors (r′, x′) & (r, x) ou(r, x) & (r′, x′).

La relation est dite complète. De plus elle est transitive. Par la rationalité des agents,

on peut aussi énumérer les trois hypothèses jugées importantes suivantes. Considérons

encore la relation de pré ordre définie précédemment, alors on a :

(i) Les préférences sont convexes. Selon l’aspect mathématique des faits, on peut ainsi

exprimer cette hypothèse de la manière suivante.

Soit (r, x) ∈ R×X alors {(r′, x′) ∈ R×X/(r′, x′) & (r, x)} est convexe. (2.1)

Donc, face à deux paquets de demande, l’agent est indifférent entre l’un et l’autre

mais la consommation mélangée d’une partie de chaque paquet est possible.

(ii) Les préférences sont continues. C’est-à-dire que, si on note par τ la topologie pro-

duit sur R×X alors :

Pour tout (r, x) ∈ R×X : {(r′, x′) ∈ R×X/(r′, x′) & (r, x)}

et {(r′, x′) ∈ R×X/(r, x) & (r′, x′)} sont τ − fermés (2.2)

(iii) Si on note par X+ l’ensemble formé par des actifs conditionnels x qui vérifie :

P(x ≥ 0) = 1 et P(x > 0) > 0. Alors les préférences sont strictement croissantes,

c’est à dire, il existe toujours un panier strictement préféré par l’agent que ce qu’on

lui propose. Ainsi

Pour tout (r, x) ∈ R×X, r′ ∈ (0,∞), x′ ∈ X+, (r′ + r, x) � (r, x)

et (r, x+ x′) � (r, x) (2.3)

Notons par A l’ensemble des relations binaires % complètes et transitives sur R×X qui
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satisfont (2.1), (2.2) et (2.3). Ainsi A représente la classe des agents rationnels.

2.2 Viabilité et Arbitrage

Considérons dans tout ce qui suit l’espace de probabilité (Ω,F ,P) et donnons deux

dates t = 0 et t = T . Prenons l’espace L2(Ω,F ,P) : espace des variables aléatoires

F−mesurables et qui sont de carrée intégrable, comme l’espaceX des actifs conditionnels

dont la maturité est à la date T . Pour la suite nous énonçons l’hypothèse suivante où « le

marché est sans friction ». Autrement dit le marché est parfait dans le sens où les agents

peuvent effectuer et réitérer une même transaction autant de fois qu’ils désirent, tout ceci

sans coût ni frais aussi bien fixe que variable. Ainsi, on peut considérer « le système de

prix » dans ce marché comme le couple (M,π) oùM est un sous espace deX qui représente

l’espace des actifs conditionnels émis sur le marché. Et π est une fonction linéaire définie

sur M qui désigne le prix de l’actif m ∈ M qui évolue suivant l’unité de prix convenue à

la date initiale de la consommation.

Définition 2.1 (Système de prix viable) Un système de prix (M,π) est viable s’il

existe une relation % définie sur A et un couple (r∗,m∗) ∈ R×X tels que :

r∗ + π(m∗) ≤ 0 et (r∗,m∗) % (r,m) pourtout(r,m) ∈ R×X / r + π(m) ≤ 0 (2.4)

On en déduit par cette définition qu’un agent rationnel où ces préférences sont définies

dans A , s’il effectue une meilleure transaction avec sa contrainte budgétaire qui est de la

forme r + π(m) ≤ 0, alors il réalise un échange optimal. Comme on a considéré l’espace

L2(Ω,F ,P) muni de la norme topologique sur L2 et en utilisant la continuité de la fonction

linéaire sur X on a :

Définition 2.2 Soit ψ une fonction linéaire continue sur X. La fonction ψ est dite stric-

tement positive si ψ(x) > 0 pour tout x ∈ X+. On note par Ψ l’ensemble des fonctions

linéaires continues et strictement positives sur X.
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Théorème 2.1 SoitM un sous espace de X et π une fonction linéaire surM . Le système

représenté par (M,π) est viable si et seulement s’il existe une extension de la fonction π

sur X appartenant à Ψ .

Si on note par ψ | M la restriction de ψ sur M alors le théorème 2.1 se reformule ainsi.

Le système représenté par (M,π) est viable si et seulement s’il existe ψ ∈ Ψ tels que

ψ |M = π.

Preuve : (=⇒) : Considérons le système (M,π) ou la fonction ψ ∈ Ψ définie par

ψ |M = π existe. Montrons alors que (M,π) est viable.

Soit la relation % définie sur R×X par :

(r′, x′) % (r, x) si r′ + ψ(x′) ≥ r + ψ(x) (2.5)

Montrons d’abord que la relation (2.5) est dans A . Soit

A = {(r′, x′) ∈ R×X/r′ + ψ(x′) ≥ r + ψ(x) pour tout (r, x) ∈ R×X}

• Si (r1, x1) ∈ A alors on a : r1 + ψ(x1) ≥ r + ψ(x) pour tout (r, x) ∈ R×X.

• Si (r2, x2) ∈ A alors on a : r2 + ψ(x2) ≥ r + ψ(x) pour tout (r, x) ∈ R×X.

Alors pour tout θ ∈ [0, 1] on a :

θr1 + θψ(x1) ≥ r + ψ(x) pour tout (r, x) ∈ R×X et

(1− θ)r2 + (1− θ)ψ(x2) ≥ r + ψ(x)pour tout(r, x) ∈ R×X.

Donc θr1 + θψ(x1) + (1− θ)r2 + (1− θ)ψ(x2) ≥ r + ψ(x).

Alors θ(r1, x1) + (1− θ)(r2, x2) ∈ A.

D’où

A = {(r′, x′) ∈ R×X/r′ + ψ(x′) ≥ r + ψ(x) pour tout (r, x) ∈ R×X} est convexe.
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Donc la relation (2.5) vérifie (2.1).

Montrons que la relation (2.5) vérifie (2.2).

Par hypothèse on a :

A = {(r′, x′) ∈ R×X / r′ + ψ(x′) ≥ r + ψ(x) pour tout (r, x) ∈ R×X} est τ − fermé.

Donc la relation (2.5) vérifie (2.2). Montrons que la relation (2.5) vérifie (2.3).

D’une part, comme r′ ∈ [0; +∞[ donc on a : r + r′ ≥ r De plus ψ est une fonction

strictement positive donc ψ(x) > 0. Donc r+r′+ψ(x) ≥ r+ψ(x) D’où (r+r′, x) > (r, x).

D’autre part, la linéarité de ψ permet l’écriture suivante ψ(x+ x′) = ψ(x) + ψ(x′) Par la

positivité de la fonction ψ on a : ψ(x) + ψ(x′) � ψ(x). Donc r+ ψ(x) + ψ(x′) ≥ ψ(x) + r

alors r + ψ(x+ x′) ≥ ψ(x) + r. D’où

Pour tout (r, x) ∈ R×X, r′ ∈ (0,∞), x′ ∈ X+, (r′ + r, x) � (r, x)

et (r, x+ x′) � (r, x)

Ainsi, la relation est (2.5) vérifie (2.3).C’est à dire, elle est dans A. De plus en considérant

(r∗,m∗) = (0, 0), alors la relation (2.5) vérifie (2.4). Donc (M,π) est viable.

(⇐=) : Supposons que (M,π) est viable, montrons qu’il existe ψ ∈ Ψ tels que ψ |M = π.

Comme (M,π) est viable, soit alors la relation %∈ A et le couple (r∗,m∗) qui vérifie (2.4).

Considérons les ensembles suivants :

G = {(r, x) ∈ R×X : (r, x) � (0, 0)}

H = {(r, x) ∈ R×X : r + π(m) ≤ 0}

Par (2.4), G et H sont disjoints. Ils sont convexes, de plus G est ouvert par le fait

que les préférences sont continues. Par suite, il existe une fonction linéaire φ continue sur

R×X tels que φ(r, x) ≥ 0 pour (r, x) ∈ G et φ(r, x) ≤ 0 pour (r, x) ∈ H. C’est une version

du théorème de séparation par un hyperplan.Supposons qu’il existe un couple (r′, x′) tels
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que φ(r′, x′) > 0 car φ est non trivial. D’ailleurs φ(1, 0) > 0.Comme la relation %∈ A

alors on a (1, 0) � (0, 0). Ainsi, par la continuité de %, il existe λ > 0 suffisamment petit

tels qu’on a : (1−λx′,−λx′) � (0, 0). Donc φ(1−λr′,−λx′) = φ(1, 0)−λφ(r′, x′) ≥ (0, 0).

et φ(1, 0) ≥ λφ(r′, x′) > 0. Redéfinissons φ de telle sorte que φ(1, 0) = 1 et écrivons

que φ(r, x) = r + ψ(x) ou ψ est une fonction linéaire continue sur X. Pour x ∈ X+ ,

on a (0, x) � (0, 0), donc, il existe λ > 0 tels que (−λ, x) � (0, 0). D’où ψ(x) − λ ≥ 0

alors ψ(x) ≥ λ > 0. Donc ψ est strictement positive. Enfin, pour m ∈ M notons que,

(−π(m),m) et (π(m),−m) sont dans H. Ainsi, 0 = φ(π(m),−m) = φ(π(m)) − φ(m) =

π(m)− φ(m) Donc π(m) = φ(m) Ainsi, ψ |M = π.

�

. Ce théorème évoque une notion équivalente de la viabilité énoncée dans la définition

(2.1). L’aspect général d’un marché où le système de prix est viable. Dans la définition

suivante nous évoquons la notion de compatibilité de prix. Considérons un système de

prix viable (M,π) et un actif financier x. Si x ∈ M alors on peut vendre et acheter x au

prix π par la viabilité de (M,π). Par contre si x /∈ M et s’il se vend au prix p les agents

peuvent acheter des actifs de la forme m + λx ∈ span(M ∪ {x}) (sous espace engendré

par M ∪ {x} au prix π(m) + λp. Considérons ainsi le système de prix (M ′, π′) tels que

M ′ = span(M ∪ {x}) et π′ la fonction linéaire définie par π′(m+ λx) = π(m) + λp. On a

alors :

Définition 2.3 (prix compatible) Le prix p de l’actif x est dit compatible avec le

système viable (M,π) si le système de prix (M ′, π′) est viable.

Corollaire 2.1 Si le système des prix (M,π) est viable, alors pour tout x ∈ X il existe

un certain prix qui est compatible avec (M,π). D’ailleurs, pour un système de prix viable

(M,π) l’ensemble formé par les prix de x compatible avec (M,π) est défini par l’ensemble

suivant : {ψ(x) : ψ ∈ Ψ et ψ |M= π}.

Définition 2.4 (évaluation par arbitrage) Soit le système de prix viable (M,π). On

dit que le prix p de l’actif x est l’évaluation par arbitrage de x si p est l’unique prix de x

qui est compatible avec (M,π). On dit aussi que le prix de x est déterminé par arbitrage

à partir du système (M,π).
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Corollaire 2.2 Si le système des prix (M,π) est viable, alors x est dite évalué par arbi-

trage dans le système (M,π) si et seulement si l’ensemble {ψ(x) : ψ ∈ Ψ et ψ |M= π} est

réduit à un singleton.

Dans ce cas l’unique élément qui constitue cet ensemble est l’évaluation par arbitrage de

la demande x.

Preuve : D’une part si p est l’unique prix de x qui est compatible avec le système de

prix (M,π) alors, par définition, x est dite évalué par arbitrage. D’autre part si x est

évalué par arbitrage, soient p et p′ deux prix de x compatible avec (M,π) alors on a

d’après la définition de π′, π′(m+ λx) = π(m) + λp = π(m) + λp′ alors p = p′.

�

Pour un système des prix viable (M,π) donné, définissons M̂ tel que c’est l’ensemble de

tous les actifs conditionnels x dont les prix sont déterminés par arbitrage et dont les prix

sont aussi compatibles avec (M,π). Dans ce cas, π̂(x) désigne la valeur par arbitrage de

x. Si X est de dimension fini (qui sera le cas si Ω est fini), alors M̂ = M . Dans le cas

où X est infini, alors d’après le corollaire (2.2) , M̂ contient au moins la fermeture de M

pour τ .



Chapitre 3

Martingales et modèles des marchés
des valeurs mobilières

Le long de ce chapitre on va évoquer les modèles aussi bien en temps continu que

discret, qui permettent de modéliser l’évolution des prix des valeurs mobilières en fonction

de temps tout en usant les notions de probabilités. Dans la réalité des marchés financiers,

il est souvent difficile de prévoir l’évolution des prix de certains actifs financiers aussi

bien dans les ventes ou sur les achats. Car, d’une part, ces prix évoluent avec le temps et

d’autre part ils varient aussi selon les structures d’informations disponibles. Ainsi, dans

ce paragraphe et pour notre modèle de marché, nous utilisons les notions mathématiques

définies dans les paragraphes précédents. En terme de temps T, on distingue : le temps

discret si T est un ensemble fini, le temps est continu si T = [0, T ]. Étant donné l’espace

probabilisé (Ω ,F ,P), les informations sont régies par une famille {Ft; t ∈ T} de sous

tribus telle que pour s 6 t on a Fs ⊆ Ft. Ainsi Ft représente les informations disponibles

à l’instant t. Cette famille est la filtration sur (Ω, F ) dont on suppose que F0 = {∅,Ω}

et FT = F . Le prix est un processus stochastique que l’on note Z et est adapté à {Ft} de

dimension K+ 1 définie comme suit Z = {Z(t); t ∈ T}. Le processus Z est adapté à {Ft}

dans le sens où les prix idéaux pour toutes les valeurs commercialisées font parties des

informations disponibles à l’instant t. Le vecteur Zk(t) tels que k = 0, 1, . . . , K désigne

les composantes du prix Z(t). Donc K + 1 est le nombre des valeurs mobilières mise en

transaction sur le marché. On note alors par Zk(t, ω) le prix de la valeur mobilière k au

temps t si l’état est ω. Nous émettons ainsi les hypothèses suivantes. D’abord, nous allons

supposer pour l’instant que les valeurs ne génèrent aucuns revenus tels que le dividende.

20
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Autrement dit, on suppose que Z0(t, ω) = 1 pour tout t et ω. Cela signifie que là on a

une valeur mobilière initiale à évolution prévisible, un actif sans risque à taux d’intérêt

zéro. Toujours dans notre hypothèse, on suppose que E(Z2
k(t)) < ∞ pour tout t ∈ T et

k = 1, . . . , K.

Exemple 3.1 Soient l’ensemble T = [0, T ] avec T > 0 et l’espace probabilisé (Ω ,F ,P)

dans lequel est défini le mouvement Brownien standard {W(t); 0 ≤ t ≤ T}. Les informa-

tions sont décrites par la filtration Fu générée par {W(u); 0 ≤ u ≤ t} tels que FT = F

On définit alors le processus de prix comme suit :
Z0(t) ≡ 1

Z1(t) = exp{σW(t, ω) + µt} σ > 0.

C’est le modèle de Black and Scholes , ou Z0 désigne le prix de l’actif sans risque ou Bond

tandis que Z1 fait référence au prix de l’actif risqué ou Stock, d’où le modèle Bond Stock.

3.1 Généralité sur les stratégies financières

Définition 3.1 (stratégies simples) Une stratégie simple est le processus stochastique

θ de dimension K + 1 définie par θ = {θ(t); t ∈ T} qui vérifie les 3 conditions suivantes :

(i) θ(t) est Ft −mesurable pour tout t ∈ T.

(ii) θk(t).Zk(t) ∈ X pour tout t ∈ T et k = 0, 1, . . . , K.

(iii) Il existe N <∞ , N ∈ N et 0 = t0 < · · · < tN = T tels que tn ∈ T et θ(t, ω) est

constant dans l’intervalle t(n−1) ≤ t ≤ tn pour chaque état ω(n = 1, . . . , N).

Une stratégie simple θ est donc cette règle qui permet d’obtenir les K + 1 valeurs

mobilières et θk(t, ω) dans ce cas représente la quantité de valeur mobilière k acquise

à l’instant t si l’état est ω. Ainsi, d’après (i), le portefeuille acquis à l’instant t peut

seulement dépendre de l’information disponible à ce moment. Ensuite par (ii) on peut

dire que la quantité des diverses valeurs mobilières mises en transaction à l’instant tn ne

varient pas trop d’une manière extravagante comme fonction de ω. En fin, la troisième

condition relative à une stratégie simple signifie que chaque agent ne peut exercer qu’à



CHAPITRE 3. MARTINGALES ET MODÈLES DES MARCHÉS DES VALEURS
MOBILIÈRES 22

un certain nombre fini de temps, bien que ceci puisse être arbitrairement élevé. Ceci ne

nie pas la possibilité des agents d’effectuer leur transaction en temps continu. Soit θ une

stratégie simple qu’on peut exercer à t0, t1, . . . , tN . Le produit θ(t).Z(t) est la variable

aléatoire qui représente la valeur du portefeuille à la date t. Si on note tn la date de

l’échéance alors la valeur du portefeuille avant cette date est θ(tn−1).Z(tn), tandis que

celle après est θ(tn).Z(tn).

Définition 3.2 (Stratégies simples autofinancées) θ est dite une stratégie simple

autofinancée si :

θ(tn−1).Z(tn) = θ(tn).Z(tn) pour n = 0, . . . , N .

Un marché qui permet une stratégie simple autofinancée est un marché sans friction.

Ainsi la valeur du portefeuille liée à une stratégie simple autofinancée varie suivant l’évo-

lution du prix mais non pas par l’ajout ou par le retrait de l’argent entre la date 0 et la

date T . La valeur est ré émise sur le marché d’une période à une autre.

Définition 3.3 (Opportunité d’arbitrage) Une simple stratégie autofinancée θ est une

opportunité d’arbitrage si :

θ(0).Z(0) ≤ 0 et θ(T ).Z(T ) ∈ X+.

Une telle occasion quand elle existe représente l’opportunité de créer un profit par

arbitrage. Ainsi, cette occasion permet à un agent d’augmenter sa consommation à la

date zéro et d’accroitre aussi avec la probabilité positive sa consommation à la date T. De

cette manière l’opportunité d’arbitrage est en contradiction avec l’économie d’équilibre

pour des agents issus de la classe A.

Définition 3.4 Une demande x est dite commercialisé à l’instant zéro s’il existe une

stratégie simple autofinancée θ tels que θ(T ).Z(T ) = x presque surement.

Dans ce cas on peut dire que la stratégie θ qui produit x et θ(0).Z(0) est de façon

implicite le prix de x. L’interprétation est claire. Pour un prix θ(0).Z(0) d’une unité de



CHAPITRE 3. MARTINGALES ET MODÈLES DES MARCHÉS DES VALEURS
MOBILIÈRES 23

consommation à la date zéro, un agent peut acheter le portefeuille θ(0). De plus, pour

chaque t1, t2, . . . , tN il peut gratuitement échanger ses avoirs de manière à ce que ceux-ci

soient conforme à la stratégie θ. A l’instant T il possède un portefeuille de valeur relative

à l’état ω :

x(ω) = θ(T, ω).Z(T, ω)

Si le prix d’une demande mise au marché est bien déterminé, on devrait être sur du fait

que, si deux stratégies simples autofinancées θ et θ′ génèrent une demande x alors :

θ(0).Z(0) = θ′(0).Z(0)

Ceci est vérifié dans le cas où il n’y aura pas d’opportunité d’arbitrage. Dans ce cas, si

M désigne l’ensemble des demandes mises sur le marché dont le prix est déterminé par

l’application définie par :

π : M 7−→ R pour m ∈M

. S’il n’y a pas d’opportunité d’arbitrage alors π est une fonction linéaire sur le sous

espace M de X. Ainsi pour un modèle de marché des valeurs mobilières où il n’y aura

pas d’opportunité d’arbitrage, on peut lui associer le système de prix (M,π).

Définition 3.5 (Marché viable) Un modèle de marché des valeurs est viable s’il n’y

existe pas d’opportunité d’arbitrage et si le système de prix (M,π) correspondant est viable.

Ainsi, pour un modèle de marché viable donné, on peut dire que le prix de l’actif x est

déterminé par arbitrage pour le modèle et la valeur par arbitrage de x est p si tels sont

les cas pour le système de prix (M,π).

Définition 3.6 (Probabilité martingale équivalente) Soit P∗ une mesure de proba-

bilité sur (Ω ,F ). P∗ est une probabilité martingale équivalente si P vérifie les trois condi-

tions suivantes :

(a) Soit B ∈ F, P(B) = 0 si et seulement si P∗(B) = 0

(b) La densité de Radon-Nykodym ρ = dP∗

dP
vérifie E(ρ2) <∞ ou ρ ∈ L2(Ω,F ,P).

(c) Le processus Z est une martingale adaptée à la filtration {Ft} selon P∗. On note

ainsi par E∗(.) l’opérateur d’espérance associé à P∗. On a alors :
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E∗(Zk(u) | Ft) = Zk(t) pour k = 0, 1, . . . , K où u, t ∈ T et t ≤ u

Théorème 3.1 On admet qu’il n’y aura pas d’opportunité d’arbitrage. Alors il existe une

correspondance linéaire entre P∗ la probabilité martingale équivalente de P et la fonction

linéaire ψ ∈ où ψ |M = π. Cette correspondance est donnée par la relation suivante.

P∗(B) = ψ(1B) et ψ(x) = E∗(x) (3.1)

Remarque 3.1 Si le modèle admet l’opportunité d’arbitrage, alors la probabilité martin-

gale équivalente n’existe pas. Dans ce cas π n’est pas bien définie.

Remarque 3.2 On a alors les trois points suivants :

— La stricte positivité de ψ correspond au fait que les probabilités P et P∗ soient

équivalentes ;

— La continuité de ψ correspond à E(ρ2) <∞ ;

— La restriction sur M de ψ correspond à la propriété martingale de P∗.

Preuve : Rappelons d’après le théorème de représentation de Riesz pour l’espace L2(Ω,F ,P)

qu’une fonction linéaire ψ définie sur X est continue si et seulement si ψ(x) = E(ρx) où

ρ ∈ L2(Ω,F ,P). D’abord, soit P∗ une probabilité martingale équivalente. Considérons ρ

tels que

ρ = dP∗

dP
.

Définissons ainsi la fonction linéaire ψ de P ∗ selon la relation (3.1). Comme ρ ∈ L2(Ω,F ,P)

alors on peut dire que la fonction linéaire ψ est continue. De plus l’équivalence de P et P∗

donne le fait que ρ est strictement positive. D’où ψ est strictement positive, donc ψ ∈ Ψ .

Montrons ensuite que la restriction de ψ sur M est π.

Soit θ la stratégie simple autofinancée qui produit m, avec m ∈M . Considérons alors les

temps 0 = t0 < t1 < · · · < tN = T durant lesquels θ peut varier. Alors pour n = 1, 2, . . . , N

et par le fait que θ est une stratégie autofinancée on a :

E∗(θ(tn).Z(tn) | Ftn−1) = E∗((θtn−1).Z(tn) | Ftn−1)
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Comme le processus Z est une martingale sous P∗ alors on peut écrire que :

E∗((θtn−1).Z(tn) | Ftn−1) = θtn−1 .E∗(Z(tn) | Ftn−1))

= θtn−1 .Z(tn−1).

On a, en itérant l’égalité que :

E∗(θ(T ).Z(T )) = θ(0).Z(0)

Donc si :

m = θ(T ).Z(T ) et si π(m) = θ(0).Z(0) alors E∗(m) = ψ(m) = π(m).

Réciproquement, soit ψ ∈ Ψ tels que : ψ | M = π. Définissons P∗ à partir ψ suivant la

relation (3.1). Montrons l’équivalence de P et P∗.

• D’abord, si P(B) = 0, alors 1B ≡ 0 dans X. Ainsi

(P )∗(B) = ψ(1B) = 0.

Tandis que,

Si P(B) > 0 alors, 1B ∈ X+ et ψ(1B) = P∗(B) > 0.

• Ensuite, puisque ψ est continue, donc pour ρ ∈ L2(Ω,F ,P) alors ψ(x) = E(ρx) ainsi,

P∗(B) = E(ρ1B)

Donc, P∗ est une mesure σ − additive, et dP
∗

P
= ρ est de carré intégrable.

Comme

1Ω ∈M et ψ(1B) = 1 alors P∗(Ω) = 1

Par conséquent P∗ est un mesure de probabilité.

Il reste à montrer que {Zk(t), Ft ; t ∈ T} est une martingale sous P∗ pour chaque k.

D’abord, il est clair que pour k = 0, {Z0(t), Ft ; t ∈ T} est une martingale sous P∗.

Pour k > 0, considérons alors t et u des éléments de T tels que t ≤ u, et B ∈ Ft. Soit

alors la stratégie simple autofinancée θ définie par :
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θk(s, ω) =


1 pour s ∈ [t, u) et ω ∈ B

0 autrement.

θ0(s, ω) =



−Zk(t, ω) pour s ∈ [t, u) et ω ∈ B

Zk(u, ω)−Zk(t, ω) pour s ∈ [u, T ] et ω ∈ B

0 autrement

θj(s, ω) = 0 pour tout j 6= 0, k.

Ceci représente la stratégie qui permet d’acheter une part de l’action k au temps t si l’état

est B et puis de la vente au temps u, utilisant la valeur mobilière nulle de telle sorte que

toutes les transactions (achat original y compris, si t = 0) sont sans frais. Cette stratégie

marchande rapporte à la date T un portefeuille de valeur :

θ(T ).Z(T ) = (Zk(u)−Zk(t)).1B

Ainsi, cette réclamation est commercialisée sur le marché à prix zéro. Par la restriction

de ψ sur M (ψ |M) on a l’écriture suivante :

ψ(Zk(u)−Zk(t)).1B = 0

En utilisant la notation de l’espérance : E∗(.) on a :

E∗(Zk(u)−Zk(t)).1B = 0

D’où

E∗(Zk(u).1B) = E∗(Zk(t).1B) pour tout B ∈ Ft

Ainsi, Zk(t) est la version de E∗(Zk(u) | Ft)

�

.
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Corollaire 3.1 (a) Le modèle de marché des valeurs est viable si et seulement si il

existe au moins une probabilité martingale équivalente.

(b) On admet que le modèle de marché des valeurs est viable. On

note par P, P 6= ∅,l’ensemble des probabilités martingales équivalentes. Alors

x ∈ M̂ si et seulement si E∗(x) est constant pour tout P∗ ∈ P. Dans ce cas, la

constante n’est autre que π̂(x).

(c) On suppose que le modèle de marché des valeurs est viable.

Soit alors x ∈ X, x est évalué par arbitrage si et seulement si il existe une unique

probabilité martingale équivalente.

Preuve : (a) D’une part, par définition, si la probabilité martingale équivalente existe

alors il n’y aura pas d’opportunité d’arbitrage ainsi le modèle des marché est viable.

D’autre part, nous allons considérer la stratégie simple autofinancée θ telle que :

θ(T ).Z(T ) ∈ X+.

Comme P∗ est la probabilité martingale équivalente à P. Alors :
P∗(θ(T ).Z(T ) ≥ 0) = 1

P∗(θ(T ).Z(T ) > 0) > 0.
et

Ainsi,

E∗(θ(T ).Z(T )) > 0

D’après le théorème (3.1) on a :

θ(0).Z(0) = E∗(θ(T ).Z(T ))

Donc,

θ(0).Z(0) > 0 si θ(T ).Z(T ) ∈ X+.
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Donc, l’opportunité d’arbitrage n’existe pas.

(b) Comme le modèle des marchés des valeurs mobilières est viable. Donc il n’y a pas

d’opportunité d’arbitrage, et il existe une probabilité martingale équivalente P∗. De plus

pour tout : x ∈ M̂ , {ψ(x) : ψ ∈ Ψ et ψ | M = π} est réduit à un singleton. Or d’après la

relation (3.1)

E∗(x) = ψ(x)

Donc E∗(x) est constante pour tout P∗ ∈P.

Supposons que E∗(x) est constante donc {ψ(x) : ψ ∈ Ψ et ψ | M = π} est réduit à un

singleton. Ainsi le prix de x est déterminé par arbitrage d’où x ∈ M̂ .

(c) Comme le marché est viable, d’après le corollaire (3.1)(a) il existe au moins une

probabilité martingale équivalente. De plus toujours d’après le corollaire (3.1)(b) E∗(x)

est constante pour tout P∗ ∈P. Ainsi P∗ est unique.

�

3.2 Cas fini : Modèle de Markov

Dans ce paragraphe, nous allons étudier le modèle de marché des valeurs où Ω et T

sont finis. L’espace X est alors constitué des fonctions définies sur Ω et à valeurs dans R

et qui sont F −mesurables.

Proposition 3.1 Le modèle de marché des valeurs mobilières est viable si et seulement

si il n’y a pas opportunité d’arbitrage.

Preuve : Comme le modèle est viable donc d’après le corollaire (3.1) la probabilité

martingale équivalente P∗ existe et de plus c’est unique. Donc l’opportunité d’arbitrage

n’existe pas.

�

Proposition 3.2 Le prix de la demande x est déterminé par arbitrage si et seulement s’il

est commercialisé au temps t=0.(marketed)



CHAPITRE 3. MARTINGALES ET MODÈLES DES MARCHÉS DES VALEURS
MOBILIÈRES 29

Dans ce paragraphe, considérons l’exemple illustré dans la Figure 1. On donne les neufs

états du monde notés ω1, . . . , ω9, et l’ensemble T = {0, 1, 2}. Soit F1 la tribu engendrée

par les évènements définies par B1 = {ω1, ω2, ω3}, B2 = {ω4, ω5, ω6}, et B3 = {ω7, ω8, ω9},

et F2 = F la tribu engendrée par les parties de Ω. Autrement dit, les investisseurs

connaissent à l’instant t = 1 les quels des événements Bj vont se produire. De plus ils

savent au moment t = 2 l’état du monde. On sait alors que le prix Z0(t) ≡ 1. Les prix

Z1(t) et Z2(t) sont représentés dans la Figure 1 comme étant les nœuds de l’arbre où Z1(t)

est le nombre supérieur tandis que Z2(t) est ce qui est au-dessous. Ainsi Z1 (0, ω1) = 10,

Z1(1, ω1) = 11, et Z1(2, ω1) = 14.

Nous aimerions savoir si ce modèle est viable et si tel est le cas alors quelles demandes

sont primées par arbitrage. Pour cela, nous allons définir l’actif conditionnel :

x = {2Z1(2) + Z2(2)− [14 + min
0≤t≤2

min (Z1(t),Z2(t))]}+
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La valeur x(ωi) de cette demande est donnée pour chaque état du monde ωi dans la

Figure 1. Déterminons maintenant l’ensemble P constitué par toutes les probabilités

martingales équivalentes.

• Premièrement, si P∗ ∈ P alors E∗Z1(1) = 10 et E∗Z2(1) = 10. Notons par p la

probabilité telle que P∗(B1) et par q la probabilité P∗(B2). Dans ce cas :

11p+ 11q + 8(1− p− q) = 10 et 19p+ 10q + 11(1− p− q) = 10

Ainsi on a : p = q = 1
3. Ces sont les probabilités enregistrées dans la Figure 1.

• Ensuite, E∗(Z1(2) | B1) = 11 et E∗(Z2(2) | B1) = 9. De la même manière, on a

P∗(ω1 | B1) = 1/4 et P∗(ω2 | B1) = 1/5 , ensuite P∗(ω3 | B1) = 11/20. Un calcul

similaire permet d’obtenir les probabilités conditionnelles des états de B2 et B3.

Ainsi, comme on aperçoit que chacune des branches de probabilités est unique, alors

P∗ ,définie dans la dernière colonne de la Figure 1 est l’unique probabilité martingale

équivalente. D’où la viabilité du modèle, Ceci implique que le modèle est viable, x est

ainsi évaluée par arbitrage et on a :

π̂(x) = E∗(x) =
9∑
i=1

x(ωi)P∗(ωi) = 1.2333

3.3 Cas continu : Modèle de diffusion

Dans ce cas, nous allons étudier le modèle où T = [0, T ] et le processus Z est un

vecteur de diffusion. Considérons alors le vecteur de diffusion Y de dimension K tels que

Y = {Y (t); 0 ≤ t ≤ T} et donnons le processus Z défini par Zk(t) = Yk(t) pour tout

k = 1, . . . , K et Z0(t) ≡ 1. On admet aussi le mouvement Brownien standard W de

dimension K défini sur l’espace de probabilité (Ω ,F ,P) par :W = {W(t); 0 ≤ t ≤ T}.

Les vecteurs composantes W1(t), . . . ,WK(t) de W sont des mouvements Brownien unidi-

mensionnels indépendants de dérivés nulles, de variance unitaire et que Wk(0) = 0.

Soit Ft = F{W(s); 0 ≤ s ≤ t} pour 0 ≤ t ≤ T et que F = FT . On considère les
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fonctions continues en x et t définie par :

σ(x, t) : RK × [0, T ] 7−→ RK×K et µ(x, t) : RK × [0, T ] 7−→ RK×K

On admet que la matrice σ(x, t) de dimension K ×K, est non singulière de manière à ce

qu’il existe une fonction α(x, t) telle que :

σ(x, t).α(x, t) + µ(x, t) = 0 pour x ∈ RK et t ∈ [0, T ]. (3.2)

(Avec α(x, t) et µ(x, t) sont des vecteurs colonnes).

Soit Y le processus adapté à la filtration {Ft} et défini par l’intégrale stochastique d’Itô :

Yk(t) = Yk(0) +
K∑
j=1

∫ t

0
σkj(Y (s), s)dWj(s) +

∫ t

0
µk(Y (s), s)ds (3.3)

Pour k = 1, . . . , K et 0 ≤ t ≤ T , ou Y (0) est un vecteur constant de dimension K.

Nous réécrivons l’équation (3.3) de la manière simple suivante :

Y (t) = Y (0) +
∫ t

0
σ(Y (s), s)dW +

∫ t

0
µ(Y (s), s)ds (3.4)

Nous allons maintenant définir le processus des prix Z en termes de Y comme ce qui sont

énoncés ci dessus. Pour terminer l’affirmation, supposons qu’il existe un processus continu

Y ∗ de dimension K tel que :

Y ∗ = {Y ∗(t); 0 ≤ t ≤ T}

qui satisfait :

Y ∗(t) = Y (0) +
∫ t

0
σ(Y ∗(s), s)dW , 0 ≤ t ≤ T. (3.5)

On peut définir ainsi le processus Z∗ de dimension K + 1 comme suit :
Z∗(0) ≡ 1

Z∗k(t) = Yk
∗(t) pour k ≥ 1

Pour la suite nous énonçons d’abord une proposition préliminaire nécessaire pour le ré-
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sultat suivant. Soit alors l’espace C[0, T ], espace de fonction continue de [0, T ] vers RK ,

muni de la topologie de la convergence uniforme. Dire qu’une fonction f définie par :

f : C[0, T ] 7−→ R (3.6)

est mesurable signifie qu’elle est mesurable pour la tribu borélienne de C[0, T ]. On a alors

la proposition suivante.

Proposition 3.3 Pour chaque t tel que 0 ≤ t ≤ T , la filtration Ft est engendrée par

{Z(s); 0 ≤ s ≤ t}. Ainsi chaque actif conditionnel x est de la forme x = f(Z) pour une

fonctionnelle mesurable f définie par la relation (3.6)

Remarque 3.3 Par cette proposition, en permettant à des investisseurs de former des

portefeuilles basés sur la structure de l’information Ft, on leur donne l’accès seulement à

l’information des prix du passé et du présent pour chaque instant t. En outre, avec le fait

que FT = F chaque actif conditionnel peut être exprimé en fonction des vecteurs prix sur

l’intervalle [0, T ].

Preuve : Dans un premier temps, nous allons montrer que Ft est égale à la tribu Gt qui

est engendrée par {Y (s); 0 ≤ s ≤ t}. Soit le processus V adaptée à Gt définie par :

V (t) = Y (t)− Y (0)−
∫ t

0
µk(Y (s), s)ds =

∫ t

0
σkj(Y (s), s)dWj(s)

Pour un temps t fixé tel que t > 0 définissons la relation :

WN(t) =
2N−1∑
n=0
{σ(Y (tn), tn)}−1[Vtn+1 − Vtn ]; pour tout entier N où tn = nt

2N

Le fait que σ soit une matrice inversible donne un sens à cette écriture.

Ainsi WN(t) est Gt −mesurable et la continuité de µ et de σ permet de dire que :

lim
N→+∞

WN(t) = W (t) p.s
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Donc W (t) est Gt −mesurable alors Ft ⊆ Gt. Comme Y est un processus adapté à Ft

alors Gt ⊆ Ft. D’où le résultat.

�

Théorème 3.2 L’ensemble P des probabilités martingales équivalentes est non vide si

et seulement si :

(a)
∫ T

0
α2(Y (t), t)dt <∞ p.s

(b) E(ρ2) <∞ ou ρ = exp

{∫ T

0
α(Y (t), t)dWt −

1
2

∫ T

0
α2(Y (t), t)

}
dt

(c) Y ∗ est un martingale sous {Ft}

Ainsi P∗ ∈ P est l’unique probabilité martingale équivalente de P, et dP∗

dP
= ρ et la

distribution de Z sur (Ω,F ,P∗) coïncide avec celle de Z∗sur (Ω,F ,P).

Preuve : Notons par Φ l’ensemble constitué par le processus φ de dimension K défini

par :

φ = {φ(t) ; 0 ≤ t ≤ T}.

Chaque composante φk(t, ω) pour k = 1, . . . , K est à la fois mesurable par rapport à t et

par rapport à ω. Ainsi, φ est adapté à la tribus brownien Ft et de plus
(∫ T

0
φ2(t)dt

)
<∞.

Les éléments φ sont des fonctions non anticipées. L’intégrale stochastique
∫
φ(s)dB(s)

est défini pour φ ∈ Φ. Soit P∗ une mesure de probabilité martingale équivalente avec

dP∗ = ζdP. Alors ζ est strictement positive et de carré intégrable par définition, de plus

le processus {ζ(t); 0 ≤ t ≤ T} définie par ζ(t) = E(ζ | Ft) est une martingale strictement

positive sous Ft avec :

ζ(T ) = ζ et E(ζ(t)) = E(ζ) = 1 pour tout t
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Par l’inégalité de Jensen on peut dire que ζ(t) est de carré intégrable pour chaque t. Et

une telle martingale, d’après la section 4 , peut se mettre sous la forme :

ζ(t) = 1 +
∫ t

0
γ(s)dW(s) 0 ≤ t ≤ T (3.7)

Avec γ ∈ Φ et satisfait :
∫ T

0
E(γ2(t))dt < ∞. Par la relation (3.7) on peut dire que ζ(.)

est continue presque surement. De plus ζk(., ω) qui n’est autre que la kème composante du

processus, est lié à partir de 0 pour presque chaque ω. Considérons ainsi la fonction de

non anticipation de dimension K, telle que :

φk(t) = γk(t)/ζ(t) pour k = 0, . . . , K.

Par le lemme d’Itô et par la formule (3.7) on a :

ln ζ(t) =
∫ t

0
φ(s)dW − 1

2

∫ t

0
φ2(s)ds. 0 ≤ t ≤ T.

En particulier nous avons :

ζ = exp

{∫ T

0
φ(s)dW − 1

2

∫ T

0
φ2(s)ds

}
(3.8)

Ainsi d’après Kunita et Watanabe il est facile de voir que chaque variable aléatoire ζ

strictement positive, de carré intégrable peut se mettre sous forme (3.8). Après avoir

réalisé cette représentation pour le ζ dérivée de Radon-Nikodym, nous pouvons employer

le théorème Girsanov [10] pour prouver que la fonction φ(t) mentionnée dans (3.8) n’est

en fait autre que α(Y (t), t). Soit

W∗(t) =W(t)−
∫ t

0
φ(s)ds 0 ≤ t ≤ T

Le théorème fondamental de Girsanov affirme que W∗(t) est un mouvement Brownien

standard de dimension K sur (Ω,F ,P∗) où dP∗

dP
= ζ et Y satisfait l’équation différentielle
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stochastique

Y (t) = Y (0) +
∫ t

0
σ(Y (s), s)dW∗(s) +

∫ t

0
µ∗(s)ds (3.9)

sur (Ω,F ,P∗) où µ∗(t) = µ(Y (t), t) + σ(Y (t), t)φ(t). Supposons pour le moment que

σ(x, t) est une fonction de liaison. Alors l’intégrale stochastique du côté droit de (3.9)

est une martingale sur (Ω,F ,P∗). Puisque Y est une martingale sur (Ω,F ,P∗),alors la

composante absolument continue
∫ t

0
µ∗(s)ds doit également être une martingale et cela

est vrai si et seulement si µ∗(t) ≡ 0 pour presque chaque T . Il faut noter aussi le fait que

P∗ est une probabilité martingale équivalente. Pour le cas général de σ la même conclusion

peut être tirée par un argument d’ arrêt, utilisant le fait que ce σ(., .) est définie sur les

ensembles liés. Soit b > 0, l’inégalité peut être au sens large, et τ le premier instant t

tel que Yk(t) = ±b pour un certain k, avec τ = T si un tel évènement n’existe pas. Si

Y est une martingale sur (Ω,F ,P∗), alors le processus arrêté Y (t ∧ τ) l’est aussi et de

ceci on peut dire que µ∗(t) ≡ 0 pour 0 ≤ t ≤ τ . Mais, comme b 7−→ ∞ alors τ 7−→ T

presque sûrement.Ainsi le suit que le µ∗(t) ≡ 0 pour tout t. En conclusion, on observe que

µ∗(t) = 0 si et seulement si φ(t) = α(Y (t), t) presque sûrement. Ainsi, nous avons main-

tenant établi que ζ peut être la densité de Radon-Nikodym d’une mesure de probabilité

martingale équivalente P∗ seulement si ζ satisfait (3.8) avec φ(t) = α(Y (t), t) pour tout t,

donc ζ = ρ. Ainsi P est non vide seulement si le ρ est bien défini et de carré intégrable.

Ceci signifie que les états (a) et (b) du théorème (3.2) sont nécessaires pour que P soit

non vide.

Supposons maintenant que (a) et (b) du théorème (3.2) sont vérifiés. Ceci implique

bien évidemment que E(ρ) = 1, voir. Gihman et Skorohod [9, p.82], de ce fait ρ est une

densité de Radon-Nikodym. Avec dP∗ = ρdP. Nous allons argumenter exactement comme

ci-dessus pour établir que :

Y (t) = Y (0) +
∫ t

0
σ(Y (s), s)ds.dW∗(s) sur (Ω,F ,P∗). (3.10)

Puisque Y ∗ satisfait uniquement la relation (3.5) sur (Ω,F ,P∗) , nous concluons que

Y satisfait à sont tour l’équation (3.10) sur (Ω,F ,P∗) et que sa distribution coïncide avec
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celle de Y ∗ sur (Ω,F ,P∗). Ainsi, en ayant(a) et (b) du théorème (3.2), un état nécessaire

et suffisant pour que P∗ soit une mesure de probabilité martingale équivalente (c).

�

Corollaire 3.2 Le modèle de marché des valeurs est viable si et seulement si (a) − (c)

sont vérifiées. Dans ce cas-ci, chaque actif conditionnel x a le prix indiqué par arbitrage

de valeur π̂ tels que :

π̂(x) = E(f(Z∗)) = E∗(f(Z)) où x = f(Z).

Preuve : Comme le modèle est viable alors d’après (3.1) la probabilité martingale

équivalente P∗ existe et c’est unique. Donc d’après le théorème (3.2) l’ensemble est non

vide. Or d’après le théorème (3.1) on a :

E∗(f(Z)) = ψ(f(Z)) avec x = f(Z)

Comme le modèle est viable, alors ψ(f(Z)) est l’unique prix avec lequel l’actif conditionnel

x puisse être évalué par arbitrage donc

ψ(f(Z)) = π̂(x) = E∗(f(Z))

�



CONCLUSION

La réalisation de ce travail permet d’une part de confirmer l’importance des outils

probabilistes à l’image des martingales dans les sciences relatives à l’ingénierie financière.

Dans notre cas, on s’intéresse à la modélisation de l’évolution des prix des marchés des

valeurs mobilières, qui sont considérés comme des processus stochastiques. Cette dyna-

mique des prix est donc d’ordre temporel. Ainsi pour les évolutions à temps discret on a le

modèle de Markov. L’extension au temps continu réside sur des résultats plus intéressants

de modélisation de ce processus, on a le Processus de diffusion.

D’autre part avec l’hypothèse d’absence d’opportunité d’arbitrage et les outils précé-

dents on peut déterminer le prix π̂ qui est l’évaluation par arbitrage d’un certain bien

contingent tout en usant de la dynamique de ses prix. Nous avons considéré cette hy-

pothèse de non existence d’opportunité d’arbitrage à cause de la rationalité des agents

économiques.
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