Fiche De Cours : Limite Et Continuité
Matière : Mathématique
 Niveau : Bac Economie
 Prof : Chérif.Jamel
I) Composée de deux fonctions
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Soit C f  la représentation graphique d’une fonction f dans un repère orthogonal (O; i, j)
Définition
Soit f une fonction dont l’ensemble de définition est D et g une fonction dont l’ensemble de
définition est

f (D) . On appelle fonction composée de f et g, la fonction
notée g o f et  définie pour tout x  D

, par : ( gof ) (x) = g ( f ( x))
Théorème
Si f et g ont même sens de variation, alors gof  est croissante sur  sur I.
Si f et  g ont des sens de variations contraires, alors gof  est décroissante sur I.
Limite finie en a (a réel)
Remarques
Si une fonction admet une limite en a, cette limite est unique
 lim f (x )  lim f (x )  L 

     lim f (x )  L 
x a

x a

x a
Théorème
* f est définie en a , alors lim f ( x)  f (a)
xa
*  Si,  pour  x    a ,  f  (x)  =  g(x),  où  g  est  une  fonction  définie  en   a et  telle  que
lim g (x )  g (a). alors f  admet une limite en a , et  lim f ( x)  g (a).
x a

xa
Limite en +∞ou −∞
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Théorème
A l'infini, une fonction polynôme a même limite que son terme du plus haut degré.
A l'infini, une fonction rationnelle a même limite que le quotient simplifié de ses termes. du plus haut degré.
Opérations sur les limites
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Remarque
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si          , on ne peut conclure que lorsque g garde un signe constant au voisinage de a
Les situations marquées ?   sont appelées formes indéterminées
Limite d’une fonction composée
a, b , l  sont chacun un réel ou l’un des symboles  ou  .
Si lim f ( x)  b et lim g ( y)  l , alors lim gof ( x)  l
xa

yb

xa
Asymptote verticale
Asymptote verticale
Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert de borne a et  C sa courbe représentative.
Si lim f
x a   

(x )    ou  lim f (x )   , alors la droite d’équation           est une asymptote
x a   
verticale pour la courbe C Asymptote horizentale
Soit f une fonction définie sur un intervalle de borne  ou  et C sa courbe
représentative. Définition :
Si la limite de f(x) est un nombre L, quand x tend vers   , (ou   ), alors la droite
d’équation

y  L est une asymptote horizontale pour C en  ( ou  )
Asymptote oblique
Soit f une fonction  définie sur un intervalle de borne  ou  , C sa courbe
représentative et D une droite d’équation  y  ax  b

dans un repère
droite d’équation  y  ax  b est une asymptote oblique pour C en   (ou  ).
Méthode
1) Pour avoir une asymptote verticale, la valeur interdite ne suffit pas : il

faut aussi que, en cette valeur, la limite à droite ou à gauche soit infinie.
2) a) Pour montrer qu’une droite donnée D d’équation y
est asymptote

 ax  b (avec


a  0 )

d (x)  f (x)  (ax  b)
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b) Side plusg ne s'annule pas en xo alors% et %snm continues en o
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1. Composée de deux fonctions :
Soit f et g deux fonctions définies respectivement sur I et J tetgue f (/) € |
La fonction, notée g ¢ £, défnie sur 1, par g = £(x) = g(f(x)) s appelle fonction composée de f et g
2 Continuité d'une fonction composée :
¥ sif estcontinue en xg et g est continue en f (xg)aldFs g « st continue en
f est continue sur I
¥ si g est continue sur /} alors g o  esteantbue sur |
vxe Lf(x)e ]
2. Limite d’une fonction composée :
si lim £(0) = bet lingg (P

Exemple :h(x) = cos () ltn, Bik?
. imite et ordre ;.

¥ i) = gGepmiors lim f < limg (o i ou nfin)

is ou infinis)

alors limg o f = ¢ (a,betc fi

¥ si f(x) 2 Oet im £ = alors ¢ = 0 {xyfini ow nfin)
v S T (x) < h(x) et limg = limh =1 (1 find) alors lim f =1 (xo fini ouinfini)
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[image: image7.png]7. Continuité en un point xo :
Theoréme 1. Soit f une fonction définie sur un intervalle ouvert I de centre 7§

fest gontinue en x, si et seulement s lim f = £ (,)
"

Théoréme 2 :Soit f une fonction définie sur un intervalle odlert., kauf peut étre en xq € 1

'l existe une fonction g définie sur I, continue en x, et telle que gx) = f(x) pour tout x # xq alors :

lim f(x)=g(x,

lim /()= g(%)

Théoréme 3 : Soit f une fonction définie sur un intervalle duvert I, sauf en x € I

O — § 00 = F() six#x
Si I.\:n/J (1 fini) alors |afwmamnmswmrf ol =1

On dit que f est prolongeable par continuité&&n X et que g son prolongement
8. Continuité & gauche - continuité aoite”
Théorémes :
a)  Soit fune fonctionéfifesur ukintervalle du type [xo, xo + A[ (h > 0)
Fest continue & droite'en xSt Seulement s lin f = £ (x,)
B

est continue en xp

b) St une fonctim détinie sur un intervalle du type Jx ~ h, o] (h > 0)
fest continue 3 aauche én xoSi et seulement si lim f = 7 (x,)
w

o) 'St f l@donction définie sur un intervalle ouvert [ contenant xo
Fest coinuen X, si et seulement s f est continue 4 droite et & gauche en x,

9. Contirtité sur un intervalle:

Theoremes :

a et sont deux réels tels que a < b
a) Une fonction f est continue sur Ja, b si et seulement si f est continue en tout point de ]a, b[
b) £ est continue sur [a, b[si et seulement i f est continue sur Ja, b et continue a droite en a
c) f est continue sur]a, b] si et seulement si f est continue sur ]a, b[ et continue a gauche en b
d) f est continue sur[a, b] si et seulement si

f est continue sur Ja,b[, continue a droite en a et continue & gauche en b
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¥ Timage d'un intervalle par une fonction continue est un intervalle
V Théoréme des valeurs intermédiaires :
Si f est une fonction continue sur un intervalle [a, b], alors pour tout réel c compris entre £(a) et
£(b), Véquation f(x) = ¢ admet aux moins une solution a € [a, b]
Corollairel
Si f est continue sur [a, b] et f(a) X (b) < O alors l existe au moins un réel a €]a, b{ tel que
f@=0
Side plus f est strictement monotone sur [a, b] alors a est unique
Corollaire?
Si f est continue sur [a, b] et ne s'annule pas alors elle garde un signe constant sur a1

(v fib)
¢ ¢
S(@) pr—t f(@
i ]
04‘—”5—’ Qaa @y ayh
a i
fest continue et strictement décroissante sur st continve s et s ONSKOnE S0
lintervalle [a; b] . B s pis
Uquation f (x) = ¢ admet une solution unigue s - <P

v soit f une fonction définie sur un intervalle du¥§pefa, b[ (b fin ou infini)
Si f est croissante et majorée alors f possédBaune limite finie en b
Si f est croissante et non majorée alors fnd vers + en b
¥ soit f une fonction définie sur un intertailé du type Ja, b] (a fin ou infini)
Si f est décroissante et minoreg@lorsy posséde une limite finie en a
Si f est décroissante et non mmoreealors f tend vers —w ena
¥ Soit f une fonction cantinu@et strictement monotone sur un intervalle /;aetb €R /a < b

T siffest Waictentint crolssante alors /(1) = | si ] est strictement décroissante alors (1) =
S B T®. 7@l
el [re@.tim | Jims 1]
-
= Jimr )]
Rl I O]
s [Featm s |

o [ |
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a ( a réel ou  ou  ) .
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